EXERCICE 1

1) Dans cette question nous supposerons f continue sur R**.

a. Notons d’abord que F' est continue sur R*, dérivable sur R** (f est continue sur R**) et, pour tout
élément ¢t de RT*, F'(t) = f(t) > 0. Ceci suffit pour dire que F est strictement croissante sur R™ (non ?).
F' est strictement croissante sur R* et , liin F(t)=1donc:Vt e R*, F(t) < 1.
Par conséquent Vt € RT, 0 < 1— F(t). Ceci donne encore:Vt € R, p(X >t)=1— F(t) #0.
Soient t et h deux éléments de Rt *.

p({X <t+hIn{X >t}) plt<X<t+h) F(t+h)-F()

p(t,h):p(X<t+h/X>t): p(X>t) = p(X>t) = ]_—F(i)

F(t+h)— F(t)

Yt e R, Yh e RY™, p(t,h) =
G b G 7p(7) lfF(t)

b. Soit ¢ un élément de R**. F est dérivable en t et F'(t) = f(t).

F(t+h) - F(t) F(t+h) - F(t)

Alors ,?E}) ; = f(t). Comme f(¢) n’est pas nul(le), ) h:of(t)'
En particulier : w L f(t).

- _ F(t+h)—F(t) F(t+h)—F(t) 1 1 _ [
Ainsi:p(t,h) = 11— FD) = I Xl—F(t)Xhh:o+f(t)X1—F(t)Xh_l—F(t) h.

10,

Pour tout réel t strictement positif: p(t,h) ~ ————
P PR TR

2) Ici nous supposerons (encore) que X possede une densité f continue et strictement positive sur R**, nulle

sur | — o0, 0].
Comme dans la question précédente nous avons encore: V¢t € RT, 1 — F(¢) > 0.
a. Notons alors que Ax est définie sur [0, +o00[ et continue au moins sur ]0, +oo].

Soit t et € deux réels strictement positifs.

/:)\X(u)du:/:lﬂf%du:/;ly%du: [~ - F@))) = w1~ FO) + 1 - FE)]

/' Ax (1) du = — In(1 — F(t)) + In(1 — F()).

0
F est continue en 0 donc li%l+ F(e) = F(0) = / f(t)dt = 0. Donc li%l In(1-F())=In1=0.
e— oo e—

¢
Alors lim Ax(u)du=—In(1- F(t)).

e—0t J,

t
Pour tout élément ¢ de R™*, / Ax (u) du existe et vaut —In (1 — F(t))
0




Nous savons déja que Fx est nulle sur | — oo, 0] puisque f est nulle sur ce méme ensemble.

t t
Soit ¢ un réel strictement positif. / Ax(u)du=—In(1—F(t)) donc 1 — F(t) =¢ Jo Ax ) du.
0

Ainsi Vt €] — 00,0], F(t) =0et Vt e R™™*, F(t)=1— e*fo Ax (u) du

La seule connaissance de la fonction de taux de panne Ax permet de déterminer la fonction de répartition

F de X.

b. e Soit Y une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de parametre «.
Posons : Vit €] — 00,0], fy(t) =0 et Vt €]0, 40|, fy(t) = ae . fy est une densité de Y.
Notons que fy est continue et strictement positive sur R** et nulle sur | — oo, 0].

Soit Fy la fonction de répartition de Y. V¢t € R**, Fy(t) =1 — e,

f@) ae™ot

Al R** = -
ors Vt € R™™, Ax (1) 1—F(t) 1—(1—eot)

=aq.
Le taux de panne Ay de Y est donc constant sur R**.

e Réciproquement, reprenons la variable aléatoire X du début et supposons que son taux de panne Ax est

constant sur R**.
11 existe donc un réel c tel que:Vt € RT™*, Ax(t) =c.

Rappelons que F est nulle sur | — 00,0] et que Vi e RY* F(t) =1—e" Jo 2x @ du,

Alors Vit e RY* F(t)=1—¢€" Jo edu _ 1—e .

C

Comme lim F(t) = 1, nécessairement lim e~ = 0 et donc c est strictement positif.

t—+oo t—+o00
c est strictement positif, V¢ €] — 00,0], F(t) = 0etVt € R**, F(t) = 1 — e . Donc X suit une loi

exponentielle de parametre ¢. Concluons.

Si X est une variable aléatoire admettant une densité f strictement positive et continue sur R™* et nulle

sur | — 00, 0] : son taux de panne Ax est constant sur R™* si et seulement si X suit une loi exponentielle.

3) Vt €] —00,0], F(t) =0et Vt € R ", F(t) :1767‘/‘0 Wdu gt/

apX>1)=1-pX<1)=1-F(1)=e14

’ La probabilité pour que cet appareil survive plus d'un an est e~1/4 ‘

p{IX>2}n{X>1}) p(X>2) 1-p(X<2) e 2/ _ —15/4
p(X > 1) ToX>D) 1-pX<l) et -

b. p(X >2/X >1)=

’ La probabilité pour que cet appareil agé de un an, survive plus de deux ans est e =15/ |,




EXERCICE 2

1
1) a. Soit p un élément de N*. ¢ — n est continue et décroissante sur [p,p + 1].

1 1

1
Par conséquent : V¢ € [p,p + 1], —— < = < —; comme p < p + 1 il vient alors par intégration :

P+l P+l q P+l q
/ — At < / Zde < / Zde.
P p+]‘ P t p

1 Pl 1
Ainsi: (p+1—p)</ —dt< - (p+1-—p).
1 » t p
1 Pl 1
Finalement | Vp € N*, —— < / fdt _—
p+1 » D

1 P
b. Soit k£ un élément de [2,4+o0[. Vp € N*, —— < / —dt <
p+1 P

p+1 1 k—1 1 k—1 1 kl
En sommant on obtient : Z 7 < Z / —dt < Z —. Alors ori 1< / —dt <
p+ = b il 4 o Pt 1t

Un léger changement d’indice dans la premiere somme et une petite intégration donnent :

1 k U | U "1 1
Zf <{1n|t|} zlnkng—f-Ainsi:Zf—lnkgletzf—lnk>f20.
p=1 p ! p=1 p k p=1 p p=1 p k
1
Par conséquent 0 < Z — —Ink < 1. Remarquons que ceci vaut encore pour k =1 (0 < 1—-0<1).
p
=1

%M—'

k
Finalement : | Vk € N*, Z

z tP P
2) a. Pour tout élément p de N*, / #ldt = { } -
D

L S 1—¢" T
Alors : = Pl dt = Pl dt = / dt / —dt / dt.
oy 2= [ [x et
p=1 p=1
n p T xr t'n, x t’n
S S =[-mp-y —/ dt:—ln(l—x)—/ dt.

o In(1 Itnd
Z = —In( —x)—/o T t|

T n

b. Montrons que lim
n—+oo Jq —

vt € [0, 2], t">0et0<—<ﬁ;we[0,x], 0<



T 1 ¥ 1 zntt
En intégrant il vient : 0 < / dt < / t"dt = car x est positif.
0 0

1—t T 1-=z l—xz n+1
. 4 o 1 1
x étant élément de [0, 1], on a encore: 0 < dt < .
o 1—1 l—z n+1
Comme lim = 0 on obtient par encadrement : lim dt = 0.
n—tool—x n+1 n—+oo Jo 1 —

NP
Ceci donne sans difficulté: lim (Z x) =—In(1—x).

n—-+4oo 1 p
P +o00
La série de terme général — converge et E —=—In(1—2) |
p
p=1

Remarque Ceci vaut encore si x est élément de [—1,0[ et cela se montre en utilisant une démarche analogue.

P
Si  est un réel n’appartenant pas a [—1, 1[, la série de terme général — diverge.
p

3) a. x est élément de [0, 1] donc lim (n® 2™) = 0" (croissance comparée).

n—-+o0o
Inn Inn
On a aussi lim —— = 0T. Par produit: lim (n2 Inn x”) = lim (— n? x”) =07 .
n—+oco N n—-+4oo n—-+o0o n
Remarquons que ceci suffit tres largement pour traiter b.
Cependant supposons maintenant z élément de ]0,1[. Alors: lirf In (n2 lnnx”) = —o0 |!!
n—-+oo

Remarque La démonstration précédente donne surtout la preuve de I'inutilité de la question...

b. Nous avons vu que liIE (n2 Inn x”) = 0. En utilisant la définition de la limite d’une suite, nous
n—-1+:0oo

pouvons dire qu’il existe un élément ny de N* tel que:Vn € N*, n > ng = 0 < n2lnn 2™ < 1.

1

Donc:Vn € [ng, +oof, 0 <Inn 2" < —.
n

. 1 . . -
La convergence de la série de terme général — et les régles de comparaison des séries a termes positifs
n

montrent alors que ’ la série de terme général Inn z™ converge ‘

Zn: <xk (i;lnk))

k=1 p=1

n k k n k

x x®
4) a.z ?fSn(:ﬂ):Z(Z?flnkxk)

k=1 p=1 k=1 p=1

Pour tout élément k de N*, ¥ > 0 et 0 <

M-
D=

1
k
Donc, pour tout élément k de N*, 0 < z*

N

1
f—lnk) < z".
1D

=
n k 1 n n k (Ek n
En sommant on obtient : 0 < Z (xk (Z - —lnk>> < zF. Ou|0< Z — —Sp(z) < Z zk |
k=1 =1 P k=1 =1 p=1 P k=1
n
1—a2" z—a"t! T
b. O . k = = < .
g Zx v 1—2z 1—=2 1—-=z



n k .I‘k 2
Alors:OéZZ? 1_x.
k=1 p=1
n k CL’ n z n 1
Il ne reste plus qu’a montrer que: — = Tt

Une petite commutation de sommes donne :

= P S P \P o =1 \P 1-z
I (Y | ot
—_ = — (' — o = — — X - 1.
=1 p=1 P 1_xp=1 p 1—z =1 P =1 P
1 xP 1 T
Ainsi | 0 (Zx”“ Z)Sn(z)g
1—= S =P 1—=
c. Q1) b. nousdonne:Ogilflnngl. Alors:()gi}glJrlnn.
p D

p=1 p=1

1
En multipliant par "1, qui est positif, il vient:0 < z"** Z — <2 42" Inn.

p=1 P

Comme  est élément de [0,1[, lim 2" =0et lim (2" Inn) =0 (croissance comparée).
n—-+oo n——+oo

n—-+00

n
1
On obtient alors par encadrement :| lim (m"“ Z ) =0

d. Reprenons l'encadrement de Q4) b. et faisons tendre n vers +oco. Il vient :

In(1 —x) x
<—— <
0s 1-=z S(z)\l—x )
car lim Zn:g =—In(l—2), lim [z 2":1 =0et hm Sp(z) = S(x)
n—-+o0o p 7n~>+o<> p n—-+oo ’
p=1 p=1
Supposons z dans ]0,1[. Remarquons alors que —m est strictement positif et divisons (x) par cette
quantité. On vient :
0<1—(— (1 -2)5() < — _r
In(1 —x) In(1 —z)
Or lim (— —2 ) =0car lim In(l —2)=—-o00
r—1- hl(l — IZ?) o x—1— o '
1—
Donc par encadrement on obtient : lim ( — ﬂ) =
z—1- In(1 —x)
(1—2)S(x) In(1 —x)

Alors — ~ 1. Ceci donne encore :| S(z) ~ —

In(1—x) 1- 1- 1—2




EXERCICE 3

1) Notons T} I'événement (la personne tire la carte numéro 1 ).

(T1,T1) est un systéme complet d’événements. La formule des probabilités totales donne alors :

0= P(V) = P(V/T)) P(T1) + P(V/T)) P(Ty).

Sachant que la personne a tiré la carte numéro 1, elle répond “vrai” si et seulement si elle est d’accord avec
Paffirmation (A). La proportion de gens de cette population qui sont réellement d’accord avec I'affirmation

(A)étant p: P(V/Ty) = p.

Sachant que la personne n’a pas tiré la carte numéro 1, elle répond “vrai” si et seulement si elle n’est pas

d’accord avec 'affirmation (A) ; alors: P(V/T1) =1 — p.

1 7y 19 119
De plus: P(Ty) = — et P(T1) = —- Final 9 =P(V) = — 21,
e plus: P(Ty) 20 et P(Ty) 50 inalement : @ (V) 20p+20( )
19 —18 19 -206
Ainsi:| 0 = Tp - Ceci donne encore 18 p =19 — 200 et donc:|p = 5 |
17 19-18p 19-17 1 1
Dap=ggAlont="5r" ="~ | "1

b. Notons D4 I’événement (une personne est d’accord avec Uaffirmation {A)»». On cherche: P(D4/V).
P(V/Da) P(Da) _ P(V/Da) p

P(Dy/V) = =
Sachant que la personne est d’accord avec {A)), elle répond vrai si et seulement si elle tire la carte numéro 1.
1 (1/20) p D 17/18 17
Alors: P(V/Dy) = — et: P(Dy/V) = = = = _.
ors: P(V/Da) = 55 et: P(Da/V) 9 200 20 (1/10) _ 36

1
La probabilité pour qu’une personne ayant répondu “vrai” soit d’accord avec {A) est : 36 |

3) a. Si I’échantillonnage est assimilable & un tirage avec remise, on peut alors affirmer que:

’ Sy, suit une loi binémiale de parametres n et 6 ‘

Alors | Wk € [0,n], P(S, = k) = Cl 05 (1-0)"*, E(S,) =n0 et V(S,) = nf(1-0) ]

= 1 1 n 3 o .

b. E(i) = — E(S,) = — nb =06. Alors S est un estimateur sans biais de 6 |.
n n n n

V(?) T n2? V(Sn) = - nf(l1 —0) = - 6(1—0). AlnSI'nEI}LlooV<;) -0

n . o .
Donc | — est un estimateur sans biais et convergent de 0 |.
n

4) a. 23 personnes ont répondu “vrai” sur un échantillon de 100 personnes.

Alors ’ une estimation ponctuelle de 6 est : 0,23 |




19-206 | 19-—20(23/100 19x5-23 4
Comme p = 3 et 1(8 /100) = Xg() =z = 0,8:

une estimation ponctuelle de p est 0,8 ‘

23 t 23 t
b. D’apres le cours, si tg g5 est un réel vérifiant 2®(tg 95) — 1 = 0,95 alors [— — 0% 0,95

e+
100 24/100° 100 ~ 24/100

} est

un intervalle de confiance a 95% de 6.

0,95 +1
20(tg95) — 1 =10,95 <= P(to95) = P+ 0,975 = ®(1,96). Nous poserons alors : tg 95 = 1, 96.
23 t0.95 23 to,95
Alors: — — : =0,23-0,098=10,132 et — + . =0,23+ 0,098 = 0, 328.
100 2+4/100 100~ 24/100

Ainsi ’ [0,132;0,328] est un intervalle de confiance & 95% de 6 ‘

19—-206 19 —-20x 0,328 19 —20 x 0,132
= 2207 donc 6 € [0,132;0,32 [ ’ 2]
D g donc €1[0,132;0,328] <= p € 13 , 13
19 — 20 x 0,328
0,6911 est une valeur approchée par défaut de +
19 -2 132
0, 9089 est une valeur approchée par exes de %

Ainsi ’ [0,6911;0,9089] est un intervalle de confiance & 95% de p |.




PROBLEME

Partie 1

1) a. J est une matrice symétrique d’ordre n & coefficients réels donc ’ J est diagonalisable ‘

b. J = (s;;) avec s;; = 1 pour tout (¢,j) appartenant & [1,n]%. Alors J2? = (r;,;) avec, pour tout (,7)

appartenant a [1,n]”:

n n
Tij = E Sik X Sk, = E 1><1:n:nsm-.
k=1 k=1

Ainsi | 2 =n J |
J?—nJ = Opm,, (r) donc P = X? —nX est un polynoéme annulateur de J dont les racines sont 0 et n.

Les valeurs propres de J étant nécessairement racines de P on peut affirmer que les seules valeurs propres

possibles de J sont 0 et n.

Supposons que 0 ne soit pas valeur propre de J. Alors J est inversible. Comme J? = nJ, en multipliant &

droite par J~! on obtient J = nl,, ce qui n’est pas trés raisonnable car n est supérieur ou égal & 2.
Ainsi 0 est valeur propre de J.

Raisonnons de la méme maniére pour n. Supposons que n soit une valeur propre de J. J — nl, est alors
inversible. Comme J(J — nl,) = J? —nJ = O, (r), il vient en multipliant & droite par (J — nl,)~t:

J = OMn(R)- Tragique!

Finalement 0 et n sont des valeurs propes de J et ce sont les seules possibles.

Alors ’ LES (deux) valeurs propres de J sont 0 et n |

Remarque Ce qui suit fournit une deuxiéme idée pour obtenir ce résultat.

2) a. Toutes les colonnes de J sont identiques et non nulles, donc J est de rang 1. Ceci confirme que 0
est valeur propre de J et montre en plus que le sous-espace propre de .J associé a la valeur propre 0 est de
dimension n — 1 (penser au théoréme du rang appliqué & un endomorphisme de matrice J...). Le sous-espace

propre de J associé a n est alors une droite vectorielle de M,, 1(R).

Soient (X7, Xo,...,X,_1) une base du sous-espace propre de J associé & la valeur propre 0 et (X,,) une base
du sous-espace propre de J associé a la valeur propre n. Ces deux sous-espaces propres sont supplémentaires
dans M, 1(R) donc B’ = (X1, Xa,...,X,) est une base de M,, 1(R) constituée de vecteurs de J respective-

ment associés aux valeurs propres 0, 0, ..., 0, n.

Remarques
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1. On peut méme trouver une base orthonormale de M, 1(R) constituée de vecteurs de J respectivement

associés aux valeurs propres 0, 0, ..., 0, n.

2. Il est aisé de montrer que le sous-espace propre SEP (J,0) de J, associé a la valeur propre 0 est I’hyperplan

de M, 1(R) d’équation x1 + x2 + - - - + x,, = 0 dans la base canonique.

1 1 1
-1 0 0
0 1 :
: oo | ) en est une base.
: : 0
0 0 -1
1
De méme il est facile de voir que SEP (J,n) est la droite vectorielle de M,, 1(R) engendrée par
1

3. Si P est la matrice de passage de la base canonique de M, 1(R) a B :

o 0 - -0
0o 0 :
pPljp= ‘
0 0
0 .o 0

Poursuivons en observant que: M, = aJ + (1 — a)I,.
Alors Vi€ [1,n—1], M X; =aJX; + (1 —a)[,X; = (1 —a)X; (JX; =0).
De plus M, X, =aJX, + (1 —a)[,X,, =anX,, + (1 —a)X,, = (1 —a+na)X,.

Alors B' = (X1, Xo,...,X,) est une base de M,, 1(R), constituée de vecteurs propres de M, respectivement

associés aux valeurs propres 1 —a, 1 —a, ..., 1 —a, 1 — a + na.

Ceci montre que la matrice M, est diagonalisable et qu’elle possede exactement deux valeurs propres: 1 —a

et 1 —a+ na.

Finalement | les deux valeurs propres de M, sont 1 —a et 1 — a + na ‘

Remarque

Le sous-espace propre de M, associé a la valeur propre 1 — a (resp. 1 — a + na) est le méme que le sous

espace propre de J associé a la valeur propre 0 (resp. n).

Retenons, cela peut toujours servir, que SEP (M,,1 —a + na) = Vect(| . |).
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b. M, est inversible si et seulement si 0 n’est pas une de ses valeurs propres. M, est donc inversible si et

seulement si:1—a#0et 14+ (n—1)a=1—a+na #0.

1
M, est inversible si et seulement si:a # 1 et a # 1
n—

Partie 2

1) a. Notons que:V(i,j) € [1,n], i # j = (u; /uj) = «, et que Vi € [1,n], (u;/u;)=|uw®> =1. Alors:
Mo = ((ui /uy)).

Y1 A1
Y2 A2
Posons: Y = . =M, . et montrons que Y = Oy r (R)-
Yn )\n
Vie[L,n], yi= > (wi/ur) = (ui/ > Mpur) = (u;/Ors) = Og.
k=1 k=1
A1
A2
Ainsi:| My | . | =0p, m) |
An

1
b. Icia#1et a# -7 La matrice M, est alors inversible.
n —

)\1 )\1
/\2 )\2
Dans ces conditions My, | . | = 0p, () donne [ . | =0x, (). Alors:Vi € [1,n], A\; =0.
An >\n
Ainsi, si A1, Ag, .., Ay sont n réels tels que Y A ug = Ops : Ay = g =+ = A, = 0.
k=1
Ceci montre alors que (u1,us, ..., u,) est une famille libre de R? qui est de dimension 3. Nécessairement n

est inférieur ou égal a trois.

1
Sia#1leta# 7 la valeur maximale de n est 3 |.
n—

Q2) a. Soient i et j deux éléments distincts de [1,n].

L’inégalité de Cauchy-Schwarz pour les vecteurs u; et u; donne ’ [(ws [ uj)| < Jlwill [Jugl| ‘

’ Cette inégalité est une égalité si et seulement si la famille (u;,u;) est lice ‘

b. Supposons que n soit strictement supérieur a 1. Alors on peut trouver deux éléments distincts i et j de
[1,n]!
a=1donc |[(u;/u;) =|a| =1=1x1=|ul |lu|l. Alors d’aprés le rappel précédent la famille (u;,u;)

est liée. Comme u; n’est pas nul, il existe un réel A tel que u; = A u;.
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Alors 1 =a = (u; fuj) = (u; /A u;) = Mu; Jui) =X |lug|> =X x 1=\ Donc A =1; ceci donne u; = u;
et une légere contradiction car i n’est pas égal & j et les éléments de la famille (uy,us,...,u,) sont deux &

deux distincts.

’ Sia est égal a 1, n vaut 1 ‘

a. omme la famiile (up,u2,uU3,Uq) €St solution et contien uatre vecteurs on peut arinrmer apres
Q3) a. C la famille (uq,us,us,us) est solution et contient quat t peut affirmer, d’apre

1 1
Ql),queouazloua:fm:fg.

Mais si a = 1, d’apres Q2) la famille ne contient qu’'un seul vecteur !

1
Alinsi | 81l existe une solution (uq,us,us, us) nécessairement o = 3

b. Evitons de refaire ce qui a déja été fait... Notons que (uj,us,u3) est une solution du probléme avec

1
1 oest alors inversible car a # 1 et a # —3-1 Dans ces
conditions, et d’apres ce que nous avons vu dans Q1) b., la famille (uy, us, us3) est libre.

1
a = -3 et n = 3. La matrice d’ordre 3 M _

(u1,uz,us3) est donc une famille libre de trois vecteurs de R3 qui est de dimension 3.

’ (u1,u2,u3) est une base de R? |.

Remarque

Bien stir on peut encore obtenir la liberté de la famille (u,us, us) en prenant trois réels z, y ,z tels que xuq +
yus + zug = Ogs et en montrant que © = y = z = 0. Il suffit pour cela d’écrire que : (xuy + yus + zus /uy ) =

(zuy + yus + zus fus ) = (xug + yus + zuz fuz ) = 0.

1 1
e Cy—Z2 =0
T3y g4
Ceci conduit au systéme : ~3 rt+y— 3 z =0 ; on obtient alors sans difficulté la nullité de z, vy, z.

L _Lo4 0
37 3Y

c. Evitons encore de refaire ce qui a déja été fait... Soient (z,y,z) les coordonnées de uy dans la base
(u1,ug,uz). ug = xuy + yus + zug donc xuy + yus + zug + (—1)uy = Ogs.

T
Alors, d’apres Q1) a, M_ Z =0, M_

1 étant bien évidemment ici une matrice d’ordre 4.
-1

1
3

1 1 1 4
Rappelons que les deux valeurs propres de M_% sont : 1 — ( — §> et 1 — (— §) + 4( — §> ; C’est a dire 3 et

0.
x
ZZ/ est donc un élément du sous-espace propre de M_1 associé a la valeur propre 0.

1
3

-1
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Or nous avons vu dans la remarque de la question 2 b. de la partie 1, que le sous-espace propre de M

1
3

1
N 1 1 1 o . ,
associé a la valeur propre 1 — ( - §) + 4( - g) est Vect( 1 ) Ainsi il existe un réel \ tel que:
1
z 1
Z =X 1 . Il vient alors sans probléme (et sans calcul!): A= —-letz=y=2=—1.
-1 1

Les coordonnées de u4 dans la base (u1,ug,us) sont (—1,—1,—1) ‘

Remarque

Ici encore, on peut obtenir les coordonnées (x,y, z) de uy dans la base (u1,us,us) en écrivant :

1

(s +yus + 203 [ ur ) = (2 +yoiz + 2 [z} = (s + yua + 2g [ ug) = 3.
1 1 1
rT—-y——2z =—=
3773 3
1 1

Ceci conduit au systéme : —gCC—Fy—gZ =3 ion obtient alors sans difficulté x =y = z = —1.

1 1 n 1
——zr— - z =—c
3737 3

Partie 3

Q1) Toute base orthonormale de R? est solution du probleéme posé, pour n = 3 et a = 0.

Ainsi ’ B = (e1, ea,e3) est solution du probléeme posé, pour n =3 et « =0 ‘

Q2) a. Remarquons d’abord que vy, vy et v3 sont deux & deux distincts.

pe st =t =4 = (< 3)" ()= == (47 (- -

Tro =1
Onaaussi:(vl/vg):lx(—%)—H)x(?):—%:a,(yl/y3):1x<_%>+ox(_§):_%:a
V3 V3
ctoim= (- (Y (PP -t-E-dee
1

(v1, ve,v3) est solution du probléme posé avec o = ~3 |

b. Posons wy = ez, wy = A\vi + pes, ws = Ave + pes et wy = A\vs + pes.
A M3 A M3

On a encore wy = ez, wy = Aej + pes, ws = _561 + 5 es + pes et wy = —581 - e + pes.

e Supposons (w1, ws, w3, wy) solution. Posons av = (wy / we ). D’apres la question 3 de la partie 2, o = -3
. 1 1

A1ns1a:—§ = (wy /wy)=(es/Ne1+ pes) = u; p=-3

1
On a aussi: 1 = ||wa||* = | Neq + pes||* = A2+ p? = A2 + 9
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1 8 24/2\2
Doncp:—fet)\zzf:<—\[) .
3 9 3
1 2v/2
e Réciproquement posons: u = ~3 et A = V2e avec € = 1 ou e = —1. Montrons que (wy, ws, w3, wy) est
solution.
3 A A3
Rappelons alors que:w; = es, wy = ey + pes, wy = —561 + Teg + pes, wy = —561 — \Tfeg + pes,
8 1
N=_etp’=_.
9 Ty
Il n’est pas tres difficile de voir que ces quatre vecteurs sont deux & deux distincts.
8 1
lwi|?=1et |wal? =X +p?= -+ - =1
9 9
M2 A3)2 A2 3\2
2 2 2 2 2
s ( 2>+(2)+“ gt i
A\ 2 A3\ 2 A2 3)2
2 2 2 2 2
=({—-3 - — =—+ — = =1
lal ( 2>+< 2)+” Tt e
1
(wi/w2)=p=—g, (w/wy)=p=—get(w/w)=p=-5
2 4 1 1 A2 1
2 2
(U}2/w3> 2+/L 9+9 36 (wg/w4) 2+,u 3
2 2
3\ A 9 1
(wsfuos) =" == twi=ry t=ry
1 2v/2 2v/2
Donc | (e3, Avy + pes, Ava + pes, Avs + pes) est solution si et seulement si p = -3 et A= T\[ ou — \3[




