EXERCICE 1

1) Montrons que E est un sous-espace vectoriel de C?(R,R).

e Par définition E est contenu dans C*(R, R).

e Posons Vz € R, fo(z) =0. fy est de toute évidence un élément de E donc E n’est pas vide.

e Soient ¢ et @y deux éléments de E et soit A un réel. A1 + @9 est de classe C? sur R. De plus:

Vo €R, (g1 +¢2)"(x) = A (2) + 95 (x) = A1+ 22) 1(2) + (1 + 2%) ga(w) = (1 +2%) (A1 + 02) ().
Ainsi A1 + @2 est un élément de E.

Ceci acheve de montrer que E est un sous-espace vectoriel de C?(R,R). Alors :

FE est un espace vectoriel sur R. ‘

2) Soient u et v deux éléments de E. u et v sont deux fois dérivables sur R donc w'v — uv’ est dérivable sur
R. Ainsi pour montrer que v'v — uv’ est constante sur R, il suffit de prouver que sa dérivée est nulle sur R

(puisque R est un intervalle...).
(Wv—v'u) =u"v+uv —v"u—v'd =u"v—v"u.
Vo € R, (v — v'u) (z) = w () v(z) — v (2) u(z) = (1 +22) u(z) v(z) — (1+ 22) v(z) u(z) = 0.

(u'v — v'u)’ est nulle sur R done

’ u'v — v'u est une fonction constante. ‘

2
x
3) a. x— 5 et © — e” sont de classe C? sur R donc par composition f est de classe C? sur R.

2 2 2

z

Ve eR, fl(z)=xze?. Vo eR, f'(z) =€ +2%7 = (1 —l—a:z)e% = (1+2%)f(x).

’ f est un élément de F. ‘

1
b. Observons que ? est (au moins) de classe C? sur R car f ne s’annule pas sur R et y est de classe C2.

1 * 1
Ainsi —; est (au moins) de classe C* sur R. Posons alors: Vz € R, {(z) = / —dt
f o (f(1)

{ est la primitive de sur R qui prend la valeur 0 en 0. Donc ¢ est de classe C?> (au moins) sur R. Ceci

1
1?

suffit tres largement pour dire que £ est de classe C? sur R.

Alors g = f{ est de classe C2 sur R comme produit de deux fonctions de classe C? sur R.



g/l — f//£+2f/€/+f€// — f/l€+2f1%+f <]3‘2> — f”g_'_QP +f <_2f];> — f”é.
Vo € R, ¢"(x) = f"(x) l(z) = (14 2?) f(x) £(x) car f est un élément de E.

Finalement Va € R, ¢"(x) = (1 + 2?) f(z) l(z) = (1 + 2?) g(z).

’ g est un élément de F. ‘

4) a. Soit h un élément de E. Comme f appartient également & E, h'f — f'h est constante sur R.

. s / ! hlf - flh’ lu’ /
Il existe donc un réel u tel que: h'f — f’h = p. Comme f ne s’annule pas sur R, ———— = — = pu /.

TR &

h\’ h
Ainsi <f> = (uf)" et on peut donc dire que 7 et p ¢ different d’une constante.

h
Alors il existe un réel \ tel que: ? =pul+ X. Ce qui donne encore h =Af+uflouh=Af+pug.

’ Si h est un élément de E, h est combinaison linéaire de f et g. ‘

b. D’apres ce qui précede, f et g sont deux éléments de E et tout élément de F est combinaison linéaire de

f et de g donc (f, g) est une famille génératrice de E. Montrons que cette famille est libre.
Soient A et u deux éléments de R tels que Af + pug = 0g.

En particulier Af(0) + pg(0) = 0. Comme f(0) =1et g(0) =0: A =0.

2

Alors Vz € R, pe™ / %dt:o. Donc Vz € R, u/ %dt:
o (f(®) o (f(®))

En dérivant on obtient : Vo € R, p = 0 donc nécessairement g = 0.

1
(f(x))?

Af 4 pg = 0 fournit donc A = g = 0. La famille (f, g) est libre. Finalement

’ (f,g) est une base de E.

EXERCICE 2

1) a. Soit n un élément de N*.

1 +In(n+1)=—In| ——]| + In 2 !
Wy, — Wpa] = Uy, — 1NN — Uy, n(n =—1In Vy, — Unt+1 = —In -
+ + n+1 1 n+1 n+1

La fonction In est concave donc sa courbe représentative est en dessous de toutes ses tangentes ; en particulier

de celle au point d’abscisse 1 qui a pour équation y = (In’1)(z — 1) +Inl ouy =z — 1.

Ainsi Ve € RT™™, Inax < x — 1.



n n 1
Ceci t d’écrire : 1 < —1=— .
eci permet d’écrire n(n+1> Y Y
Ce qui d 0< —In (2 L Finalement
e qui donne:0 < —In — = w, — Wp+1. Finalement :
d n-+1 n—+1 +

’VnEN*, Wy, — Wp41 = 0.

2

b. Le cours donne In(1 +z) =z — % + o(z?).

1
11 fournit également =1—x+ o(x) donc
1+z

1+x
Alors (1 +7) - —2 L e ole?) = Lt oa?)
ors In ) — =r— ——z+zx )= — T
1+z 2 2
1(1+) X Z'Q O( 2)
n xT) — = — xT
1+z 2
.1 1 1 1 1
¢ COmmenETMO’l“(l*n)H;w“’(rﬂ)'
1 1 1 1 1
OrvneN', In(1+~)—-—"5=In nt — =—1In i — = Wy, — Wpt1. Alors
n 1+ 2 n n+1 n+1 n+1
1
wn_wn+1:2 2+0 2
. 1
2) a. Ce qui précede montre que: w,, — Wy4+1 ~ 52
n

. - 1 . .
De plus:Vn € N*| w,, —w,4+1 = 0 et la série de terme général o2 est convergente. Les regles de comparaison
n

des séries a termes positifs montrent alors que:

’ la série de terme général w, — w,41 est convergente. ‘

n—1 n—1
b. Vn € [2,4+o0[, w, = (wy, —w1) +wy = Z (g1 — wg) +wy = — Z (wg, — w41) + wy.
k=1 k=1
n—1
La suite de terme général > (wp — wgy1) converge car la série de terme général w, — w,41 converge.
k=1
n—1
Par conséquent la suite de terme général — Z (wg, — wg41) + wy converge. Alors:
k=1
’ la suite (wy)n>1 converge. ‘
- 1 1
3) Vn € N7, Z k? > n?. Par conséquent : Vn € N*, 0 < u, = < —-
n

k=1 Xn: k?

k=1



. 1 . . -
La convergence de la série de terme général — et les reégles de comparaison des séries a termes positifs
n

montrent que:

’ la série de terme général w,, converge.

4) a. Vn € N, Z 12 n(n+1)2n+1)

k=1 6

1 6
P équent : Vn € N*, u, = = '
ar conséquent : Vn U, Zn: I n(n+1)2n+1)
k=1

Soient a, b et ¢ trois réels.

wnen, G4 by ¢ _an+1)(@2n+1)+bn2n+1)+cn(n+1)
n n+1 2n+1 n(n+1)(2n + 1)
a b c (2a+2b+c)n?+ (Ba+b+c)n+a
VnenN, & _ |
n e 7n+n—|—1+2n—|—1 n(n+1)(2n + 1)

b
Alors Vn € N*, u, = g—I— +
n n+1l 2n+1

2a4+2b+c=0 a=6 a=6 a=6
Deplus:{ 3a+b+c=0 ©{2b+c=-12b=—-12—(-18)=6 = (b=6

a=26 b+c=-18 c=—-18—-b=-24 c=—-24

si et seulement si 2a+2b+c¢c=0,3a+b+c=0et a=06.

Alors :

b. Soit n un élément de N*.
2n+1

1 n 1 n 1 1 n 1 n 1 1 n 1
n — JE— - — — —_ 1:777/ 1.
Yan+1 I;k ;2k+;2k+1 2Zk+ k1 2" +;2k+1+

Alors :

c. Soit n un élément de N*.

n n

" 6 6 24 "1 1 1
I;Uk_z<k+k+12k+1>_62k+6 m724;72k+1.

k=1 k=1 k=1

S 1 1 6
Zuk:6vn+6(vn+—1) — 24 (vznﬂ—vn—l) — 120, — —— — w1 + 120, + 24.
— n+1 2 n -+

Alors:

1
5) Vn € N*) v, —vopq1 = wy, +1lnn —wapt1 —In(2n+ 1) = w, — wapq1 — In (2+ >
n



6n
Al li n — Uom =y—~v—In2=—-In2. E t li
ors lefoo(v Vopt1) =7 —7 —In n n remarquant que —1>r£oo —y

1 = 6 on obtient :

n

lim up =24(—1In2)+24 -6 =18 — 24In2. Ce qui donne:

n—-+4oo

k=1
+oo
Z U, = 18 — 241n 2.
n=1
EXERCICE 3

1) @(e1) = ¢(1,0,0) = (0,—¢,b) = —cea + beg. @(e2) = ©(0,1,0) = (¢,0,—a) = ce; — aes. @(e3) =
©(0,0,1) = (=b,a,0) = —bey + aes.

0 c —b
M=]|—-c 0 a
b —a O
0 c —b a cb — be 0
2)a. | —¢ 0 «a b|=|—-cat+ac | =10 |;ainsi p(w) = Ogs.
b —a O c ba — ab 0

’ w appartient a Ker . ‘

b. Soient o et 3 deux réels tels que a¢(e1) + B p(e2) = Ogs.

a(—ceg + bes) + B (cey — aes) = Ogs et donc Sece; — acey + (ab — Ba) es = Ogs.
La famille (eq, eq, e3) étant libre ceci donne: fc = ac = ab — fa = 0.

Comme ¢ n’est pas nul on obtient a = § = 0.

Ainsi V(Ol,ﬂ) € RQ; O“p(el) + 580(62) =0rs > a= ﬂ = 0.

La famille (¢(e1), p(e2)) est libre.

c. (p(e1),p(e2)) est une famille libre de Im ¢ donc la dimension de Im ¢ est supérieure ou égale & 2.
Le théoréme du rang donne dim Ker ¢ = dimR3 —rgp = 3 — rg .
Ainsi dimKer ¢ < 3 — 2 = 1. De plus w est un élément non nul de Ker ¢ donc dim Ker ¢ > 1.

Finalement dim Ker ¢ = 1. Ker ¢ est donc une droite vectorielle. Mieux c’est la droite vectorielle engendrée

par w.

Ker p = Vect(w). ‘




x
3) a. Soit u un élément de R® de matrice U = | y | dans la base orthonormale B.
z
a
(o(u) /w) =1 (MU)W = (yc — zb,za — zc,zb—ya) [ b | = (yc — zb)a + (za — zc)b + (zb — ya)c.
c
(p(u) /w) = yea — zba + zab — xcb + xbe — yac = 0.
On peut également obtenir le résultat en remarquant que M = —M (M est antisymétrique).

En effet: (o(u) /w) = (MU)W =U'MW = —'UMW = —(u/p(w)) = —(u/0gs ) = 0.

’ Pour tout vecteur u de R3, (p(u) /w) =0. ‘

b. Ce qui précede montre que tout élément de Im ¢ est orthogonal a w.

Comme w engendre Ker ¢ : Im ¢ C (Ker ¢)*. De plus dimIm ¢ = dim R? — dim Ker ¢ = dim(Ker ¢)*. Alors

)t

Imp = (Kerp

4) a. Il s’agit de montrer que Ker ¢ et Im ¢ sont supplémentaires. Ceci est un résultat de cours dans la

mesure ol Im ¢ = (Ker ).

’ Pour tout vecteur u de R3, il existe un unique couple (uy, us) élément de Ker ¢ x Im ¢ tel que u = uy +us.

b. Soit u un élément de R3 et (uy,uz) I'unique élément de Ker ¢ x Im ¢ tel que u = uy + us.
uo appartient a Im ¢ donc us est orthogonal a Ker ¢ donc a w.

Ainsi (u/w)=(u1 +uz/w)=(u1/w)+ (uz/w)=(u1/w)+0=(u1 /w).

(u/w)=(u/w).]

c. Soit u un élément de R? et (u1,us) I'unique élément de Ker ¢ x Im ¢ tel que u = uy + us.
uy appartient a Ker ¢ = Vect(w). Alors il existe un réel A tel que u; = Aw.

(u/w)=(u/w)=Aw/w)=Aw/w)=Aw|*

Ainsi A\ = (u/c;;) et:u; = (u/u;)
[lwll [Jwll

(u/w)

]|

(u/w)

lw|?

w. Alors ug = u—u; =u —

_(u/w)

wet u =u—

0 c —b 0 c —b —c? —b? ba ca
5 a. M>=|[ - 0 a —c 0 a |= ab —c? — a? cb
b —a O b —a O ac be —b% —a?



0 ¢ -0 —c? —v? ba ca
M3=MM?*=| - 0 a ab —c? —a? cb
b —a O ac be —b% —a?
0 —c(®+a%+b%) b+ b +a?) 0 ¢ -b
M3 = | c(c?+b*+a?) 0 —a(P+b+a?) | =—(a®?+*+A) | —¢c 0 a
—b(c® +b2+a%)  a(b?®+c?+ad?) 0 b —a 0
| M3 = —|lw]® M. |
b. Il résulte de la question précédente que: @3 = —||w]|? .
Ainsi Vu € R?, (o) (p(u)) = ¢*(u) = —|lw]?* o(u).

Ce qui donne encore :

Yo € Im o, ((pogo)(’u) = —||w||? v.

c. Soit u un élément de R? et (ug,us) Punique élément de Ker ¢ x Im ¢ tel que u = ug + ua.

uy est dans Ker ¢ donc ¢?(u1) = Ogs. ug est dans Im ¢ donc p?(ug) = —||w||? ua.
Alors ¢*(u) = ¢*(u1 + us) = P*(u1) + ¢*(uz) = —[w]] ua.
Or ug = u — W w. Donc ¢?(u) = —||w]? <u - (ﬁu{“ﬁ) w) = —fwl? u+(u/w) w.
Vu e R?, (pog)(u) = —[lwl* u+ (u/w) w.
PROBLEME

1) a. X est la variable aléatoire égale au nombre de résultats non obtenus & Iissue des n épreuves.

Pour tout élément i de [1,7], X; est la variable aléatoire qui vaut 1 si le résultat numéro i n’est pas obtenu
a 'issue de ces n épreuves et qui vaut 0 sinon. Ainsi la somme X7 + X5 + - - - + X,. est égale au nombre de
variables aléatoires de la suite (X7, Xs,...,X,) ayant pris la valeur 1 & lissue des n épreuves; c’est a dire

au nombre de résultats non obtenus a l'issue des n épreuves. Finalement :

X=X +X+-+ X,

b. Soit i un élément de [1,7]. Pour tout élément k de [1,n] notons BF I'événement le résultat R; n’est pas

obtenu a la k™€ épreuve.
Les événements B}, BZ, ..., B sont indépendants.

Alors P(X; = 1) = P(B'NB2N---NBP) = P(BY) P(B2) - P(BY) = (1—a;)(1—a;) -+ (1— ;) = (1— ;)"



’ Pour tout élément i de [1,7], P(X; =1) = (1 —z;)" et P(X; =0)=1— (1 —z;)™. ‘

c. X = Z X;. La linéarité de I’espérance donne alors: F(X) = Z E(X;).
i=1 =1

Or, pour tout élément ¢ de [1,7], B(X;) = P(X; =1) = (1 — 2;)™. Alnsi

E(X)= Z (1 —z)™

2) a. Pour tout élément i de [1,7], notons S; I'événement la premiere épreuve donne le résultat R;.

(S1,52,...,5,) est un systeme complet d’événements donc :

1+ 2+ +x.=P(S1)+ P(S2)+---+ P(S;) =P(S1USyU---US,) =1. Alors:

]m1+x2+---+xT:1.\

E(X):Z(l—xi)”: l-z)"+1-2)". Orl—2. =21 +22+ -+ 2,—1 donc:

r—1 r—1 n
E(X)= Z (1—a)™+ <Z :vz> = f(z1,22,...,2,—1) ou f est la fonction définie par:

i=1 =1
r—1 r—1 n
V(1 ta, .o ste1) € (0,10)77F fltr,ta, .. tp1) = Z (1—t)" + (Z ti) :
i=1 i1

b. f est une fonction polynoémiale donc

’ f est de classe C? sur (]0, 1[)"1. ‘

r—1

r—1 n
3) a. V(tl,tg,...,trfﬁ S (]O,lDT_l, f(tl,tg,...,trfl) = (1—ti)n+ (Z ti> donc
i=1

1

.
Il

r—1 n—1
Vk € [[1,7" - 1]], V(tl,tg, e 7tr_1) € GO, 1[)7“71, ﬁ(tl,tg, e 7tr_1) = 771(1 - tk)nil +n <Z tl> .
atk i=1

b. Notons S I'ensemble des points de (]0, 1[)"~! ott les dérivées partielles d’ordre 1 de f s’annulent simul-

tanément.
Soit T' = (t1,t2,...,t,—1) un élément de (J0, 1))~ .

r—1 n—1
TeS<Vke[l,r—1], ng(T) =0 Vke[l,r—1], —n(l —t)" ' 4+n (Z ti> =0.
k i=1



r—1 n—1
TeSevVke[l,r—1], (1—t)" ! = (Z ti> .

i=1
L’application & — x™~1 étant injective sur [0, +oof il vient alors :

r—1
TeSevVke[lr—1], 1-t =Y t.
=1

r—1
TeSel-ti=)» tietl-ty=1—ty=-=1-t_.
=1
r—1
TeSs 11—t = (ZQ) ettt =to=---=1,_1.
=1
TGS@l—tlz(’l"—l)tl etti=to=---=1t,_1q.
1
TeSsti=—etty =ty =---=t,_1.
T
1
TGS@tlthZ"':trflzf'
r

11 1
Observons que (, ., ) est bien élément de (]0, 1[)"~L. Ainsi:
r’r r

11 1

R= (, — ., ) est le seul point de (]0, 1[)"~* en lequel les dérivées partielles d’ordre 1 de f s’annulent
rr r

simultanément.

4) Soit T = (t1,t2,...,t,—1) un élément de (]0,1[)"~*. Soient i et j deux éléments de [1,r — 1].

9 / r—1 n—1
ati(T) =-n(l-t)" ' +n (; tk> .

n—2

82 r—1
e Supposons que i n’est pas égal & 7 : ET 6ft : (T)=n(n-1) (Z tk.> .
i Ol

n—2
L 0% f — 1 r—1\""?
En particulier oy o (R)=n(n—1) <Z 7’) =n(n—1) ( . ) .

k=1

n—2
82 r—1
e Supposons que i est égal & j: W(T) =nn—-1)(1—-t)"2+nn-1) <Z tk) .
i Ot

n—2
] . agf 1 n—2 r—1 1 r—1 n—2
En particulier 5, 01, (R)=n(n—1) (1 - r) +n(n—1) (Z - =2n(n—1) ( " ) .

k=1

r—1\""? C

M_( ey (R)> V) € [Lr— 17 92 f - n(nl)( - ) sii#j
ot; Ot (6.5)elt,r—1]° 7 , " 0t Ot r—1\""? . ..
2n(n—1)< " > sle =
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Ou encore :
2 1 -1
n—2 . . .
-1
M:n(n—l)(r ) 1
r : . o1
1 ... 1 9

5) a. J est une matrice symétrique et réelle donc

’ J est diagonalisable. ‘

b. J = (s;;) avec s; ; = 1 pour tout (¢,j) appartenant & [1,7 — 1]%. Alors J2? = (ri,;) avec, pour tout (i,7)

appartenant a [1,7 — 1]°:

r—1 r—1
Fig = D sk X sk = D Ix =1 —1=(r—1) s;;.
k=1 k=1
=1 )]

J? —(r—1)J = 0pm,_,®) donc P = X? — (r —1)X est un polynéme annulateur de J dont les racines sont

Oetr—1.

Les valeurs propres de J étant nécessairement racines de P on peut affirmer que les seules valeurs propres

possibles de J sont 0 et r — 1.

Supposons que 0 ne soit pas valeur propre de J. Alors J est inversible. Comme J? = (r — 1).J, en multipliant
A droite par J~! on obtient J = (r — 1)I ce qui n’est pas trés raisonnable car r — 1 est supérieur ou égal &

2. Ainsi 0 est valeur propre de J.

Raisonnons de la méme maniere pour » — 1. Supposons que r — 1 n’est pas une valeur propre de J.
J — (r — 1)I est alors inversible. Comme J(J — (r — 1)I) = J? — (r — 1)J = Opq,_, (r), il vient en multipliant

a droite par (J — (r —1)I)7*:J = 0p,_, ). Ce qui est impossible.

Finalement 0 et r — 1 sont des valeurs propres de .J et ce sont les seules possibles.

’ Les valeurs propres de .J sont 0 et r — 1.

c. Toutes les colonnes de J sont identiques et non nulles, donc J est de rang 1. Ceci confirme que 0 est valeur
propre de J et montre en plus que le sous-espace propre de J associé a la valeur propre 0 est de dimension
r —2 (penser au théoréme du rang appliqué a un endomorphisme de matrice J...). Le sous-espace propre de
J associé a r — 1 est alors de dimension 1 puisque la somme des dimensions des sous-espaces propres de J

est r — 1.

Le sous-espace propre de J associé a la valeur propre r — 1 est de dimension 1.
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d. J est symétrique et réelle. J admet exactement deux valeurs propres 0 et r — 1. Les sous-espaces propres

associés a ces deux valeurs propres sont de dimensions respectives 7 — 2 et 1.

Ainsi il existe une base orthonormale B’ = (U1, Us,...,U,_1) de M, _11(R) constituée de vecteurs propres

de J respectivement associés aux valeurs propres 0, 0, ..., 0 et 7 — 1.
Vk € [[1,?" — QH,AUk =IU,+JU, =U et AU,._1 =1U,_1+JU,_1=U,_1 + (T‘ — 1)UT_1 =rU,_1.

Alors B' = (U1,Us,...,U,_1) est une base orthonormale de M,_1 1(R) constituée de vecteurs propres de A

respectivement associés aux valeurs propres 1, 1, ..., 1 et r.
Soit P la matrice de passage de la base canonique B de M,_1 1(R) & la base B'.

e P~1 =P car B et B’ sont deux bases orthonormales de M, _; 1(R).

1 0 - --- 0

0 1 :
o !PAP =P AP = | .. .. . | car B = (U,Us,...,U._1) est une base (orthonor-

; .10
0 -+ -+ 0 7r

male) de M,_1 1(R) constituée de vecteurs propres de A respectivement associés aux valeurs propres 1, 1,

., letr

Ainsi

A est diagonalisable et il existe une matrice P, de M,_1(R) d’inverse ‘P telle que A = PD'P ou D est la
matrice diagonale de M,._1(R) dont les (r — 2) premiers éléments diagonaux sont égaux & 1 et le dernier

égal a r.

6) a. Soit H un élément non nul de M,._; 1(R). Pour montrer que " HM H est strictement positif il suffit de

prouver que ‘ HAH est strictement positif car M = n(n—1) (%1)”_2 Aetn(n—1) (TT;,l)n_Q est strictement

positif.
ny
Ry
Posons H' =*PH = P~'H = )
h/r—l
m
h2 r—2
'HAH ='HPD'PH = '('PH)D'PH =*H'DH' = (W 1,Wo,..., I r_1) : =N Wi+rhioy
;}72 k=1
rh,._;

r—1
THAH = 35 Wi+ (r= D)W = |2+ (r = 1) B7_,.
k=1

Si H = Opm, . (r) alors P'H=tPH = Op, 1 (r) et donc H =0pq, _, (r) car P~ est inversible.
2
r—1

Ainsi H' n’est pas nul. Alors |H'||? > 0et (r— 1)1/
tHMH > 0.

> 0 donc *HAH > 0. Ceci achéve de montrer que
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Si H est un élément non nul de M, _; ;(R) alors: ‘HMH > 0.

Remarque

11 convient sans doute de remarquer que la démonstration de ce résultat ne nécessitait pas une diagonalisation.
hy
ha
En effet soit H = . un élément non nul de M,_11(R).
hr—l

‘HAH ='HIH +'HJH = tHH+Z Z hi sij hj _||HH2+Z Z hi h; _||H||2+Z h; Z hj.
i=1 j=1

r—1
‘HAH = |H||* + (E hi) . Ainsi 'tHAH > 0 car |H||*> > 0. Donc *tHMH > 0.
i=1

b. Une utilisation simple du produit matriciel donne :

hy
hg r—1r—1
VH = | . T_ L 'HMH = hihj .
: ] < Mr—11(R) Z 8t at
hrfl

2
= (8? 8ft (R)) et VH € M,_11(R), H # Op,_, ,(r) = "HMH > 0. Le cours indique alors que:
1 Ut

’ f présente un minimum local au point R.

R)z ()+<Z >(>

3

r—1
La valeur de F(X) correspondant a ce minimum est r ( )
r

Remarque

Un léger doute nous envahit. Le (vrai) probléme a-t-il vraiment été traité ?

r

Quel probleme ? Sans doute trouver le minimum de E(X) = Z (1 — ;)" sous les contraintes 1 > 0,

k=1
z0>0, ..,z >0etx1+2204+ - +2,=1.
Ce qui précéde nous a permis de montrer que si ce minimum existe et qu’il est atteint en (uy,us,...,u,)
r—1 _ _ _ _ 1 _ 1
alors il Vautr( ) et up =up =+ =ur_1 = ; et donc u, = =

Est-ce de la suffisance de ne pas se suffire du nécessaire 7 Pas nécessairement ! Alors achevons de résoudre

le probléeme.
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1
Posons Vk € [1,7], up = —- (u1,usg,...,u,) est un élément de (]0, 1[)" vérifiant : u; +ug + -+ +u, = 1 et
r
" n r—1\"
Z(I*Uk) T( . ) .
k=1
Soit (1,2, ...,x,) un élément de (]0,1[)" vérifiant : x1 + xo + -+ -+, = 1.

T n
r—1
Montrons alors que : E 1—ap)" =7 .
! k=1 ( 0> T

©:t — t" est convexe sur |0, 1] car " est positive sur |0, 1].
Ainsi si (Y1, Y2, - - -, Yr) est une famille d’éléments de |0, 1] et si (aq, aa, . . ., o) est une famille de réels positifs

dont la somme est 1 on a:

3

r n
(Z Qg yk) < a (yk)"
k=1

k=1

1
En appliquant ce résultat avec y,, = 1 — x, et ay, = — (pour tout k dans [1,7]) il vient :
r

k=1 k=1

Or (ii(l—x@)n: C(r—1))n: <r;1>n car Ty + w2 + -+ 1, = 1.

k=1

r

r—1\" _1 - r—1\"
Alors | —— < - 1-— . ] 1-— "> .
OI‘b( " > Z( xg)". Ce qui donneZ( ) r( >

r r
k=1 k=1

1
On peut maintenant dire que E(X) est minimum si et seulement si x1 = x9 = -+ =z, = —-
r




