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EXERCICE 1

1) Supposons que la suite (X,,) converge en moyenne vers X. Soit n un élément de N*.

La variable aléatoire | X,, — X| est & valeurs positives et possede une espérance. L’inégalité de Markov donne alors:

E(|Xn — X|)

Ve e R™™, 0< P(|X,, — X|>¢) <
9

Comme lirf E(|X, — X|) =0, par encadrement on obtient : Ve € R**, liIJIrl P(|X, —X|>¢e)=0.

Alors la suite (X,,) converge en probabilité vers X.

’ Si la suite (X,,) converge en moyenne vers X, alors elle converge en probabilité vers X. ‘

2) a) Soit n un élément de N*. Y, prend une valeur non nulle si et seulement si les variables aléatoires Z1, Zs, ..., Z,

prennent une valeur non nulle.

Alors {Y,, # 0} = (| {Zx # 0} donc P(Y, #0) = P (ﬂ {2, # 0}>.
k=1 k=1
Par indépendance il vient : P(Y,, # 0) = H (Zr #£0) H (1-P(Z, =0)).
k=1 k=1
n
Or Zy, Zs, ..., Zy, suivent la loi de Poisson de parametre A donc: P(Y,, #0) = H(l —e M =(1-eM"
k=1

—)\)n.

’ Pour tout entier naturel n non nul, P(Y,, #0)=(1—e¢

b) Sin est un élément de N* et si £ est un réel strictement positif, la réalisation de 'événement {Y;, > €} entraine la
réalisation de 'événement {Y,, # 0}!

’ Pour tout réel strictement positif € et pour tout entier naturel n non nul, {Y¥,, > ¢} C {¥,, # 0}. ‘

c) Soit n un élément de N* et soit € un réel strictement positif.

{Y,, > e} C {Y, # 0} donc par croissance de P: P(Y,, > ¢) < P(Y,, #0).

De plus Y,, prend des valeurs positives ou nulles car 71, Zs, ..., Z, prennent des valeurs positives ou nulles.
Ainsi: 0 < P(|Y,, = 0] >¢) = P([Yu| >e) = P(Y,, > e) < P(Y,, #0) = (1 —e )™

A est (strictement) positif donc |1 —e | =1 —e * < 1. Alors lim (1 —e )" =0.

n—-+4oo

Par encadrement on obtient alors: lim P(]Y,, — 0| > &) = 0 et ceci pour tout réel ¢ strictement positif.

n—-+o0o

’ La suite (Y;,) converge en probabilité vers la variable certaine égale a 0.

3) Ici une petite modification du texte s’impose! Dans l’ensemble de la question nous supposerons que la suite (Yy,)

converge en moyenne vers une variable aléatoire Y afin que le' Y de ¢) ne se sente pas trop seul...
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a) Nous avons supposé que la suite (Y;,) converge en moyenne vers une variable aléatoire Y. Alors, d’aprés la premiere
question, la suite (Y},) converge en probabilité vers Y . Or d’apres la seconde question la suite (Y;,) converge en
probabilité vers la variable aléatoire certaine égale a 0.

Le résultat admis au début de 'exercice permet de dire que P(Y =0) = 1.

Si la suite (Y;,) converge en moyenne vers une variable aléatoire Y alors P(Y = 0) = 1. ‘

b) Soit n un élément de N*. Zy, Zs, ..., Z, possédent une espérance qui vaut A et ces variables sont indépendantes.
Alors Zy X Zy x -+ - X Z,, possede une espérance qui vaut E(Z;) x E(Z3) x -+ x E(Z,) donc \™.

Donc E(Y,,) existe et vaut A™.

Pour tout élément non nul de N*| E(Y,,) existe et vaut A"™. ‘

c) Y est presque siirement égale & 0 donc Y possede une espérance qui vaut 0.

Rappelons que Y,, possede une espérance qui vaut A".

Comme la suite (Y},) converge en moyenne vers Y, E(|Y,, — Y|) existe pour tout n dans N*.
Remarquons que:Vn e N*, |Y,, - Y| > Y, - Y.

La croissance et la linéraité de 'espérance donnent alors: Vn € N*, E(|Y,, = Y|) > E(Y,, —Y) = E(Y,) — E(Y).

Vn e N*, E(|Y, —Y]|) > E(Y,) — E(Y).

VneN*, E(|Y, =Y|) 2 EY,) —E(Y)=A"—0=A"et lim A" =+oco car A > 1. Ainsi:

n—-+4oo

Si la suite (Y;,) converge en moyenne vers une variable aléatoire Y alors 11111 E (|Yn - Y|) = +4oo!!
n—-+oo

V Remarque En fait la minoration E(|Y, —Y|) > E(Y,) — E(Y) ne sert a rien car on a presque sirement (!)
directement E(|Y, —Y|) = E(Y,) = A". V

4) Si la suite (Y,) converge en moyenne vers une variable aléatoire Y alors lirf E(|Y, = Y]) = +oo. Ceci est
n—-—+0oo

légerement contradictoire. Donc la suite (Y;,) ne converge pas en moyenne vers Y.

’ La suite (Y;,) ne converge pas en moyenne. ‘

Donc la suite (Y;,) converge en probabilité sans converger en moyenne.

’ La convergence en moyenne entraine la convergence en probabilité mais la réciproque est fausse.

EXERCICE 2

1) a) Soit n un élément de N*.

1 , oAt . oo dt
t — ————— est continue sur [0, +00]. ——— - est alors de méme nature que T
(1+12) o (1+1t%) 1 (1+t)
1 1 1 1

¢ 14to t—too £ donc (14 to)m t—too tan




1 .
ot — o est positive sur [1, 400/

+oo
° / o converge car an > 1 puisquen > 1 et a > 1.
1

e at
Les régles de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives montrent alors que / m
) ,

oo adt
converge. Ainsi / ———— converge et u, est défini.
0 (1 + ta)n
1 oo dt
Vit € [0, +o0l, 7>0doncun:/ —F— > 0.
T+ o AHE)

’ Pour tout élément n de N*, u,, est bien défini et u,, > 0. ‘

b) Soit n un élément de N*.

Vt € [0,+00], 1+t*>1etn+1=n. Donc Vt € [0, +o0, (14 t*)" Tt > (1 +ta)” > 0.

o 1 1 . o e e dt
Ainsi V¢t € [0, 4+00], (L4 toyh < T ta)n- Ceci donne en intégrant : /0 A5 oyt < /o iz ta)n.

Alors uy, 11 < uy et ceci pour tout n dans N*.

’ La suite (up)n>1 est décroissante. ‘

La suite (un)n>1 est décroissante et minorée par 0 donc elle est convergente.

’ La suite (uy)n>1 converge. ‘

2) a) Soit n un élément de N*. Soit A un réel strictement positif.
1

Posons: Vt € [0, +oo|, f(t) =tet g(t) = m
ta—l

f et g sont de classe C* sur [0, +oo[. De plus Vt € [0,+oo], f/(t) =1et ¢'(t) = —nam

- En intégrant par

parties il vient :
A A A A a—1
dt 1 1 t
—_— = I1X ———dt= [t x ——| -— t|— —— | dt.
/o T+ o) / 1+t [ (1+ta>nh / ( ”a<1+ta>n+1>
A A A
dt A te A (14t —1
= dt = — = dt
I e e A e (kS DRl B =
/A a A +W/A dt na/A dt 0
o (Tt)r — (T+Ao) o T+t o (Lot U

A A 1
(1+Ao¢)n A—too Aam - Aan—1

Notons que:

1 A
Comme an — 1 est strictement supérieur & 0 (n € N* et a > 1), hm =0donc lim ———~— =0.
o Aan—1 A—too (14 AX)n
oAt oo dt
Comme / ——— et / ————— convergent, en faisant tendre A vers +o00 dans (1) on obtient :
o (IFt)r Jy o (A4t

et et Hoe dt Alnsi ( )
—— =na ——— —na ————— Ainsi u,, =nau, —nau,41 =na(u, —u .

o (L4to)n o (L4to)n o (Lteyntt " " n noe

’ Vn € N*) u, =na(uy, — Upt)- ‘




b) Soit n un élément de [2, +oo].

1
Vk e [1,n—1], ur = ka (ur — ugy1) done Vk € [1,n — 1], ugy1 = (1 - ka> U

1
On a encore Vk € [1,n — 1], Ukt1 <1 k) car Vk € [1,n — 1], ug > 0.
Uk «

n—1 n—1 — —
Uk+1 1 1
Alors [T =T (1~ — donne || - = || -~
ors 11 . 11 < A a) ce qul onne 11 ( a) ou encore Uy, U1 11 ( >

n—1
1
Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on a u, = u H (1 — )
fie ko

3) Rappelons que la suite des sommes partielles d’une série a termes positifs divergente tend vers +oc0.

n—1

1 1
Vn € [2,+oo[, Inu, =Inu; + ; In (1 - ka> carup >0et Vk € [I,n—1], 1 — o 0.
(1 1 1
e —In{1-—— ~
ka) k—+oo ka
. 1
eVkeN" —In(1l—— ] >0.
ka
- f 1 .
e La série de terme général o est divergente.
e
Les regles de comparaison sur les séries a termes positifs montrent que la série de terme général — In <1 - k> est
@
divergente. Cette série étant a termes positifs la suite de ses sommes partielles tend vers +oo.
n—1 1 n—1 1
Ainsi nBTDO Z <— In (1 — ka)) = 400 donc nli)r}rloo Z In (1 — Im) = -0
k=1 k=1
Alors lim Ilnw, = lim <1nu1 + Z In (1 — )) = —o00. Donc lim wu, = lim ™% =0.
n—-+oo n—-+4oo n—-+4oo n—-+oo
lim wu, =0.
n—-—+00
4) a) Soit n un élément de N*.
n n n
Sh —Zuk—z ka(uk—uk+1))zz kauk Z kOéU/]gJ,_l
k=1 k=1 k=1
Un petit changement d’indice sur la seconde somme donne :
n+1 n n+1
n—Zuk—Z kauk)—Z((kz—l auk Z /{:ozuk Z((k—l)auk).
k=1 k=2 k=1 k=1
S, = Z Uy = Z (kauk — ((k — 1)auk)) —NAQUpt] = @ Z U —NQAUR4] = @Sy — N QA Upy]-
= k=1 k=1
- na
Alors (e — 1) S;, = natuy41. Comme « est différent de 1:.5, = p— Upy1-
o —

no
Vn € N*, Sn = Eun_,_l.




. no no L 1 no 1 1
by it dans (2420l 0= 2w = 2 T (1= 50 ) = 2 (1-2) T (1= 2)
nao a—1 1
= 1_7 - =
Sn a_1U1 a kl:[Q( ) 'flUlH( o )

Alors In(S,) = Inn + Inug +Z In (1 — k1> =Inu —|—Z In (1 - k1> +Inn.
o o

k=2 k=2

Observons alors H L Ainsi In i In L = — i In k;l = — i [ 1

que n = silnn = 1) = A = r )

k=2 k=2 k=2
Ainsi In(S,,) = In(uy) Jrzn:ln 1—— an:ln 17l :ln(u1)+zn: In 1—i —1In 17l .
k ka k
k=2 k=2
Vn € [2, 400 ln(S)*ln(u)Jri In 17i —In 17l
) 9 n) — 1 P I{/’O[ k .

c)lli—i—l—oltlll—l—kol
U T ) T Tha  etee \B) U T E) T TR e \B )
1 1 1 1 1 a—11 1 a—1 |
Doncln(l—]m)—ln<1—k>— m % k‘~>+oo<k>_ 5 k—l—ka(iroo(k).Comme 5 n’est pas nul:
1 l a—11
k) k-4 « k

1 1 a—11
) '1“(11m>1“(1k)k:;w o
>

-1

1
evkeN, T 2>
a k
(- oca—11 :
e la série de terme général T est divergente.
Les regles de comparaison sur les séries a termes positifs montrent alors que la série de terme général In | 1 — o)
Q
1
In <1 - k> diverge.
1 1 1 1
oz>1dochk6[[2—|—oo[[ < — Alors Vk € [2,+0], 1 = —>1——->0.
Sk ka k
Ainsi Wk € [2, 400, n (1= —— ) > (1— L. Finalement ¥k € [2, 400, n (1— —— )~ (1-2) >0
insi oof, n{l—-— ) >In{1— - |. Finalemen ,4oof, n{l—-— ] —-In{1—=)>0.
’ ’ ko k ka k
L . 1 1y .. . . .
La série de terme général In (1 — k:) —In (1 — k) diverge et est a termes positifs donc la suite de ses sommes
Q

partielles tend vers 4o0.

- 1 1
Al lim In(S,) = Ii 1 In{l—— ) —-In{1-— = .
ors lim n(Sy) n_l)r_sr_loo(n(ul)—i—kZ2 {n( koz) n( k)}) +o0

Ceci donne encore lim S, = lim ™% = +o00. Plus de doute :
n—-+o0o n——+oo

’ la série de terme général u,, diverge. ‘

oo dt A dt A ™
5) Icia=2. u; = / = lim / = lim [arctan t} = lim arctanA = —-
0 1482 A—toofy 14+t A—too 0 A—+o0 2



1 1
De plus Vn € N*, w41 = (1 - 2) Up ou Vn € [2,4o00[, un = (1 — 2)> Up—1-
n

Function u(n:integer):real;
Begin
If (n=1) then u:=pi/2
else u:=(1-0.5/(n-1))*u(n-1);

TR W N

end;

EXERCICE 3

2n+1
1) e Soit P = Z ap X" un élément de E.
k=0

2n-+1 2n-+1
o 2n+1 l o 2n+1 2n+1—k
f(P)=Xx2"t1p % —Zak X ZakX .

k=0
2n-+1
Un petit changement d’indice donne alors: f(P) = Z Aont1—r X, Ainsi f(P) est un élément de E.
k=0

’ f est une application de £ dans F ‘

2n+1 2n+1 2n+1
Soit P = Z ap, X* un élément de E. f(P Z ap X2k — Z A2n+1— e XF
k=0

. . - 1
Dans la suite nous nous appuierons sur cela pour nous éviter de parler de P (X

2n+1 241 2n+1
e Soient P = Z ar X* et Q = Z b X" deux éléments de E. Soit A\ un réel. AP+ Q = Z (Aag +bk)Xk
k=0 k=0 k=0
2n+1 2n+1 2n+1
Ainsi: fAP+Q) = > (Nagni1-k +bans1- k) X =2 Y agni1 6 XF+ D bonsrx XF = X f(P) + £(Q).
k=0 k=0 k=0

f est donc linéaire. f est alors une application linéaire de E dans E. Par conséquent :

’ f est un endomorphisme de E. ‘

2n+1 2n+1

2) a) Soit P = Z ar X* un élément de E. f(P Z Aoni1—k X*.
k=0
2n+1 2n+1

Donc f(f Z A2n41—(2n+1—Fk) Xk = Z ap X* =

VP € E, (fof)(P)= f(f(P)) = P. Ansi:

b) X? —1 est un polynéme annulateur de f dont les zéros sont —1 et 1. Le spectre de f est donc contenu dans {—1,1}.



1 et —1 sont les seules valeurs propres posssibles de f. ‘

3) a) Nous ne commencerons pas & supposer que P est dans Ker(f — Id). Nous donnerons directement, et pour le
méme priz une condition nécessaire et suffisante pour que P soit dans Ker(f — Id).

2n-+1 2n+1
Soit P = Z ar X* un élément de E. f(pP)= Z A2n+1—k XF.
k=0 k=0
2n+1 2n+1
PeKer(f—Id) <= P=f(P) <= > axX"= )" a1 1 X" <= Vk € [0,2n+1], ar = azns1-+.
k=0 k=0

Observons alors que: (n+1,2n—|—1—(n+1)) =(2n+1-n,n), (n—|—2,2n—|—1—(n—|—2)) =(2n+1-—(n-1),n—-1),
wn (2n+1,2n+1—(2n+1)) = (2n+1-0,0).

Ce qui permet de dire que les n + 1 dernieres équations du systeme précédent se déduisent des n+1 premieres.

ap = A2n+1
ap = az2n
............ ag = a2n+1
Ap—1 = Qp42 a1 = a2n
Tllustrons !! ap = Qn+1 = . C’est mieux comme cela Elisa ?
Ap+1 = Qp a1 = A2n
Ap+2 = Qp—1 Ap = Ap+1
a2n41 = Qo

Ainsi P € Ker(f — Id) <= Vk € [0,2n + 1], ar = asnt1-k <= Vk € [0,n], ar = aznt1—k-

2n—+1
Un élément P = Z ar X" de E est un élément de Ker(f — Id) si et seulement si Vk € [0,n], ar = G2n11—k-
k=0
2n+1
b) Soit P = Z ar, X* un élément de Ker(f — Id). Alors Vk € [0,n], ax = agny1—_ et méme Vk € [0,2n + 1], ap =
k=0
a2n41—k-
n 2n+1 n n n
Donc P = Z ap X* + Z Aong1—p X* = Z ap XF + Z ap X2tk — Z ar (XF 4 x2nt1-ky
k=0 k=n+1 k=0 k=0 k=0

Alors P appartient & Vect(1+ X271 X + X2n . X" 4 X"+,

Ceci permet de dire que Ker(f — Id) C Vect(1 + X2+ X + X2 ... X" 4 X"t

De plus Yk € [0,7], f(XF 4+ X2nH1-k) = X2tk 4 x2ntl-@ntl-k) — xk | x2n+1-k

Donc Vk € [0,n], X* + X2n*T1=F ¢ Ker(f — Id). Ainsi Vect(1 + X2 1 X + X2 .. X" + X" C Ker(f — Id).

Finalement Ker(f — Id) = Vect(1 + X" T1 X + X2 .. X" 4+ X"t et alors (14 X2 X + X2 .. X" 4 Xt
est une famille génératrice de Ker(f — Id).

Vk € [0,n], deg(X* + X?+1-F) = 2n 4+ 1 — k, donc les éléments de la famille (1 + X271 X + X27 . X" 4 Xntl)
sont des polynomes non nuls de degrés deux a deux distincts.

Ainsi (1 + X2t X + X2 ..., X" + X™1) est une famille libre de Ker(f — Id). Finalement :

’ (1+ X2 X + X2 X" + X" est une base de Ker(f — Id). ‘




2n+1
4) Soit P = Z ar, X* un élément de Ker(f + Id).
k=0
2n+1 2n+1
f(P)=—P donc Z Aoni1—k XF = — Z arp X*. Alors:Vk € [0,2n + 1], ar = —agni1—¢-
k=0 k=0
n 2n+1 n n n
DoncP:Z ap X* — Z Aoni1—k X* = ay Xk—z ap X1k :Z ay (Xk—XQ"H_k).
k=0 k=n+1 k=0 k=0 =0

Alors P appartient a Vect(1 — X271 X — x27 Xn — X7t

Ceci permet de dire que Ker(f + Id) C Vect(1 — X?"t1 X — X7 . X" — X"+,

De plus V& € [0,n], f(X* — X2nH1-k) = x2ntl-k _ x2nt1-(2n+lk) — y2ntl-k _ xk — _(xk _ x2nt1-k),
Donc Vk € [0,n], X* — X1k ¢ Ker(f + Id). Ainsi Vect(1 — X2+, X — X0 X" — X"*) € Ker(f + Id).

Finalement Ker(f + Id) = Vect(1 — X2"+1, X — X2, ... X" — X"*1) et (1 — X27*+1 X — X2 . X" — X"+1) est
une famille génératrice de Ker(f + Id).

Vk € [0,n], deg(X* — X2+1=F) = 2n 4+ 1 — k, donc les éléments de la famille (1 — X2+ X — X2 . X" — xntl)
sont des polynomes non nuls de degrés deux a deux distincts.

Ainsi (1 — X2t X — X2 .. X" — X"F1) est une famille libre de Ker(f — Id). Finalement :

’ (1— X2t X — X2 X" — X" est une base de Ker(f — Id). ‘

2n+1 2n+1 2n-+1

5) a) Dans cette section P = Z ay X%, Q= Z by X*, R = Z ¢ X¥ sont trois éléments de E et \ est un réel.
k=0 k=0 k=0
2n+1 2n+1 2n—+1 2n+1
e pAP+QR) =D (Aar+b)cr) =Y. Narce+brer) =X Y awer+ . brex = Ap(PR) +9(Q, R).
k=0 k=0 k=0 k=0

e(AP+Q,R) = Ao(P,R)+¢(Q,R) (i)

2n+1 2n+1

P(@Q,P)=> brar= Y arbe=¢(P,Q). p(Q,P)=¢(P,Q) (ii).
k=0 k=0
2n+1 2n+1

p(P,P)= > arar= Y ap >0 (ii).
k=0 k=0

e Supposons que ¢(P, P) = 0.

2n+1
Alors E a; = 0. Ce qui donne a2 =a? =---=ad,,, =0 car a3, a}, ..., a4, sont des réels positifs ou nuls.
k=0
Donc ag = a1 = --- = aspy1 = 0. Ainsi P est nul.
+

Si (P, P) =0 alors P est nul (iv).

(i), (ii), (iil) et (iv) montrent que:

’  est un produit scalaire défini sur E. ‘

2n+1 2n-+1 2n-+1 2n+1

b) P= " arX"et Q=Y b X" sont deux éléments de E. f(P)= Y azns1-x X" et f(Q) = Y bons1-x X".
k=0 k=0 k=0 k=0



2n+1 2n—+1
Ainsi ¢ (f(P),Q) = Z Q2n41—k by = Z aibany1-i = ¢ (P, f(Q)). ¢ (f(P),Q) = (P, f(Q)).
k=0 i=0

’ f est un endomorphisme symétrique de F. ‘

¢) f est un endomorphisme symétrique de E donc f est diagonalisable.

Nous avons vu plus haut que les deux valeurs propres possibles de f sont 1 et —1. Nous avons également vu que :
Ker(f —Id) = Vect(1+ X2 X4 X270 . X"+ X" et Ker(f+Id) = Vect(1— X2+ X — X2n X" X",
Ainsi Ker(f — Id) et Ker(f + Id) ne sont pas réduit au vecteur nul; 1 et —1 sont des valeurs propres de f.

Finalement 1 et —1 sont les valeurs propres de f. Comme f est diagonalisable, Ker(f — Id) et Ker(f + Id) sont
supplémentaires.

De plus f est symétrique donc ses sous-espaces propres sont orthogonaux. Alors Ker(f — Id) et Ker(f + Id) sont
orthogonaux. Finalement :

’ Ker(f + Id) et Ker(f — Id) sont supplémentaires orthogonaux dans F. ‘

V Remarque Ceci indique que Ker(f + Id) est l'orthogonal de Ker(f — Id).

Or f est un endomorphisme involutif de E donc f est la symétrie vectorielle par rapport a Ker(f —1Id) dans la direction
Ker(f + Id).

Finalement f est la symétrie vectorielle orthogonale par rapport o Ker(f — Id). V

PROBLEME

Partie 1 : Préliminaire

Dans toute cette partie x est un élément de [0, 1].

n
11—t
1) a) Soit n un élément de N* et soit ¢ un élément de [0, z]. ¢ est différent de 1 donc E 1 = T
p=1 N
" 11—t
Si n appartient & N* et si ¢ appartient & x : = .
pp pp pEZl Ty

b) Soit n un élément de N*. V¢t € [0, z], Z tr =

p=1

1_t7l
1—t

x N T
1 _ t'll
En intégrant on obtient : / E Pl dt = / ¢ dt. Ce qui donne par linéarité de l'intégrale :
0 = 0 -
p=1

n n x

. T gt T ogn tr O

j : / 7fpfl dt = / _/ dt. Alors |::| = |:_ In ‘1 - t‘]o _/ dt.
p=1 Y0 o 1—t o 1t Plo o 1

p=1

- aP Togn Togn
A1n811;p——ln|1—x—/0 1_tdt:—ln(1—x)—/0 1_tdt.
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n

P T tn
Vn € N*, x—:—ln(l—x)—/ dt.

p=1

1 1 t" t"
c) Soit n un élément de N*. V¢ € [0,z], 0 < T3 < et t" > 0 donc V¢ € [0,z], 0 < T2

1—2x 1—z

x étant un élément de [0, 1[, il vient en intégrant :

Togn T ogn 1 - 1 i 1 gntt 1
0< dt < dt = t"dt = = < .
o 1—1t 0o 1—x 1—2 Jy l—z |n+1], l1-xzn+1  (1-2)(n+1)

Or lim ————— = 0. Par encadrement on obtient alors :
n—-+o00 (1 — x)(n + 1)

x n
lim dt =0.
n—+oo Jq —

n » x n
d) Alors ngrfm; % = lim (—ln(l — ) —/0 1t_ ; dt) = —1In(1 — ). Ainsi:

n—-+oo
+
7. 7 ’ Ip X x
la série de terme général — converge et E — = —In(1—2).
p
p=1

Exercice Montrer que le résultat vaut encore pour x € [—1,0].

1 (n+1)—n 1 ntl pntl o gl

1
2) a) Vn e N*, — — = = - Donc Vn € N*¥, = - .
) a) vn n n+l n(n+1) n(n+1) nevn n(n+1) n n+1
n+1 n n+1
AlorSVneN*,xi:xx——x .
nin+1) n n+1l
" xn—i—l :L‘"+1
Les séries de termes généraux — et étant convergentes, la série de terme général converge comme
n n+ nn+1)
combinaison linéaire de deux séries convergentes.
$n+1
La série de terme général ——— est convergente.
nin+1)
+oo n+1 too too n+1
x T x
b — =z —— car les trois séries convergent.
)Zn(n+1) Z n (n+1) vere
n=1 n=1 n=1
too n+1 too n+1 too p
T x T
Donc —— =z(—In(l—-2)) — ——=—zIn(l—z) - —-
2 e 2 ) X
+o0 n+1 too 5
x x
——=—zIn(l—z) — —+z=—zh(l—2z)—(—-In(l—2))+x=2+ (1 —2) In(1 — ).
T T (- -3 7 (1—2) = (~In(1 — ) (1-2) In(1— )
n=1 p=1
+oo xn-&-l
— =2+ (1 —2) In(1 — ).
P + (1 —2) In(l —x)
n=1
Partie 2

1) Rappelons que Vz € R, 0 < F(z) < 1.
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Supposons qu’il existe un réel zq tel que F(zg) = 1. F étant croissante sur R:Va € [zg, +oo, F(z) = 1!!
f est continue sur |0, +o00[. Donc F' est dérivable sur ]0, +oo[ et Va €]0,+o00[, F'(z) = f(z).

Or f est strictement positive sur [0, +o00[ donc sur |0, 4+oo[. Par conséquent F' est strictement croissante sur |0, +oo|
(et méme sur [0, +o0] car F' est continue sur R).

F étant strictement croissante sur |0, +00[ et constante sur [zq, +00o[, une légeére contradiction apparait...

Ainsi il n’existe pas de réel xg tel que F'(xo) = 1. Donc Vo € R, F(z) < 1. Alors:

Yz €R, 1-F(z) > 0. |

+oo
2) Il convient de montrer que g est positive sur R, continue sur R privé d’un ensemble fini de points et que / g(t)dt
—0o0
existe et vaut 1. Une remarque préliminaire s’impose.
xr
f étant nulle sur | — 00, 0[: Vo €] — 00,0], F(z) = f(t)dt = 0.

— 00

Alors Vo €] — 00,0[, —f(z) In(1 — F(z)) = —f(z) In(1) = 0 = g(x). Plus de doute:

Vo e , g(z) = —f(z) In(1 — F(x)).

e Soit x un réel.
0<1—F(z) <1ldoncln(l— F(x)) <0. f(z) =0 donc —f(z) <0. Alors g(z) = —f(x) In(1 — F(x)) > 0.
Finalement Vz € R, g(z) > 0.

e x — 1 — F(x) est continue et strictement positive sur R et In est continue sur R**. Alors x — In(1 — F(z)) est

continue sur R.

f est continue sur [0, 400 et sur | — 00, 0[ donc f est au moins continue sur R*. Il en est alors de méme pour —f.
Donc, par produit, g:x — —f(z) In(1 — F(z)) est continue sur R*.

g est continue sur R privé d’un ensemble fini de points.

V Remarque Ce qui précéde montre que g est continue en tout point de R*.

g est aussi continue & droite en 0 car —f et ©+ — In(1 — F(z)) sont continues sur [0, +00].
0
Notons que F(0) = / f(t)dt =0. Alors g(0) = —f(0) In(1 — 0) = 0. Rappelons que g est nulle sur | — oo, 0].

Alors: lim g(z) = 0= g(0) donc g est continue & gauche en 0.

x—0~
Finalement g est continue sur R. V

0
e g est nulle sur | — 0o, 0[ donc / g(t) dt existe et vaut 0.
+o0 Foo
Montrons alors que / g(t) dt existe et vaut 1. Cela revient & montrer que / (= f(t)) In(1 — F(t)) dt existe et
0

0
vaut 1. Utilisons pour cela une intégration par parties.

xT

Soit H la restriction de F' & [0,4o00[. Yz € [0,400[, H(z) = / f(t)dt et f est continue sur [0, +oo[ donc H est de
0

classe C! sur [0, +oo[ et Vx € [0, +oc[, H'(z) = f(z).

V Remarque L’utilisation de H s’impose (7!) car F n’est pas nécessairement dérivable en 0 ; F'(x) = f(x) est donc

un peu osé pour x = 0... V
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Posons Vz € [0, +oo[, u(z) =1 — H(z). u est de classe C' sur [0, +oc[ et Va € [0, +oc[, v/ (z) = —f(z).

Posons Vz € [0, 00|, v(z) =In(1 — H(z)). * — 1 — H(x) est de classe C* sur [0, +o0] et strictement positive. Comme

—f(z
In est de classe C! sur R**, par composition v est de classe C! sur [0, +-oo[. Va € [0, +oo], v/(z) = 1fI§I())
— H(x
Soit A un réel strictement positif. En utilisant une intégration par parties (justifiée par ce qui précede) il vient :

4 _ [ _ 1 _ a_ [t —f)
/0 g(t)dt = / (=) m( = HE))dt = [(1 - H(@)) (1 — H(@))]; / (1= H0) 7=

A A
/0 gt)ydt =(1—-H(A)) In(1 — H(A)) — (1 — H(0)) In(1 — H(0)) —|—/0 f(t)dt.
A
/0 g(t)ydt=(1—-H(A)) In(1 — H(A)) — (1 - H(0)) In(1 — H(0)) + F(A) — F(0).
H(0) = F(0) /0 f(t)dt =0 donc (1 — H(0)) In(1 — H(0)) =In1=0.

A
Alors / g(t)dt = (1 — H(A)) In(1 — H(A)) + F(A).
0

lim (1—H(A)= lim (1—F(4))=0et lim(zne) =0 donc_lim ((1—H(A)) In(1— H(A))) =0,

A—+o0 A—+oo x—0 A—+4o0
A
Comme en plus lim F(A)=1: lim g(t)dt = lim ((1 —H(A) In(1—-H(A)) + F(A)) =1
A—+o0 A——+oo 0 A—+oc0
“+oo
Ainsi / g(t) dt existe et vaut 1.
0
“+o0
Ceci acheéve de montrer que / g(t) dt existe et vaut 1.
— 0o
“+o00
g est positive sur R, g est continue sur R privé d’un ensemble fini de points et / g(t) dt existe et vaut 1. Alors g
—oo

est une densité de probabilité donc :

’ g peut étre considérée comme la densité d’une variable aléatoire Y. ‘

3) a) Soit X une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parametre A.

Ae ™ siz €0,
Posons Vz € R, fo(x):{ c stz el +OO[.

0 sinon

fo est une densité de Xy, continue et strictement positive sur [0, +o0[ et nulle sur | — oo, 0[. Ainsi:

’ une variable aléatoire X suivant une loi exponentielle vérifie les conditions imposées dans cette partie.

b) Ici X suit la loi exponentielle de parametre A alors fj est encore une densité de X. f et fy sont donc deux densités
de X!

V Remarque A priori (a priori seulement), rien ne permet de dire que f est fy... V

- In(1-F siz e [0, +
Posons Vz € R, go(z) = { Jo(x) In( (x)) size] oo[.
0 sinon

f et fo different seulement en un nombre fini de points il en est alors de méme de g et go.
Comme gq est positive sur R et que g est une densité de Y, gg est encore une densité de Y !

xX
2=l am

V€ [0, +0o[,go(z) = —Ae T In(1 — (1 —e %)) = —Ae ** In(e™%)) = (=) (=Az) e = AT
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De plus Vz €] — 00,0[, go(z) = 0.

1 2
Alors Y suit la loi Gamma de parameétres X et 2. Ainsi E(Y) = X et V(YV) = —-

1 2
Y suit la loi Gamma de parametres X et2, EY)=—et V(Y) = 2

Exercice Montrer que f = fy ! En déduire que ceux qui n’ont pas pris de précaution avaient raison... ! Comme disait
ma grand-mére il n’y a de la chance que pour la canaille...
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Partie 3

r

T T s
1 1 1 1
1) Vr € N* "= —_ = - =1- - Alors i n=1.
) Vre ,nz::lu Zn(n—i—l) ;(n n—i—l) 1 Orsr_lffmnz::lu

n=1
1 =
La série de terme général u,, = ——— converge et Uy = 1.
& " nn+1) & ;::1 n

2) a) Soit x un réel. Montrons que Z~1(] — oo, z]) € A.
Z7H (] —00,2])) ={w € Q| X(w) <z} = {w € Q| Max (Xo(w), X1(w), ..., Xy (w)) <z}

Comme ({w €Q|Nw)= n}) est un systéme complet d’événements de (2,4, P): Q2 = U {we Q| Nw) =n}.

Alors: Z7Y(] — 00, 2]) = U (Z7' (] - o0, 2]) N{w € Q| N(w) =n}).
neN*
Z7M (= o0,2)) = | ({we Q] Max (Xo(w), X1(w), ..., Xn(w) (@) <2} N{w e Q| N(w) =n}).

neN*

Z7H] - 00,2]) = U {w€Q|MaX(Xo(w),Xl(w),...,XN(W)(w)) <zet N(w):n}.
neN*

Z Y] - o0,2]) = U {w € Q| Max (Xo(w), X1(w),..., Xp(w)) <z et N(w) = n}
neN*

27 (-0 = J {we| X <z Xiw) <o, o Xa(w) <z, Nw) =n}.
neN*

Z (| ~oc,a)) = | ({wemxo(w)gx}m{wemxl(w)gx}m---m{wemxn(w)gx}m{weg|N(w):n}).
neN*

274 =oc,a)) = |J (X350 =o00,a]) 0 XTH(] = ooa]) N1 X5 (] = oo,a]) NN ({n)))-
neN*

Soit n un élément de N*.

Xo, X1, ..., X, N sont des variables aléatoires sur (Q,.4, P) donc Xy '(] — 00, z]), X; (] — 00, ]), ..., X;7 (] — 00, 7)),
N=1({n}) sont des éléments de la tribu A.

Alors X5 '(] —o0,2]) N X7 H(] —oo,2]) NN X1 (] — o0,2]) N N7H({n}) est un élément de A (A est stable par

n

intersection finie ou dénombrable).

Ainsi Z7(] — 00, ]) est réunion dénombrable d’éléments de la tribu A c’est donc un élément de A et ceci pour tout
élément = de R.

Ceci achéve de montrer que:

’ X est une variable aléatoire sur (2, A, P). ‘

Soit  un réel. Fy(z) = P(Z < ) = P(Z7 (] — o0, 1])).

Fy(z) = P ( U (X0 -o0a) N X7 (1= oc,a]) -+ N X, (] = o0,a]) N-1<{n}>)).

neN*

Par indépendance et incompatibilité il vient :
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+oo
Fa(e) =Y (P(X57(1 = o0,a])) P(X (] = 00,a])) -+ P(X; (] = o0,a])) P(N "' {n}))

+oo —+oo —+o0 n—+1
Fya) =Y (P(XO <z)P(X1<z) - P(X, <z)P ) Z )t ) -3 (F((n)l 3

+oo ( n+1
Ve e R, Fy(z Z Py

n=1

b) Soit 2 un élément de R.

too n+1
F(z) € [0,1] done, d’apres le préliminaire : Fiz (z Z

n_|_1 _F($)+(1_F($)) ln(l—F(x))

V2 €R, Fy(z) = F(z) + (1 - F(2)) In(1 - F(z)) |

Pour faire plaisir au concepteur :

| Va € [0, 400, Fy(z) = F(z) + (1 - F(z)) In(1 - F(2)) |

c) e Nous avons déja vu que F, x — 1 — F(z) et x — In(1 — F(x)) sont continues sur R.
Alors x — F(z) + (1 — F(x)) In(1 — F(x)) est continue sur R. Par conséquent F est continue sur R.
e f est continue au moins sur R* donc F est de classe C! au moins sur R* et Vz € R, F'(x) = f(x).

1 — F est de classe C! sur R* et strictement positive sur R. Comme In est de classe C* sur R**, In(1 — F) est de classe
C! sur R*. Par produit (1 — F) In(1 — F) est de classe C! sur R*. Par somme F + (1 — F) In(1 — F) est de classe C!
sur R*.

Ainsi F est de classe C! sur R* donc sur R privé d’un ensemble fini de points.

F7 est donc continue sur R et de classe C! sur R privé d’un ensemble fini de points donc :

’ Z est une variable aléatoire & densité ‘

—f@)
1—F(x)

Alors g est positive sur R et coincide avec F. sur R* donc sur R privé d’un ensemble fini de points. Ainsi:

Vo € RY, Fy(x) = f(z) — f(2) In(1 - F(x)) + (1 - F() —f(z) In(1 = F(x)) = g().

’ g est une densité de Z. ‘




