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EXERCICE 1

1. Q(X) = (X 1) Q1(X) = Qu(X) (X = 1). Alors Q(u) = Q1 (u) o (u— 1dp).

Comme Q(u) = Oz(g), Q1(u) o (u—1Idg) = 0(m).

Soit y un élément de I'image de u — Idg. Il existe un élément z de F tel que y = (u — Idg)(z).
Done Q1 (u)(y) = Q1 () ((u ~dg)(@)) = (Qu(w) o (1~ 1dg) ) (&) = Oz(m) () = O

Ainsi y est dans le noyau de Q1 (u).

Vy € Im(u — Idg), y € Ker Q1(u).

’ L’image de u — Idg est contenue dans Ker Q1 (u). ‘

Remarque (C’est une bonne occasion pour redémontrer que si f et g sont deux endomorphismes de E :
go f=0gpE) < Imf CKerf
On peut encore généraliser au cas ou f € L(E,E’) et g € L(E', E").

2. (a) Soit = un élément de F;. (u —Idg)(z) = 0p donc u(z) = z.

Le programme de seconde année (voir I 2) a) ) nous permet alors de dire que Q1 (u)(z) = Q1(1) z.

’ Si z est un élément de E; alors Q1 (u)(x) = Q1(1) . ‘

Remarque  Redonnons une preuve de ce que nous avons affirmé (& juste titre...) et méme un peu plus.
T T
11 existe un élément r de N et r + 1 réels ag, a1, ..., a, tel que Q1 = Z ap X*. Q1(u) = Z aj u®.
k=0 k=0

Soient \ un réel et x un élément de E tel que u(z) = Az. Un récurrence simple montre que Yk € N, u”*(z) = \¥ x.

Alors Q1 (u)(z) = Z ap u(z) = Z ap NP o = <Z ak )\k> x=Q1(\)z.
k=0 k=0 k=0

Donc VA € R, Vx € E, u(x) = Az = Q1(u)(zx) = Q1(\) =.

(b) e Est-il vraiment utile de dire que F4 et Ker Q1(u) sont deux sous-espaces vectoriels de E' donc contiennent tous
les deux Og et qu’ainsi {Og} C E1 NKer Q1(u) ?

e Soit z un élément de Ey NKer Q1 (u). Q1(u)(z) = @Q1(1) 2 d’apreés (a) et Q1(u)(z) = 0.

Donc Q1(1) x = 0. Comme Q7 (1) # 0il vient x = 0. Ceci achéve de montrer que Fy1 NKer Q1 (u) C {Og} Finalement

’ EynKerQi(u) = {0g} ‘

(c) E;NKer Q;(u) = {0g} et E est de dimension finie. Donc pour montrer que E; et Ker Q; (u) sont supplémentaires
il ne reste plus qu’a montrer que dim F; + dim Ker Q1 (u) = dim E.

E1 + Ker Q1 (u) est un sous-espace vectoriel de E donc dim (E; 4+ Ker Q1 (u)) < dim E.



E; et Ker Q1 (u) sont en somme directe donc dim F; + dim Ker Q1 (u) = dim (E; + Ker Q1 (u)) < dim E.
Or Im(u — Idg) C Ker Q1(u) donc dimIm(u — Idg) < dim Ker Q4 (u).

On obtient alors dim Ker(u — Idg) + dimIm(u — Idg) < dimKer(u — Idg) + dim Ker Q1 (u).

Ou encore dim Ker(u — Idg) + dimIm(u — Idg) < dim E; + dim Ker Q1 (u).

Le théoréme du rang appliqué & v — Idg donne dim F = dim Ker(u — Idg) + dim Im(u — Idg).

Alors dim F < dim E; 4 dim Ker Q1 (u).

Or nous avons vu que dim F; + dim Ker @4 (u) < dim E. Donc dim E; 4+ dim Ker @ (u) = dim E.

Ceci acheve de montrer la supplémentarité de F; et de Ker Q1 (u).

| B = By ©KerQu(u). |

3. Rappelons que E = E; ® Ker Q1 (u). Donc dim E = dim By + dim Ker Q1 (u).
Ker Q1 (u) est un sous-espace vectoriel de E qui est de dimension finie donc Ker Q1 (u) = E < dim Ker Q1 (u) = dim E.
Alors: Q1(u) = 0z(p) & KerQ1(u) = E < dimKer Q1 (u) = dim £ < dim Ker Q1 (u) = dim £} + dim Ker Q1 (u).

Ainsi: Q1(u) = 0g(p) < dimE; =04 Ey = {0p} < Ker(u —Idg) = {Og} < 1 n’est pas valeur propre de u.

Q1(u) = 0z (p) si et seulement si 1 n’est pas valeur propre de wu.

4. Tci Q(X) = (X —1)(X +1)2? donc Q1 = (X + 1)2. Supposons que E; est de dimension supérieure ou égale a deux
et montrons que u est diagonalisable.

e Premier cas:dim EF; = 2.

Q = (X — 1)(X 4+ 1)? est un polynéme annulateur de u dont les zéros sont 1 et —1. Alors les seules valeurs propres
possibles de u sont 1 et —1.

dim E; = 2 donc 1 est valeur propre de u et le sous-espace propre associé est de dimension 2. Montrons que —1 est
également valeur propre de u.

dim Ker ((u + IdE)2> = dimKerQi(u) = dimF —dimE; = 3 —2 = 1. Alors Ker ((u + IdE)2) n’est pas réduit au

vecteur nul donc (u + Idg)? est un endomorphisme de E non injectif.

Supposons que I'endomorphisme u + Idg est injectif. Alors (u + Idg)? = (u + Idg) o (u + Idg) est injectif comme
composée de deux endomorphismes injectifs ce qui n’est pas. Donc u + Idg n’est pas injectif. Alors —1 est valeur
propre de u.

Ainsi les valeurs propres de u sont 1 et —1. Notons E_; le sous-espace propre de u associé a la valeur propre —1.
dmFE_1>1letdimFE; +dimFE_; <dimE = 3. Comme dim E; = 2 nécessairement dim £_; = 1.

Alors dim E; +dim E_; = 3 = dim F et u est diagonalisable.

e Deuxieéme cas:dim E; = 3.

Alors dim By = dim E < 400 donc E; = E. Ainsi Ker(u —Idg) = E. Ceci donne:u —Idg = Oz(E)-

Par conséquent u = Idg et u est diagonalisable !

Si la dimension de FE; est supérieure ou égale a 2, ’endomorphisme u est diagonalisable.




EXERCICE 2

1. (a) Il y a 2n boules dans 'urne et n paires.

2n 2n(2n — 1
Le nombre de maniéeres de faire un tirage simultané de deux boules dans cette urne est < 9 ) . Soit encore ¥

2
oun(2n—1).
Le nombre de manieres d’obtenir une paire en faisant un tirage simultané de deux boules dans cette urne est n.

Ainsi lorsque 'on fait un tirage simultané de deux boules dans cette urne, la probabilité d’obtenir une paire est :

Notons que 5 est un élément de ]0, 1] car n > 2.

n—1
Version 1 Ti est la variable aléatoire qui compte le nombre de tirages simultanés de deux boules dans cette urne
nécesaire pour obtenir une premiere paire. Tant que I'on n’obtient pas une paire les tirages se font avec remise donc
sont indépendants.

Ainsi T7 suit la loi géométrique de parameétre

om—1

Version 2 Disons que T1(Q2) = N*... Pour tout k dans N* notons A, I'événement le k*™° tirage donne une paire.

P(T1=1)=P(A1):2n_l'

P(Ty = 2) = P(&; N As) = P(A7) Py(As) = (1 _ inl> ini .

Soit k un élément de [3, +oo].
P(Ty =k)=P(A N AyN--- Ay 1 N Ag) = P(Ay) Pa—(Az) - Py, 55— (Ax—1) Pry i (Ag)-
Remarque Les gens rigoureux pourront montrer, avant d’écrire cette derniére ligne, que pour tout élément i de

2, 400, P(A; N... i 7) #0.

k-1
P(Ty = k) = P(A;) (H pAm“,A“(M) Pa o (Ak)-

i=2

_ 1 ) — 1 1
PlA) =1-g — Vi€ Rk —1], Pop a5(A) =1- g —7 et Prp 75 () = o —
k—1 k—2
1 1 1 1 1 1
Alors P(Ty = k) = (1 H(u ) —(1- 1 :
2n—1 bl 2n—1 2n—1 2n —1 2n—1 2n —1
1 k—1

Ce qui donne encore: P(T} = k) = (1 —gn 1) o1 Notons que cette égalité vaut encore pour k = 1 et
k=2.

k-1

1 1
Final tVkeN*, P(Ty=k)=(1- '
inalement Vk € N*, P(T; ) < 2n—1) 2n—1

On retrouve alors le fait que T} suit la loi géométrique de parametre 5 T
n —

k—1
. 1 1 . C N 1
VkeN*, P(Ty =k) = <1 i 1) r— et T suit la loi géométrique de parametre S




donc 2n — 1

(b) T} suit la loi géométrique de parameétre 5 donc T} a une espérance qui vaut

1

n-= 2n—1

’ T a une espérance qui vaut 2n — 1.

2. Il faut sans doute remplacer les pointillés par

1
Mais notons que ce programme ne simule pas 77 car il simule clairement un loi géométrique de parametre — !!
n
Nous allons écrire une fonction qui simule 71 en évitant d’utiliser un lourd tableau. Pour cela quelques remarques.

e Tirer deux boules simultanément dans 1'urne ou tirer successivement deux boules dans 'urne sans remettre la

premiere donnent la méme loi a T7.
e La difficulté consiste donc a simuler le tirage de la seconde boule sachant que ’on n’a pas remis la premiere.

Considérons deux boules distinctes de 'urne que nous noterons a et b (a et b ne sont pas les numéros portés par les
boules!).

1
La probabilité d’obtenir a puis b lorsque 'on fait deux tirages sans remise est o 3 T
n 2n —

Procédons de maniére différente. Tirons avec remise une premiere boule de I'urne. Puis tirons de nouveau avec

remise une boules jusqu’a obtenir une boule distincte de la premiére boule. On montre alors que la probabilité « de

. N N 1 1
tirer pour premiere boule a et pour derniere boule b est encore o 3 T
n 2n —

1
En effet la probabilité d’obtenir a au premier tirage est o et la probabilité d’obtenir dans la seconde phase b sachant
n

e S R 11 1
que le premier tirage a donné a est o = ; ((%) 271) ~om 1= ﬁ =971 (k est le rang d’apparition de b

dans la seconde phase).

Nous utiliserons donc cette procédure pour simuler deux tirages successifs sans remise dans cette urne.

Notons que pour obtenir un boule distincte de la boule a dans la seconde phase il faut en moyenne 5 1 tirages ce

qui n’est pas tres cher...
Exercice Montrer tous ces résultats proprement.

Rappelons que 'urne contient 2n boules numérotées de 1 a n, chaque numéro apparaissant deux fois. Alors pour
simuler les tirages successifs de deux boules dans cette urne nous allons procéder de la maniére suivante.

1. On choisit un entier k au hasard dans Uintervalle [1,2n]. Si k < n on consideére que l'on a obtenu la boule
numéro k, si k > n on on considere que l'on a obtenu la boule numéro k£ — n.

2. On répete le choix d’un entier au hasard dans [1,2n] jusqu’a obtenir un entier k' différent de k. Ici encore si
k' < n on considere que 1’on a obtenu la boule numéro k', si &’ > n on on considére que I’on a obtenu la boule numéro
kK —n.

Notons alors que nous aurons obtenu une paire si k = k' ou si |k — k'| = n.



function Simule_T1(n:integer) :integer;
var nl,n2,m,compte:integer;
begin

compte:=0;m:=n+n;

© 0 N O Ut A W N -

repeat
compte:=compte+1;
nl:=random(m)+1;
repeat
n2:=random(m)+1;
until (ni1<>n2);
until (ni1=n2) or (abs(nl-n2)=n);

L e S R S e
N O Otk W N = O

Simule_T1:=compte;

[
0

-
©

end;

Exercice Utiliser la fonction SimuleT1 pour écrire une fonction qui simule Tj.

3. (a) Soit i dans [2,n]. T; est le nombre de tirages nécessaire(s) pour obtenir les ¢ premieres paires et T;_1 est le
nombre de tirages nécessaire(s) pour obtenir les i — 1 premieéres paires. Donc X; = T; — T;_1 est le nombre de tirages
;eme

nécessaire(s) pour obtenir la i°™¢ paire (aprés obtention des ¢ — 1 premieres paires). Ce qui est vrai également pour
1 =1...

Pour tout i dans [1,n], X; compte le nombre de tirages nécessaire(s) pour obtenir la i®™¢ paire (aprés obtention
des i — 1 premieres paires).

(b) Soit ¢ un élément de [1,n].

e Supposons i différent de 1. X; compte le nombre de tirages nécessaire(s) pour obtenir la i*™° paire & partir du

moment ol l'on a obtenu 7 — 1 paires.

Donc X; compte également le nombre de tirages nécessaire(s) pour obtenir une premieére paire dans une urne qui
contient 2n — 2(i — 1) boules dont n — (i — 1) paires ou dans une urne qui contient 2(n — i 4+ 1) boules dont n — i + 1
paires.
1 1
ou :
2(n—i+1)—-1 2n—2i+1
1
ou
2n —1 n—2x1+1

Alors comme pour 77, X; suit la loi géométrique de parameétre

e Sii =1, X; =T donc X; suit la loi géométrique de parametre - Le résultat précédent

vaut encore.

Pour tout élément ¢ de [1,n], X; suit la loi géométrique de paramétre
2n — 2i + 1.

————— et a une espérance qui vaut
M —2i+ 1 P d

) Tn=T1+T-T))=Ti+ > (L-Tis)=X1+ > X;=)» X,
=2 =2 =1

Or pour tout i dans [1,n], X; suit la loi géométrique de parametre Donc pour tout i dans [1,n], X;

2n—2i+1°
possede une espérance qui vaut 2n — 27 + 1.



n n
Alors, par linéarité de I’espérance T, a une espérance qui vaut Z E(X;) ou Z (2n—2i+1)
i=1 ‘

n
Z (2n — 2i + 1) est la somme de n termes consécutifs d’une suite arithmétique (de raison —2) le premier étant 2n —1
=1
t le dernier 1.

Alors E(T,

i
[\')
N
\
[\™}
<.
+
)_A

l\D
3
\
L
+
-
3
X
3
Il
3
[\v]

’ T,, possede une espérance qui vaut n2. ‘

4. (a) Version 1 Remarquons que les événements {S,, = 0} et {71 > n} ont la méme probabilité. Alors:

+o00 1 1 k—1
P(Su=0) = P(Ti> ) = P2+ = Y PIi—H = 3 <2n_1<1‘zn_1) )

k=n-+1 k=n-+1

1 +oo 1 n+i 1 1 n —+oo 1 i
P(S, =0) = 1- = 1- 1- .
( ) 2n—1§( 2n—1> 2n—1( 2n—1) Z( 2n—1)

=0

1 1 \" 1 1 1 \" 1 \"
P(S"O)Qn—1<12n—1> 1_<1_ 1 )2n—1<12n—1) (2"1)<12n—1)'
2n—1

Version 1 Pour tout k dans N* notons By, ’événement le k*™° tirage ne donne pas de paire.

P(Sn = 0) = P(B1 NByN...N Bn) = P(BI)PBl (B2) - PBlﬁB2ﬂ___mBn71(Bn) = P(Bl) H PBlﬁBzﬂ.A.ﬂBk,l(Bk)-
k=2

— et pour tout élément k de [2,n], Pp,nB,n..nB,_,(Br) =1 — 9

P(S":O):(l_znl—1>lﬁ2<1 n—1> ( n—1> (1_2711_1)”1:(1_2”1_1)”.
( 2711)”:(;2—?)”.

1
. Alors In (P = =nln(1-— .
> 0. Alors In (P(S, =0)) =n n( 2n1>

. Donc:
1

1
(b) n > 2doncl—2ni1

lim — 1 =0doncln|{1-— ! ~ - 1 .
n—-+oo 2n —1 2n—1) n—+cc 2n—1

AlorslnP(Snzo):nln(l— ! > e

- Ainsi  lim ln(P(Snzo)): lim (— " ):—1~

2n —1 2n —1 n—-+o0 n—-+o0 2n —1 2
1
Par continuité de la fonction exponentielle en —= on obtient lim P(S, =0)= lim e" In(1-557) = =3,
2 n—-+o0o n—-+o0o

N

lim P(S, =0)=¢2.

n—-+oo

(c) Pour tout k dans N* renotons A, I'événement le k°™¢ tirage donne une paire.

n

P(Sn = n) = P(A1 n A2 Nn...N An) = P(Al)PAl (Ag) L. PAlﬂAzﬁ...ﬂAnfl(An) = P(Al) H PAlﬂAgﬂ.“ﬂAk,l(Ak)-
k=2




De plus, pour tout élément k de [2,n], Pa,nasn..na,_, (Ax) = P(Xp =1) = m Donc :
P(S, = =5 f[ 2k: T kf[l 5 2k 1 :1 57— (en faisant le changement d’indice i = n—k+1).
== :1 (20) éz -1 B (i—l . > <ﬁ 2i—1 > ( ﬁ ) (2;;;"
o

5. Ce programme voudrait simuler S;, mais c’est loin d’étre le cas!! Pour les mémes raisons que dans 2

Modifions le pour qu’il simule S,,. Une fois encore nous écrirons une fonction. m est le nombre de boules dans 'urne
et z est le nombre de paires obtenues.

function Simule_Sn(n:integer) :integer;

var z,k,nl,n2,m:integer;

for k:=1 to n do
begin

1
2
3
4
5 begin z:=0;m:=n+n;
6
7
8
9 nl:=random(m)+1;

10 repeat

11 n2:=random(m)+1;

12 until (nl<>n2);

13 if (n1=n2) or (abs(nl-n2)=n) then begin

14 z:=z+1; m:=m-2;
15 end;

16 end;

17 Simule_Sn:=z;

18 end;

EXERCICE 3

1. e Soit k£ un élément de N.

k + 1 est strictement positif donc k + 1 appartient au domaine de définition de la fonction T'.

+o0 +oo
Ainsi / t* =1 e =t q¢ converge donc lintégrale / t* et dt est convergente.
0 0

—+00
Pour tout élément k de N, 'intégrale / tk e~t dt est convergente.
0

I
e Soit R un élément de R[X]. Il existe un élément 7 de N et un élément (ag, a1, ..., a,) de R™"! tel que R = Z ap X*.
k=0

—+oo
Pour tout élément k£ de N, / th e=tdt converge donc / Z ay t* e~t dt converge comme combinaison linéaire
0 0

+oo
de r + 1 intégrales convergentes. Ainsi I'intégrale R(t) e " dt est convergente.
0



+oo
Pour tout élément R de R[X], 'intégrale / R(t) e " dt est convergente.
0
e Soit (P, Q) un couple d’éléments de R, [X].

+o0 +oo
P Q appartient a R[X] donc / (PQ)(t) e " dt converge donc / P(t) Q(t) e~ " dt converge!
0 0

+o0
Pour tout couple (P, Q) d’éléments de R, [X]: intégrale P(t) Q(t) e* dt est convergente.
0

+oo
Remarque  On pouvait obtenir I'absolue convergence, donc la convergence, de / P(t)Q(t) e " dt en montrant
0

1
que |P(t) Q(t) ™| =0 <t2> par croissance comparée.

Remarque  Montrons que < .,. > est un produit scalaire sur R,[X].

e Soit (P,Q) un couple d’éléments de R,,[X].
+oo
/ P(t) Q(t) e " dt converge! Ainsi < P,(Q > existe.
0

< .,.> est une application de R,[X] x R, [X] dans R.

e Soit A un réel et soient P, Q, R trois éléments de R,,[X].

“+oo “+oo
<AP+Q,R>= / AP+ Q)()R(t)e "dt = / (AP(t) R(t) + Q(t) R(t)) e~ dt.
0 0
“+oo

+o0 +oo
<AP+Q,R>= / (AP R(t)e "+ Q) R(t)e ") dt = X / P#)R(t)e tdt + Q) R(t)e "dt

car toutes les intégrales convergent. Alors < AP+ Q,R>=)X < PR>+ < Q,R >.

VAER, ¥(P,Q,R) € (R,[X])’, <AP+QR>=\A <P,R>+<Q,R>. <.,.> est linéaire a gauche.

+o00 Foo
e Soit (P,Q) un couple d’éléments de R,,[X]. < P,Q >= / Pt)Qt)e tdt = Qt)P(t)e tdt =< Q,P >.
0 0

V(P,Q) € (RR[X])Q, < P,Q>=<Q,P>. <. .> est symétrique.

2

+oo
e Soit P un élément de R,[X]. Vt € R, (P(t))"e*>0et0< +oo! donc < P,P >= / (P(t))2 e tdt > 0.
0

VP e R,[X], < P,P>>0. <.,.> est positive.
e Soit P un élément de R, [X] tel que < P, P >= 0.
+00

v/o (P(t))* et dt = 0.

Vit (P(t))2 et est positive sur [0, +oo].

vi— (P(t))2 et est continue sur [0, +o0].

v 0#+4oo!
Alors t — (P(t))2 e~ est nulle sur [0, +o00[. Comme t — e~" ne s’annule pas sur [0, o0 : V¢ € [0, +o0], (P(t))2 =0.
Ainsi Vt € [0, +oo|, P(t) =0. P admet alors une infinité de zéros donc P = O, [x]-
VP e R,[X], < P,P>= P=0g,[x]- <., .> est définie.

Les cing points précédents permettent de dire que < .,. > est un produit scalaire sur R,,[X].



2. (a) Soit (P, Q) un couple d’éléments de R,,[X]. Notons que P’ et Q' sont encore des éléments de R, [X].
—+o00 +oo —+o0

<P,Q>+<PQ >= P'(t)Q(t)e " dt + Pt)Q'(t)e tdt = / (P'(t) Q)+ P(t) Q'(t)) e " dt.

0 0 0
+oo

<P.,Q>+<PQ >= / (PQ)'(t)e " dt.

0
Intégrons alors par parties. Soit A dans Ry. PQ et t — e~! sont de classe C! sur R,. Alors:

A A A A
[ eaweta=[rone] - [ (Ponccd=(rouet - PO+ [ (Pt
0 0 0
Montrons que Alirf ((P Q)(A4) e_A) = 0. C’est clair si P @ est le polynéme nul.
——+o00

Supposons maintenant que P @ n’est pas le polynome nul, notons r son degré et a, le coefficient de son terme de plus
haut degré.

Alors (PQ)(A)e™4 PR A" e~ Donc ALiIEOO (PQ)(A) e_A) = ALiIEOO (ar AT e_A) = 0 par croissance comparée.
A A
En faisant tendre A vers +oo dans 1’égalité / (PQ)(t)e tdt = (PQ)(A)e ? — P(0)Q(0) + / (PQ)(t)e "adt
0 0
+oo —+o0
il vient : / (PQ) (t)e tdt = —P(0)Q(0) + / (PQ)(t)e " dt.
0 0

+00 Foo
Donc < P',Q >+ < P,Q' >= /0 (PQ)(t)e "dt = —P(0)Q(0) —|—/0 (PQ)(t)e tdt =< P,Q > —P(0) Q(0).

’ Pour tout couple (P, Q) d’éléments de R,[X]: < P',Q > + < P,Q' >=< P,Q > —P(0) Q(0). ‘

(b) Soit P un polynéme non constant orthogonal & tout polynéme de degré strictement inférieur.
deg P’ < deg P donc < P/, P >=< P, P’ >=0. Alors (a) donne: < P, P > —P(0) P(0) = 0 ou ||P||2 = (P(0)).

Comme || P|| est un réel positif: | P|| = |P(0)|

Si P est un polynéme non constant de R, [X], orthogonal & tout polynéme de degré strictement inférieur, alors on
a [P(0)] = ||P].

3. (a) Nous allons d’abord montrer que pour tout élément k de [0,n], (Lo, L1, ..., L) et (Mo, M1, ..., M) sont des
bases orthonormées ou orthonormales de Ry [X]. Soit & un élément de [0, n].

Vi € [0,k],deg L; = i. Alors (Lo, L1, ..., L) est une famille d’éléments non nuls de R;[X] de degrés échelonnés.

(Lo, L1, ..., L) est alors une famille libre (normal pour une famille orthonormée...) de cardinal k 4+ 1 de Ri[X] qui
est de dimension £ + 1.

Donc (Lo, L1, ..., L) est une base de Ri[X]. C’est méme une base orthonormée de Ry[X].
De méme (My, My, ..., My) est une base orthonormée de Ry[X].

o Lo =1= M,.

o Soit k£ un élément de [1,n]. Montrons que Ly = M.

Lj; est orthogonal & tous les éléments de la base (Lo, L1, ..., Lr—1) de Ry_1[X] donc Ly, est orthogonal & Ry_1[X]. De
méme M}, est orthogonal & Ry_1[X].

Version 1 L’orthogonal de Ry _1[X] dans Ry [X] est une droite vectorielle Dy, car dimRy[X] =k + 1 et Rj_1[X] est
un sous-espace vectoriel de R;[X] de dimension k
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Dy, contient Ly et My. Lj et M étant non nuls ils engendrent Dy.
Alors il existe un réel A (non nul) tel que Ly = A M. Or Li(0) = 1 = M(0) donc A =1 et ainsi Ly = Mj.
Version 2 Ly, et M}, sont orthogonaux & Ry_1[X] donc Ly — M}, est orthogonal & Ry _1[X].

Supposons L — M non constant ; alors 1 < deg(Ly — My) < k. Dans ces conditions Ly — M, est orthogonal & tout
polynéme de degré strictement inférieur puisqu’il est orthogonal & tous les éléments de Ry_1[X].

Alors d’apres 2. (b), || Ly — M| = |(Lk. — Mk)(0)| = |Li(0) — My (0)] =|1—-1] =0.
Donc Ly — My, est nul ce qui contredit le fait que ce n’est pas un polynéme constant.

Finalement Ly — M}, est constant ! Comme il est nul en 0 c’est le polynéme nul. On retrouve Ly = M.

’ Pour tout élément k de [0,n], Ly = M. ‘

(b) i. Rappelons que (P, Py, ..., P,) est 'unique base orthonormée de R,,[X] telle que pour tout élément k de [0, n] :
Vect(Py, Py, ..., Py) = Vect(1, X, ..., X*) = R [X] et < Py, X¥ >> 0.

Soit k un élément de [0,n]. (Py, Pi,..., P) est une famille orthonormée donc libre de R;[X] qui a pour cardinal k + 1
qui est la dimension de R;[X]. Donc (Py, P, ..., Px) est une base orthonormée de Ry [X].

e Vect(Py) = Vect(1). Alors Py est constant et non nul. Donc Py(0) n’est pas nul.
e Soit k un élément de [1,n]. deg Py < k car Py, appartient & Ry [X].

Si deg Py, < k alors (Py, Py, ..., P) est une famille libre de cardinal k£ + 1 de Ry_1[X] qui est de dimension k !! Donc
deg P, = k.

Py, est orthogonal & tous les éléments de la famille (Py, Py, ..., Pr_1) qui engendre R;_1[X]. Donc Py est orthogonal
a Ry_1[X].

Py, est alors un polynéme non constant de R, [X] (!) orthogonal & tout polynéme de degré strictement inférieur.

D’apres 2. (b) : |Py(0)] = || P||- Or || Px|| n’est pas nulle car Py n’est pas nul. Donc Py (0) # 0.

’ Pour tout élément k de [0,n], P;(0) # 0. ‘

Remarque  Nous venons de voir que Vk € [1,n], |Pi(0)| = ||Pk||. Montrons que ceci vaut encore pour k = 0.
+oo

Py=1et|P|*= / 12xetdt =T(1) = 1. Donc |Py|| =1 = [1] = |Py(0)].
0

Retenons donc que Vk € [0,n], |Px(0)| = || Pl
1
P(0)
e Py engendre Ry[X] donc Py est constant. Alors Py = Py(0) et ainsi Lo = 1.

ii. Posons alors Vk € [0,n], Ly = P

o deg LO =0.
Nous avons vu plus haut que pour tout élément k de [1,n], deg P, = k. Alors pour tout élément k de [1,n], deg L = k.
Finalement Vk € [0,n], deg Ly = k.

o Vk € [0,n], Li(0) =

T O =1

1
P; et Lj = 7Pj donc < Li,Lj >=

e Soient i et j deux éléments de [0,n]. L; =
0.7 £;(0)

L
P;(0)
Sii#j, <P, P; >=0donc < L;,L; >= 0. Supposons i = j.

£i(0) P;(0)
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1 1

LiLj>=<LjL;>= —— —— < P, P, >= Pi|2. Or |P,(0)] = || P|| donc (Pi(0)) = || P12
<Lilj>=<LiLi>= pov pgy < Pubi> : 2 [[P:]1%. Or |P;(0)] = || P]| done (P3(0))” = || P
1
Ceci donne < L;, L; >=< L;, L; >= ——||P||* = 1.
(Pi(0))
V(i,j) € [0,n]?, < Li,L; >= {(1) Zinloz J. Alors (Lo, L1, ..., Ly) est une famille orthonormée de R,,[X].
(Lo, L1, ..., Ly) est une famille orthonormée, donc libre, de cardinal n + 1 de R,,[X] qui est de dimension n + 1.

Alors (Lo, L1, ..., Ly) est une base orthonormée de R,,[X]. Ceci achéve de montrer que (Lo, L1,. .., L,) vérifie (R).

1 1 1
Lo, Lq,... ——— P, | est une famille qui vérifie (R).
(0)

L) = =—=PFPy,——P1,...,
) <P0<o> b By T B

(c) (a) et (b) montrent que:

’ il existe une famille (Lo, L1, ..., L,) de polynémes et une seule vérifiant (R). ‘

+oo
Rappelons avant de déterminer Ly et Ly que Vn € N*| T'(n) = / t"leTtdt = (n— 1)
0

e [ est de degré 1 et L1(0) = 1 donc il existe un réel non nul a tel que L1 =a X + 1.

Ly =1 et Ly est orthogonal a Ly.
+o00 +oo +oo +00o
Donc 0 =< Lo, Ly >:/ Lo(t) Ly(t) et dt = / (at+1)e tdt=a / tetdt+a / e tdt.
0 0 0 0

0=al'(2)+T(1)=ax1+1 Alorsa=—-1let L1 = —-X + 1.
o Ly est de degré 2 et Ly(0) = 1 donc il existe un réel non nul b et un réel c tels que Ly = bX24+cX +1.

Notons que Ly = bX? —c(—=X +1)+c+1=X%2—cL; + (c+1) Ly et que Ly est orthogonal & Loy et L;. De plus
(Lo, L1) est une famille orthonormée.

Alors 0 =< Lo, Lo >=b < X% Lo > —c< Ly, Lo > +(c+1) < Lo, Lo >=b < X%, Log>—-cx0+(c+1) x 1.
+oo

Donc 0 =1b <X2,L0>+c+1:/ tPetdt+c+1=bT(3)+c+1=2b+c+1. Ainsi 2b+c= —1.
0

De méme 0 =< Lo, L; >=b < X2, L1 > —c< Li,L1 >+(c+1) <Li,Lo>=b < X% L1 >—cx1+(c+1)x0=
b <X2,L1 > —c.

—+oo +oo +oo
O:b/ t2(—t+1)e’tdt—c:—b/ t3e’tdt+b/ t?etdt —c= —bI'(4) +bT(3) —c= —6b+2b—c.
0 0 0

1 1
c=—4bet 2b+c= —1. Alors —1 = 2b — 4b = —2b. b:§etc:—2. AinsiL2:§X2—2X+1.

1
L1:—X+1etL2:§X2—2X+1.
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PROBLEME

Partie 1.

e~

1) (a) ez — —e™® et © — € sont continues sur R donc par composition  — e~ est continue sur R.

x — e ¥ étant continue sur R, par produit g est continue sur R.

eVzeR, gz) =e e ¢ donc g est positive sur R.

A A . 1A
e Soit A un réel. / g(t)dt = / etem® dt = [676 } =e ¢ —e L
0 0

A 0
Ainsi / gt)ydt =e™®  —e et / gt)ydt =e b —e7¢ .
0 A

—A —A
lim (fe*A) =0et lim (fe*A) =-ocodonc lim e ¢ =1let lim e ¢ =0. Alors:
A—+o00 A——o0 A—+oco A——o0

A 0
. — : —eA I U R —1 . — . ( -1 7E_A> _ —1
i ([ o) = (=) et ([T = (o) <o

+oo 0
Donc / g(t) dt et / g(t) dt convergent et valent respectivement 1 — e~ ! et e 1.
0 —o0

+o0
On peut alors dire que / g(t) dt converge et vaut 1 — e~ + e~1 donc 1. Ce qui achéve de montrer que :

—00

’ g est une densité de probabilité.

T 0 T
(b) Soit = dans R. Fg(x) = / g(t)dt = / g(t)dt +/O g(t) dt.

— 00 — 00

D’apres ce qui précede Fg(z) = e ! 4 (e*e_m — 671) =e

—x

Ve € R, Fg(z)=e"¢

2) (a) Soit n un élément de N*. Notons Fyy, la fonction de répartition de M,,.
X1, Xa, ..., X,, prennent leurs valeurs dans [0, +o00[ donc M,, prend ses valeurs dans [0, +00].
Alors Va €] — 00,0], Fir,, (x) =0.

Soit = un élément de [0, 4+00[. Fas, (z) = P(Sup(X1,Xo,...,X,) <z) = P{X: <z} n{Xo <z}n...n{X, <z}).
n
X1, X2, ..., X, étant indépendantes, Fiy, (r) = P(X; < z)P(Xa < z)...P(X, <z) = H P(Xj < x).
k=1

Pour tout k dans [1,n] X} suit la loi exponentielle de parametre \, donc pour tout k dans [1,n], P(Xy < z) = 1—e™ A%,

Ceci donne: Fy, (z) = H (1- e_/\x) =(1- e_’\”“')n. Finalement :
k=1

= Az\™? .
Vn € N*, Vz € R, FMn(x):{(l e )" sia € [0, +oo]

0 sinon
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(b) Soit n un élément de N*. Soit Fy,, la fonction de répartition de U,, = A M,, — Inn.
M,, prend ses valeurs dans [0, +o00[ donc U,, prend ses valeurs dans [—Inn, +oo| car A est strictement positif.
Ainsi Vz €] — 0o, —Inn[, Fy, (x) = 0. Soit  un élément de [—Inn, +ool.

z+1Inn

Fy, (x) = P(U, gx):P(x\Mn—lnnéx):P(Mng 3

) car \ est strictement positif.

1 1 xz+Ilnn n
x est dans [Inn, +o0o[ donc H% € [0, 4o0[. Alors Fy, () = Fi, (m—i—)\nn) = (1 R +i‘)) .

Fy,(z)=(1—e e )" = <1 - e_w>n

—T

e L
Finalement : Vn € N*, Vo € R, Fy, (z) = (1 - n) siz € [~Inn, +oo] _

0 sinon

Fixons z dans R et cherchons lim Fy, ().
n—-+oo

Remarque La difficulté ici est de choisir ”la bonne expression” de Fy, (x) pour en trouver sa limite lorsque n tend

vers +00.
2\ "
Notons que lirf (=Inn) = —oo. Donc pour n assez grand —Inn < x et ainsi Fy, (z) = (1 - & ) .
n—-+:0oo
. . e ” " . n ln(lfﬂ) . . . e "
Il convient donc de trouver lim |1 — ou lim e w ) (écriture qui exige 1 — > 0...).
n—-+oo n n—-+o00 n

Les idées étant claires mettons en forme le tout en se souvenant bien que x est fixé.
z €[-lnn,+oo[<= —Inn <z <= Ilnn > —x <= n > e~ *. Posons alors ng = Ent (e~*) + 1. ng € N*.

Soit n un élément de [ng, +oo. n > no=Ent(e™®)+1>e . n>e *. Donc —lnn <z et e ® <n.

Ce qui permet de dire que z € [—Inn, +oo[ et que 1 — € >0. Alors Fy, (z) = (1 - > = enln(ki/)_
n n

Finalement Vn € [ng, +oof, Fy, (z) =e" In(1-<3 )

lim (_e ) =0doncn ln (1— € ) ~ n (_e ) = —e %, Ceci donne lim (n In (1— € )) = —e *.
n—-+oo n n n—-+oo n n— 00 n

nin(1-s7) _ e ¢ = Fg(x).

T il vient lim Fy, ()= lim e

Par continuité de la fonction exponentielle en —e
n—-+4oo n—-+4oo

Alors pour tout x dans R, lirJIrl Fy, () = Fg(z). Ceci suffit pour dire que:
n—-+0o

’ (Upn)nen+ converge en loi vers la variable aléatoire G de densité g. ‘

Partie 2.

22

Nous ne dirons pas que ¢ est la densité de X;! Nous poserons, pour tout = dans R, ¢(z) = e~ 2 et nous

1
V2T

dirons que ¢ est UNE densité de X;. Nous pouvons aussi dire que ¢ est la densité de X7 continue sur R...

> ’ Dans les questions 2 et 7 il faut remplacer dans le texte ¢ par ¢ si cela n’a pas déja été fait. ‘

1. (a) Faisons le tout en un! Soit x un réel strictement positif.
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P(X, > ) = /:OO o(t) dt = /;OO (—1) (—t (1)) dt.
Notons alors que Vi € R, ¢'(t) = \/% <t 652> = —tp(t). Donc P(X; >z) = /w+00 <1> ¢’ (t) dt.

1
Une intégration par parties s’impose. Soit A un élément de [z, +oo[. u:t — 5 et ¢ sont de classe C! sur ]0, +o0].

1
De plus V¢ €0, +oo[, u'(t) = 7 Alors :

/mAsa(t)dt = /IA (1) ¢ (t)dt = [(1) w(t)]: /: (;2 ga(t)) at = @f) _ %w(A) /IASDt(;)dt'

: 1 .1 : oo
Al—l»rfoo (A cp(A)) =0 (car AEIEOO i 0 et AEIEOO p(A)=0) et /x p(t) dt converge et vaut P(X; > ).
T p(t) p(z) [T p(t)
Ceci et 1’égalité précédente suffisent pour dire que / 2 dt converge et que P(X; > z) = ——= — / o dt.
x Y x

T o(t)

R dt est convergente.

Pour tout réel x strictement positif 'intégrale /

x

—+oo
Pour tout réel = strictement positif P(X; > z) = @) _ / % dt.
T €T

(b) Soit = un réel strictement positif.

1 1
Vit € [z, +oof, 0 < e < s et o(t) = 0 donc Vt € [z, 400, 0 < == < — ¢(¢). En intégrant il vient :

+oo +oo
0< / —-dt< — / @(t) dt car les deux intégrales convergent (et x < +o0!).
x x
“+ o0

Notons que / p(t)dt = P(X; > z).

x

O p(t P(X O ot P(X
Alors 0 < / (1) dt < (X1 > ) oul > f/ #(t) dt > — (X > x) En ajoutant () on obtient :
- 2 x? $ 12 x? x
+oo —+oo
p(z) > o(z) 7/ #(t) 4 > plz) PXi>z) o) PX>a) < p(z) 7/ P(t) 4 < p(z)
x x z 12 x x? x x? x - 2 x
ot P(X
Or nous avons montré dans (a) que P(X; > z) = (p(;) —/ % dt. Alors ('DE:) _K ;; ?) < P(X:>12) < wiz)
P(X
Pour tout réel = strictement positif, #(z) — ( 12> 7) <P(Xi>z)< ﬂ
T x T
P(X
Reprenons x dans ]0, +oco[. Nous venons de voir que #(r) - ( 12> z) <P(X;>z) < LP(SL')’ alors :
x T T
P(X 1
P> 2) < 29 o PO pix oy P20 pe o (14 1), A
x z x2 x2
1

1
Pour tout réel x strictement positif, P(X; > z) < () < P(Xy>x) (1 + 2).
x x
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o()

2. Posons: Vz €]0, +oo[, ¥(x) = - Rappelons que ¢ est de classe C* sur R et que Vz € R, ¢'(z) = —z ¢(z).
T
1
e x — — et ¢ sont continues sur |0, 400 donc par produit 3 est continue sur ]0, +oo.
x

1
e © — — et ¢ sont dérivables sur ]0, +o00[ donc par produit ¢ est dérivable sur ]0, +o0][.
x

Ve €0, +ool, /(@) = T ED) 0RO 0@ L o) (02 1) (ear /(@) = o 0le)

Comme ¢ est strictement positive sur R, ¢’ est strictement négative sur ]0, +o0].

Alors 1 est strictement décroissante sur ]0, +ool.

1 1
lim — = t i =¢p(0)=——4d li = .
o lim — +oo e im o(x) = ¢(0) Nor onc lim P(x) = 00

. . o) . 1 1 _z2> 1
lim z) = lim = lim —— —e 2 | =—x0x0=0.
x—>+oow( ) r—4oo I Tr—+00 <‘/2ﬂ- x 2T

Les trois points précédents et le théoreme de la bijection permettent de dire que ¢ définit une bijection de ]0, +-00[ sur
10, 400l

Soit ¢ un réel strictement positif. Soit n un élément de N*.

c
— appartient & |0, +oo[ donc posséde un antécédent et un seul par ¢ dans ]0, +o0].
n

c x c
Donc ’équation 9 (z) = — ou M = — admet une solution et une seule dans |0, 400 que nous noterons .
n x n

c
Remarquons que z, = ¢~ ' (7>
n

x
Pour tout réel ¢ strictement positif, pour tout élément n de N*, ’équation M = — admet une solution et une seule
T n
c x
dans ]0’ +oo[ que nous noterons Tp. Ty = 1)[)71 (7) Ol\l TZJ est déﬁnie sur ]0, +OO[ par Vfﬂ G]O, +OO[, w(x) = M
n x

3. ¢ définit une bijection de |0, +oo[ sur 0, +o00[, ¢ est strictement décroissante sur |0, +oo[ et hIJP (x) = 0 donc
lim Y (z) = +o0.

x—0

c c
Or Vn € N*, — €]0, +o0] et HIE — = 0. La caractérisation séquentielle de la notion de limite permet alors de dire
n n—+0o0 N

que lim 71 (E) = +00. Ainsi:
n

n—-+oo

4. Soit n un élément de N*.

1 1
= = e 2 —-Alorse 2 =z, X — X cV2r. Donc:
x n

— Sl
8
3
;
3
3

2
Ln

e
-5 = In (6_7) =1In (xn X —Xc 27r> =Ilnz, —Inn+In (c vV 277). En multipliant par —2 il vient :
n

22 =-2Inz,+2Imn—2(cv2r)=-2Inz,+2Inn—In(327)) =2z, +2Inn—In(237).

Alors 22 + 2 Inz, =2 Inn —In (2% 7).

Pour tout élément n de N*, 22 + 2 Inz, =2 Inn —In (22 7).




16

2 2
5. ¢ Vne N, x, + 221nxn 14 ln;vn.
:E'I’L 'fL‘Tl
In 22 In 22
Or, par croissance comparée hm nr 0. Comme hm T, =+o0: lim nf" =
r—4oo I n—-+oo n—-+4+oo l‘n
2121 In 22
Alors lim T T2 0 Tn = lim [(1+ ) — 1 et ainsi xi +2Inx, ~ xi
n——4o0o (E% n—-4o0o {I?% n—-4o0o
2Inn —In(2¢? In(2 ¢
e lim nn—In2e ﬂ-): lim 1—M =1-0=1donc2Inn—In(2c¢>7) ~ 2Inn. Alors:
n—+o00 2Inn n—+o0 2Inn n—+oo

Plus de doute: 22 ~ z2+4+2Inz,=2lnn—-In(2¢7) ~ 2knndoncz? ~ 2Inn.

n—-—4o0o n—-4oo n—-+oo

Cela donne encore |z, ri V2 Inn, puis x, ~ V2 Inn car pour tout n dans N*, z,, > 0.
n—-—+0oo n

— 400

T, ~ V2Inn.

n—-+o0o

Posons Vn € [2,400[, e1(n) =z, — V2 Inn. ¥n € [2,+0[, z, = V2 Inn +e1(n).
im 2 gy C%_Jhm>:1m (1%—921—hm.
n—+00 n——+oo

n—+o0 /2 Inn vV2Inn vV2Inn

€1 (n)

On peut écrire pour n > 2, x, = V2 Inn+e1(n) ot lim =0

n—+oo y/2 Inn

Traduisons !

. ) , ) e1(n)
Il exist t n>2 d Is tell v 2, , Ty =V21 t 1 =
existe une suite (¢1(n)),>2 de réels telle que Vn € [2, +oo, = nn+ei(n) e L SR 0

En clair:| x, =v2Inn+o (\/2 In n) au voisinage de +oo.

6. (a) Soit n un élément de [2, +oo]. 22 +2Inz, =2 Inn —In(2c2 1) et z, = V2 Inn + ,(n).

22 +21Inx, = (\/m—&—sl(n))? +21In (\/M—i—sl(n)).

224+ 2w, =2Inn+2V2Inn e (n)+ (sl(n))2 +2In <\/2 Inn < 2 1 ))
nn
(

)
22 4+2Inz, —2mn=2v2Inn 61(n)+(61(n))2—|—ln(2 Inn)+2In <l—|— El(n) ) Alors:

V21Inn

2v21Innei(n) + (el(n))2 +In(2Inn)+2In (1 + cu(n) ) =22 +2Inx, —2Inn=—In(2c*7). Ainsi:
v2Inn

2v21Inn sl(n)+(51(n))2+2 In (1 + c1(n) ) =-—In(2Inn)-In(2c¢®7) = —In (Inn) —In2—In(2¢* 7). Finalement :
Vv2Inn

2v21Inn e (n) + (gl(n))Q +21n (1 + \/E%) =—In(lnn) —In(47rc?).

Vn € [2,+00[, 2V2 lnn e1(n) + (sl(n))2 +21In (1 + %) =-—In(Inn) —In(4n7c?).

22 +2Inz, —2Inn=2v2Inn e (n)+ (sl(n)) +2Inv2 lnn+2ln(




(b) e Montrons que 2v2 Inn &;(n) + (61(71))2 +21In <1 + j%) n_>~+002\/2 Inn e1(n).

Pour cela nous allons ruser un peu pour éviter de diviser par 2v2 lnn £1(n)...

2 _ o _E1n) .ooaln) 2 _ R
Vn € [2,+00, (e1(n))” = e1(n) V2 lnn\/ﬁ et HEI_EOO \/ﬁ = 0. Alors (g1(n)) e © (51(71) 2 lnn>.

Ceci donne également (El(n))2 =0 (2 e1(n) V2 In n) (1).

. ei(n) < e1(n) ) e1(n)
lim =0doncIn |1+ ~ 2).
n—+o0 /2 Inn V2Inn/ n—=+ /2 Inn @

e1(n) 1 im !
n € [2, +ool, T V2Innei(n) x 5@ ) et lim > )

f

Ainsi \;% e © (2vV2Innei(n)) (3).

(2) et (3) permettent de dire que:In <1 + j;i%) W © (2v2Innei(n)) (4).

(1) et (4) donnent (51(71))2 +1n <1 + c1(n) ) = o(2v2Inne(n)).

21nn/ n—+t

Ainsi 2v2 lnn e1(n) + (61(71))2 +21In (1 + le(lL)) nﬂloonQ Innei(n) =2e1(n)v2Ilnn (5).

e lim (—In(lnn)) =+oo donc —In(drc®) = o(—In(lnn)).

n—-+o0o n—-+4oo

Ainsi —In(Inn) —In(4nc®) ~ —In(lnn) (6).

n—-+oo

(5), (6) et I’égalité de (a) donnent :

2¢1(n)v2Inn ~ —In(lnn).

n—-+o0o

In(lnn) In(lnn)
Posons Vn € [2,+o0[, e2(n) =e1(n) + ———=- Alors Vn € [2,+00[, €1(n) = ————= + e2(n) !
2v21nn 2v21nn

v 2 = 1.

n € [2,+ocl, e2(n) In(Inn) In(lnn) e1(n) +
2v21Inn —In(lnn) . 2v21Inn
————¢&(n) ~ ——2=-1.Alors lim (—————¢;(n)| =-1.

In(Inn) n—+oo In(lnn) n—+oo \ In(lnn)

2v21
Ceci donne encore lim | e2(n SYEBR) o 141 =0.
n—+oo In(lnn)

L In(Inn) . 2v21nn
A 4 2 = ——7F t 1 —— | =0.

nsi ¥n € [2,+ool, ex(n) =~ e, Tealm ot <€2<”) o (In ) >

. . In(Inn) . 2v21Inn
i t t tell v 2 =-——7 t 1 —— | =0.
existe une suite (52(71))7122 elle que Vn € [2, +oo[, £1(n) 2m+82(n) et lim (52(71) n(Inn) )
o In(lnn) ( In(lnn) )
Notons qu’ainsi €1(n) = ————==+0|(—=—==]. Alors:
d ) S T ot 212 Inn

In(lnn) ( In(Inn) )
T, = V2Inn-— +o0 .
n—-+00 2v2Inn 2v21Inn
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7. Soit 2 dans R. Posons ¢ = e~%. ¢ est strictement positif.

Pour tout n dans N*, z,, est (toujours) l'unique élément de |0, +o00[ tel que #(2n) =<
Ty n
Alors, pour tout n dans N*, #(Tn) -
Ty n
. In(Inn) In(47) Inc
a) Soit n un élément de 2, +oof. D’apres le texte xz, = V2 Inn — — — +¢e(n). Alors:
( ) [[ [[ P 2v2Inn  2v2Inn  V2Ilnn ()
In(1 In(4 1
z, —e(n) =v2Inn— n(lnn) — n{4m) __ne =b,+a,(—lnc)=b,+a,(—Ine™) =a, x + b,.
2v2Inn  2v2Ilnn  V2lnn
’ Vn € 2,400, anx + by =z, — £(n). ‘
n b’n 7 . N n b’n n
(b) Montrons que M ~ S Cela revient a montrer que M ~ Pl )
apr+b, n—otoo n anp* +0b, n—+too x,
Pour cela nous allons montrer que ¢(a, x + by,) ~ o(x,) et que a, x + by, L Tne
e Soit n un élément de [2, +oo]. Rappelons que a,  + b, = x, — £(n).
(p(an T+ bn) = (p(mn — 5(n)) — 1 67% (Infs(n))2 _ i 67% (mi72 Tn s(n)+(5(n))2) _ i 67@ o e(n)—1 (5(77,))2

Var V2m V2r

2 ()4 ((n))?

Donc ¢(a, x4+ b,) = ¢(zn) e

Montrons que lim % <(M~3 (£(n)* — 1 et ainsi nous aurons olanz+b,) ~ @(z,) non?
n—-+o0o n—-+oo

1
Pour cela il suffit de montrer que lirJrrl (xn e(n) — 5 (g(n))2) =0.
Tn

V2 Inn

x
Alors lim (zp,e(n)) = lm [ ——c¢(n v21nn> =1x0=0. lim (z,e(n))=0.

lim (e(n)v2Inn) =0et lim (

n—-+4oo n——+oo

Vn € [2,4+o0[, zne(n) =

g(n) V2 Inn. Rappelons alors que x,, ~ V2 Innet que lim (5(71) V2 1In n) =0.

o] n—-+o0o

) = 0. Par produit lim e(n)=0. Ainsi lim (6(n))2 =0.

n—-+o0o n—-+oo

1
vV21Inn

1 1
Alors lim (a?n e(n) — 5 (E(n))2> =0- 3 0 = 0. Finalement lim " =(M=3 (M) — 1

n——+o0o n—-+o00

On a donc Vn € [2,+oo[, ¢(anx +by) = o(xy) e s =3 () ot iy emr e —3 () —

n—-+oo

Ceci permet de dire que p(anz+b,) ~  @(zp).

n—-+o0o
e lim x,=+occet lim e(n)=0donce(n) = o(x,)etainsiz,—ec(n) ~ x,. Donca,x+b, ~ x,.
n—-—+o0o n—-+oo n—-+o0o n—-+4oo n—-+4oo
. . anr+b T c e
Par quotient d’équivalents : Planz +bn) ~ e(an) =~ =
anx+b, n—otoo x, n n

—x

planx+by) e
a, T +b, n—otoo n

1
(C) D’aprés 1. (b)’ vz €]Oa +OO[7 P(Xl > iL’) < QP;‘T) < P(X1 > CC) <1 + .132> :
1
Alors YV €]0, 00|, T M <P(X;>7)< 1 1:)
I+ =@ T
lim (apz+0b,)= lim (2, —e(n)) =+ococar lim z, =+ocoet lim e(n)=0.

n—-+4oo n—-+oo n—-+o0o n—-+oo



Alors il existe un élément n; de [2, +oo[ tel que Vn € [ny, +oo[, anx + b, > 0.

.. 1 , T+ b
Dans ces conditions, Vn € [ny, +ool, - planz +bn)
I+ oy @t by

o(an x + by)
< P(X b,) < Ln L T On)
(X1 >anx+0by) PR

olan x + by)
a, x + by,

1 o P(X;>a,x+by)

1 = o(an x+bn)
1 + (an 2+by)? Ay T+by,

Pour tout n dans [ny,4o00[, an x + b, > 0 et p(a, z + b,) > 0 donc > 0.

Alors pour tout n dans [n, +oo], <1

1 1
li n bn) = d li = = 1.
n 1m (a , T =+ ) —+00 donc n 1m <1 (a Il . )2 ) 1 0

P(X; > anx+by)

Alors par encadrement on obtient: lim = 1. Ce qui donne:

n—-+o0 plan z+bn)
an T+by,
o(an x + by)

P(X;1 > apx+by).

apr +0b, n—o+too

M, —b
Soit n un élément de [2, +oo[. Notons F}, la fonction de répartition de ———- Soit x un réel.

an
M, — b,
F.(z)=P|—<az)=PM,<a,z+b,) :P(Sup(Xl,Xg,...,Xn) <anx+bn).
2%
F.(z) = P({X1 Sanr+btN{Xo<anxr+by}Nn...N{X, <apz+ bn}) Par indépendance on obtient :

Fo(z)=P(X1 <apnx+b,) P(Xa <apxr+b,)...P(X, <apz+b,). Or X1, Xy, ..., X, ont méme loi donc:
Fo(w) = (P(X1 < apo+ bn))n = (1-P(X1 > anu+ bn))".

X1 suit une loi normale donc Vz € R, P(X; < z) €]0,1[ alors Vz € R, 1 — P(X; > z) > 0. Ce qui permet d’écrire :
Fo(z) = (1 -~ P(X; >ap+ bn)>n _ e (1-P(>an 2 ba)

lim (a,z+b,) = —+oo donc lirf Fx, (apx+0b,) =1

n—-+4oo
Alors hIJIrl P(Xy>anx+b,) = liIJIrl (1 — Fx,(apx+ bn)) =0.
Donc n In (1 - P(X; > anx—i—bn)) ~ n ( — P(X1 > anm—i—bn)) =-nP(X1>apz+by).
planz+b,) e
n ln(l — P(X; > anx—l—bn))n_)_s_oo nP(X; > anm—i—bn)n_”roc nianerbn =-n-——=-e"
Alors hIJIrl (n In (1 —P(Xi>anx+ bn))) = —e~ ”. Par continuité de la fonction exponentielle en —e~7 il vient :
lirf F.(z) = lirf em i (1-P(Xa>an wtbn) _ e™® " = G(x) et ceci pour tout réel z. Alors:

M, — by, : . :
la suite ( converge en loi vers la variable aléatoire G.
[£2%
n>1
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