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Corrigé
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1) a) Le vecteur (xl,xz,...,x”) est calculé avec la commande x. " (1 :n), ensuite

on ajoute les ¢léments de ce vecteur donc la fonction Scilab complétée est la
suivante :

function y=f (x,n)
y=sum(x.”(l:n))
endfunction

X X = six#1
1-x 1-x

Sl=nsix=l
k=1

function y=f (x,n)
if x==1 then y=n
else y=(x-x"(n+1))/ (1-x)

donc on peut écrire :

b) Ona f, (x)=

end
endfunction

n

2) La fonction f, est polynomiale donc dérivable etona: f'(x)=> kx

k=1

k-1

Comme xe€[0,1], f (x) =14+2x+..+nx"'>1>0. Par conséquent, f, est
strictement croissante sur [0,1], et comme elle est continue (car dérivable), elle
réalise une bijection de [0,1] sur [0,7]. Comme 1 appartient a [0,n], I’équation

/. (x) =1 possede une unique solution o, dans [0,1].

n+l

3)a)Ona f, (a,)=D of :Zn:a,f +a = f (a,)+art =l+ar .
k=1 k=1

Comme o, >0, on trouve bien :

fn+1(0(’n)21

On a f,,(o,)=1 et, par définition de o, on a f (a,,)=1 donc on en
déduit: f,, (o) = fo (o).

Comme f,,, eststrictement croissante, on obtient: o, > o, .
Conclusion :

(a,), . estdécroissante
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b) La suite (ocn )neN* est décroissante et minorée (par 0) donc elle converge.

4) a) o, est la solution de I’équation x+x2 =1 sur [0,1]. Cette équation s’écrit

~1-5 o —1++5
2 2

x2+x—-1=0 et ses solutions sont : . Comme la premiere de

ces deux solutions est strictement négative, on conclut :

_—1+\/§
2

)

On a V5 <9 donc a, < 3 , c’est-a-dire o, <1. On sait depuis la question

2) que o, appartient a [0,1] donc on a bien :

0<a, <l

b) La suite (o, )

ouégala2,ona: 0<a, <a, et, par croissance de la fonction 7+ "*! sur R,

- ©st décroissante donc, pour tout entier naturel 7 supérieur
on obtient: 0<a’! <a’*'. On a montré a la question 4a) que |a,|<1 donc

lim aj*" =0. Par encadrement, on en déduit :

n—>+00

lim o’ =0

n—>+0

¢) En revenant a la définition de a,,, on sait que f, (ocn) =1, et comme o, est

o o —o ! e )
différent de 1, on a ————"—=1, ce qui s’écrit aussi a, —a'"' =1-a,, ou
I-a,
encore : 2a,—1=o/". Comme lima’'=0, on trouve lim (2a,—-1)=0,
n—>+00 n—+wo
d’ou :
. 1
limo, ==
n—>+o0 2

5) Le script proposé cherche la premiére valeur de x pour laquelle on a f, (x) >1
ce qui implique que celle d’avant (c’est x—0,001) était telle que
f,(x=0,001)<1. On a donc: f,(x—0,001)<1<f (x). En remplagant 1 par
f,(a,), onobtient : £, (x—0,001)< f, (a,)< £, (x).

Par stricte croissance de f,,ona: x—0,00l<a, <x.

Conclusion :

Le script proposé donne une valeur approchée de a, a 0,001 preés par exces
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) =] (o3 [o2 = 102

1) a) Dire que la variable prenant la plus grande des valeurs prises par X|,..., X,
(11 s’agit de M) prend une valeur inférieure ou égale a x, c’est dire que chacune
des variables X,,..., X, a pris une valeur inférieure ou égale a x (sinon, M, ne
serait pas inférieure ou €gal a x). on a donc :

Fy, (x)=P(M, <x) = ()X, < )

k=1
Comme X,, X,, ..., X, sont mutuellement indépendantes, on obtient :

F, (x)= l,jP(X" <x) =1jFXk (x)

Les variables X suivent toutes la méme loi donc : F,, (x)= (F ¥, (x))n :

0six<0
La loi de X; est la loi uniforme sur [0,1] donc Fy (x)=qxsi 0<x<1I
Isix>1
Bilan :
0six<0
FMH(x)z x"s10<x<1
Isix>1

Les restrictions de F), aux intervalles ]-o0,0[, ]I,+oo[ sont de classe C' (donc
continues) en tant que fonctions constantes et la restriction de F,, a l'intervalle
[0,1] est de classe C' (donc continue) en tant que fonction polynomiale (pas si
"poly" que ca d’ailleurs).

De plus lim F,, (x)= im0=0 et lim F,, (x)=F, (0)=0.

Bilan : la fonction F,, est continue sur R et elle est de classe C' sur R, sauf

peut-étre en 0, donc M, est une variable a densité.

0six<0
b) On dérive F,, saufen 0 eten 1, ce qui donne : F), " (x)=4nx"" si 0<x<1.
Osix>1
En posant, par exemple, f,, (0)=0 et f,, (I)=n, on obtient une densit¢ f,, de
M définie par :

0six<0
S, (x)=4nx""si0<x<1

Osix>1
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c) o Les variables M, et M? sont positives et inférieures ou égales a 1 donc,
par domination, E(M,) et E (M nz) existent (car la variable certaine égale a 1

posseéde une espérance et un moment d’ordre 2).
e De plus, comme f;, estnulle ailleurs que sur [0,1], ona:
1
E(M,)= J.le xnx"dx = I;nx”dx = [L x”“}
n+l1 0
Par conséquent :

n
E(Mn)Zm

1
A I _ I n
e De méme, ona E(M? )= J.O x*xnx"'dx = J.O nx"dx = [—2 x’”z} .
n+

Par conséquent :

E(an ):nZZ

d) En appliquant I’inégalit¢ de Markov a la variable (Mn—l)2 qui a une
espérance (car E(M,) et E(M? ) existent) et qui est bien positive, on trouve,

pour tout £ >0 :
E((M,-1))

2

P((M,-1) 2¢ )< -

En développant, on a: E((Mn—l)z)zE(Mn2 —2M,+1) et, par linéarité de
’espérance, on trouve : E( (M, —1)’ ): E(M?)-2E(M,)+1.

En remplacant par les expressions trouvées plus haut, on a :

E((M, -1 ) ="~ 25ty 2 D =204 2) (1) +2)
n+2 n+1 (n+1)(n+2)
. . . 2
Apreés simplifications : E((M 1) )=——=
P b (( " )) (n+1)(n+2)
Finalement :
2
Ve>0, P((M, —1) 2¢ )<
(( ) ) (n+1)(n+2)e

e) La fonction "racine carrée" est une bijection croissante de R, sur R, donc

on a I’égalité des événements ( (M, 1) >¢ ) et ( J(M, 1) > \/8_2) :

L’inclusion < est assurée par la croissance de la fonction "racine carrée" et
I’inclusion o est assurée par la croissance de la fonction "carré".
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On obtient donc : ((Mﬂ ~1) > ¢2 ):( M, —1|=[e]).

Comme £ >0, il reste : ((Mn—1)2282)=(|Mn—1|28).

Avec la question 1d), on trouve :

2
(l’l+l)(l’l+2)82

Ve>0, P(|M,-1]>¢)<

Une probabilité étant positive, on a I’encadrement :

0<P(|M,-1|2¢)< 2

(n+1)(n+2)e

Par encadrement, on conclut :

lim P(|M,-1|2&)=0

n—>+00

Ce résultat signifie que la suite (A/,) converge en probabilité vers la variable
certaine égale a 1.

2) a) Avec le rappel fait, il n’y a pas trop de mystere :

function Y=f (n)

x =grand(l,n, 'unf',0,1)
Y=n*(l-max(x))
endfunction

b) Comme les histogrammes se ressemblent pour une grande valeur de n, on
peut penser que, si n est assez grand, la loi de Y, est "proche" de la loi d’une

variable Z suivant la loi exponentielle de parametre 1. Plus précisément :
e La hauteur du premier rectangle de I’histogramme (1) donne une valeur
approchée de F, (1), la hauteur du premier rectangle de I’histogramme (2) donne

une valeur approchée de £, (1). On en déduit F, (1)~ F, (1).

e La hauteur du deuxiéme rectangle de I’histogramme (1) donne une valeur
approchée de F,(2)—F, (1), la hauteur du deuxiéme rectangle de I’histogramme

(2) donne une valeur approchée de F, (2)—F, (1). On en déduit F, (2) = F, (2).

e Bt ainsi de suite.
On peut donc conjecturer que la suite (¥,) converge en loi vers une variable

aléatoire suivant la loi exponentielle de parameétre 1.

3) a) Pour commencer, comme M, (Q)=[0,1],ona Y, (Q)=[0,n].
Ensuite, par définition, ona: VxeR, F, (x)=P(¥, <x)= P(n(l -M,)< x) .

VxeR, F, (x) =P(1—Mn sf):P(Mn 21—1):1—FM (1—1).
" n n " n
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On remplace selon que 1-X< 0,0< 1-X<loul-Z>1 , C'est-a-dire selon que
n n n

x>n,0<x<n ou x<0.
On trouve :

0six<0

n

Fy(x)=11-(1-2) sio<x<n

lsix>n

b) Pour tout x>0, ona x <n, des que n est assez grand, et ainsi :

F, (%) =1—(1—1)n

n

. e X .
De plus, pour tout » strictement supérieur a x, ln(l ——) existe eton a :
n

F, (x)= l—exp(nln(l—%))

*Six=0,0na F, (x)=0 donc lim F, (x)=0.

n—>+w

. X X X
e Si x>0, alors comme lim —=0,ona: ln(l——) ~ —— (x n’est pas nul donc
n—+owo n nl) +e n

I’équivalent est correct).

On en déduit nln(l—f) ~ —x etainsi: lim nln(l—z):—x.

n +00 n—>+00 n
n

Par continuité de la fonction exponentielle en —x, on a: lim (1 —f) =e*.0Onen

n—>+0 n
déduit: lim F, (x)=1-¢*
n—»+ow n

En regroupant les résultats des deux points précédents, on conclut :

Vx>0, lim F, (x)=1-¢>

n—>+w n

¢) Pour tout x strictement négatif, ona F, (x)=0 donc :

Vx <0, limFYn(x):O

D’aprés les deux limites encadrées ci-dessus, on peut conclure que la suite (Yn)

converge en loi vers une variable suivant la loi exponentielle de paramétre 1.
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T o (o= T

-n 1 1 1 1 n+1 0 0

| BT : N (O 0
1) a)Ona 4= | . . =. N )

oot 1 S () I : 0

1 1 —-n 1 1 0 0 n+l
On en déduit :

A=J—(n+1)I

On trouve ensuite (et ¢’est classique) que J2 =nJ et, comme / et J commutent,
on en déduit 42 =J2 -2(n+1)J +(n+1)° 12 =nJ =2(n+1)J +(n+1)" 1.
En simplifiant :

A2 =(n+1Y I—(n+2)J
b) En remplagant J par 4+(n+1)7, on obtient :
A2 =(n+1)° I =(n+2)(A+(n+1)1) =((n+1)* =(n+1)(n+2)) ~(n+2) 4.

On a donc :

A*=—(n+1)I—-(n+2)4

Un polyndéme annulateur de 4 est donc :

X2+(n+2) X +(n+1)

On sait que les racines de ce polynome sont les valeurs propres possibles de A4, ce
qui montre que les valeurs propres possibles de 4 sont : —1 et —n—1.

¢) Comme 0 n’est pas valeur propre de A (les seules possibles étant —1 et
—n—1<-1), on est certain que :

‘ A est inversible ‘

2) On a, par bilinéarité du produit scalaire (pour les 3°™ et 4°™ ggalités) :

2 1 n 1 n 1 n n 1 n n
D ed X BB B » X

Comme la base (&),€,,....&,) est une base orthonormale de E, les produits

~—

scalaires <81.,8j> sont nuls si i # j et valent 1 si i = j donc il reste :

2 1 & 1 &
Ju| —E§<8fa8f>—m§1—1

Par conséquent, comme une norme est positive :

]l =1
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9w 0n e[ = ene) = L (5o ) ) ()

Par bilinéarité, on obtient : || e, ||2 = n_+1<( g, —<8i ,u>u ),( g, —<el. ,u>u )>
n

Et encore par bilinéarité :

B e (e e R IR B I A R o P

Par symétrie du produit scalaire, on peut simplifier :
eI ”H( e "= 2(s,)" + (s, ) )

Comme ||u ||2 =1let || g, || =1, il reste : || e, ||2 :n_+1(1_<8i ,u>2)
n

Pour finir, on calcule <8. u> :

n B 1 _ 1
<8[,u> < \/ﬁzg > m;<8,‘78j>_ n+1<81‘781’>_ (n—+1 .
on trouve || e || = 1( —L)
n n+1

Conclusion :

b) De la méme fagon, on a :
+1 +1
<el.,ej>:< L (s ) "7(sj_<gj,u>u)>
En développant par bilinéarité, on obtient :

(e, ) =" (e, e )~ (e, u) ., ) (e, ) e, )+ (e (e, o))

n
Par orthogonalit¢ de la base (80,81,...,8n), on a <8l.,8j>=0, on a toujours

1

Vn+1’

n+l( 1 1 1 )
<el,e> 0- - +
/ n n+l n+l n+l

En conclusion, pour tout couple (i, /) d’entiers distincts de [0,n], ona:

<ef’ef>:_%

donc il reste :

|| u “2 =1, et comme précédemment, on a <81. ,u> - <gj ,u> -
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Finalement, on trouve <el. ,u> =0, et ainsi :

viel0,n], e E(VeCt(”))L

d) Montrons que (el,ez,...,en) est libre. Soit donc n réels a, a.,,...,a, tels que
Zociei =0.On en déduit :
i=1
Vke[L,n], <ek , Zaiei> =0
i=1
En développant on obtient (bilinéarité toujours) > o, <ek ,el.> =0, et en se
i=1

souvenant que || e, ||=1, et pour i # j <el.,ej>:—l, ona: o, —lzn:ocl. =0.
n

n i
i#k
En multipliant par —n, on obtient : Vk € [[l,n]] , Zocl. —no, =0.
ok
.. . | | S , o, 0
Matriciellement, ceci s’écrit : L . N =| .|,soit A| .~ |=| .[|.
I - 1 -n/\a, 0 a, 0

Comme 4 est inversible, ce systéme possede la seule solution
o, =0,=.=0a,=0

Conclusion : la famille (¢, e,,...,e,) est une famille libre de F.
Pour finir, comme dim £ =n+1 et dim Vect(x)=1, ona dim(\/ect(u))L =n.

€,

Par conséquent, (el,ez,.. e ) est une famille libre de n vecteurs de F, qui est de

dimension #, donc :

(e,€,,....¢,) estune base de F

4) a) e Tout d’abord, on note que f(x,y) estun réel.

e Montrons que f est linéaire a gauche. Soit donc un réel A et trois vecteurs
X, x, etyde F.Ona:

< +1
f(x +x,,) :Z<7\'xl +Xx, ’ek><y’ek>_n7<7\‘xl +X, ,y>
k=0
Par bilinéarité du produit scalaire, on obtient :
< n+l
S (Ax +x,,y) = Z(}\’<xl ve)+(x, ’ek>)<y’ek>_7(}\’<xl ) +(x,, 1))
k=0

En scindant les sommes, on a :
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+1

S/ (A, +xzay):7‘kzn:<xl ’ek><y’ek>+kzn:<x2’ek><yﬂek>_7\‘xn7<xl ’y>_n7+l<x2’y>

En regroupant les termes en A, on a :
S (hx +x,,p) =

z<xl’ek><y ek> <x1,y>) (Z<x2’8k><y ek>__<x2 V)

Finalement, on a f (Ax, +x2,y):?»f(xl,y)+f(x2,y), ce qui prouve que f est
linéaire a gauche.
e Montrons que f'est symétrique. On a :

F(5.2)= 2500y .0) =) et f(rx)=2r ) (r6) )

Ainsi, par commutativité de la multiplication et symétrie du produit scalaire, on

a: f(y.x)=f(xy).

Conclusion : f'est une forme, linéaire a gauche et symétrique donc :

‘ fest une forme bilinéaire symétrique |

b) e Pour i=; :

n+1 < n+1
€, z) Z<enek ez’ek> " (el,el> <ei’ek>2_7”ei”2'

k=0

Dans la somme, il y a un terme (e,,e)’ qui vaut |e ||>=1 et les n—1 autres

valent <el. ,ej> __1 . On en déduit :
n

n+l1 1 n+l 1 n+l

f(elﬂe)_l—i_z___ 1+I’ZX—2——:1+—__

kviz

Bilan :

f(e,€)=0

ePouri#j:
1
(el,e) Z(el,ek <e/’ek> n;— <ei’ej>

Dans la somme, il y a deux termes (e,,¢,){e,,¢,) et (¢,,e,)(e,,e,) qui valent 1
n

1 g
et les n—1 autres valent <el. ,ef> =——. On en déduit :
‘ n

1 n+l ( 1) 2n n—-1 n+l
+ +

2
f(ei,ef)z——Jr — X . .
’ n j-on n n
k#i
k#j

n

Bilan :
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¢) Comme (el,ez,.. e ) est une base de F, on peut écrire, pour tout x et tout y

de F': xzzn:xiei et xzzn:yiei.
Dés lors, pja:r1 bilinéarité dle:}, ona:

f(x,p)= f(ixiei ,Z:yjej)z iix,-yjf(ei .€;)
D’aprés la question 4b), on a donc : jV(x,y) € F><I]7 , f(x,»)=0.
Par définition de f; ceci signifie :

< +1
V(x,y)e FxF, z<x,ek><y,ek>:n7<x,y>
k=0

d) L’égalité précédente étant valable pour tout x et pour tout y de F, on peut
I’appliquer avec y = x, ce qui donne :

& n+l1
dx.e) =—]x|’

k=0 n

s n
En multipliant chaque membre par 71 on trouve :
n+

n n
ol =3 )

2 0] o] =Y o 2 1=

Partie 1 : étude d’une application définie sur R [ X|
1) e Pour tous polyndmes P et O de R, [X] et pour tout réel A, on a:

o(P+1.0)=(P+20)"

k=0
Par linéarité de la dérivation, on obtient :

n

o(P+20)=3 (PH +101) =3 PO 123 0® = (P)+19(Q)

k=0
L’application ¢ est donc linéaire.

e De plus, si P est un polyndme de R, [X ], c’est-a-dire un polynome de
degré inférieur ou égal a n, alors P,P’,...,P") sont encore des polynomes de
R, [X] donc, par stabilit¢ de R, [X] par ’addition, @(P) appartienta R, [ X].
Conclusion :

¢ est un endomorphisme de R, [ X]
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2) a) Ona ¢(e,) =Y " et comme ¢, est constant (égal a 1), les dérivées ,*,
k=0

pour k appartenant a [1,n], sont nulles et il reste le seul terme ¢, =¢, :

(P(eo) =

Comme ¢, n’est pas nul, I’égalité précédente prouve que :

1 est une valeur propre de @

n n
L ky _, — (k)
b) On a (p(ej) ej—kz;‘ej ej_;ej .

Comme deg(e;)=j, les dérivées e, X, pour k appartenant a [1,n], sont, soit
nulles (si k> j), soit de degré inférieur ou égal a j—1 (si 1<k<j). Par
conséquent :

Vje[l,n]], (p(ej)—ej GRH[X]

¢) Le résultat de la question précédente s’écrit pour tout j de [Ln],

-1
(p(ej)zej+QH, ou HERH[X], soit (p(ej):ej+]2akek, et ainsi, la

k=0
)

~.

colonne donnant (p(e j) s’écrit , le terme égal a 1 étant sur la diagonale de

I R S

0

la matrice. Par conséquent, la matrice de ¢ dans la base B=(ey, e, ..., €,) est de la
1 x ... x

o . . ) . .
forme | . : ceci montre qu’elle est triangulaire et que, comme les

0) . x
0 ... 01
valeurs propres d’une matrice triangulaire sont ses ¢léments diagonaux, alors :

| La seule valeur propre de ¢ est 1

d) 0 n’est pas valeur propre de ¢ donc ¢ est injectif, et en tant
qu’endomorphisme d’un espace de dimension finie, ¢ est bijectif.
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Conclusion :

¢ est un automorphisme de R, [ X]

Remarque. On pouvait aussi écrire : la matrice de ¢ dans @ est triangulaire, sans
¢lément diagonal nul donc elle est inversible, et ainsi, ¢ est bijectif.

3) a) Par linéarité¢ de ¢, ona @(P—P')=¢(P)—¢(P')= Zn:p(k) _anp(kH) .
k=0 k=0

Par "télescopage", il reste : ¢(P—P')=P—P"D.

Comme P appartienta R [X ] , la dérivée P estnulle etona:

o(P-P)=P

b) En composant 1’égalité précédente par ¢! (qui existe car ¢ est bijectif), on
obtient @' ((p(P—P')) =¢~'(P), soit :
(97 °0)(P-P)=0"(P)

Comme @ 'op=1d ona:

R,[x]°

¢ (P)=P-P

On en déduit ¢~ (¢, ) =e¢, et, pour tout j de [Ln] : ¢! (ej) e —e/=¢,—je,

La matrice de ¢! dans la base 3 est donc :

1 -1 0 -+ 0

0o 1 -2 . :
M=|: 1 . 0
“.o-n

0 0 1

¢) Le script Scilab proposé construit la matrice M comme la matrice identité
a laquelle sont ajoutés les termes juste au-dessus de la diagonale qui valent —1,

—2, ..., —n. On en déduit que M est la matrice de ¢! dans la base 3.

La matrice de ¢ est I’inverse de celle de ¢! donc on compléte la ligne ainsi :

Partie 2
4) a) L’intégrale rwt"e‘tdt est le reste de I’intégrale convergente I'(k+1)

donc :

+o0o
j t“e”'dt est convergente
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b) En écrivant P(1)= z a,t* , il apparait que I’intégrale jm P(t)e'dt est une
k=0

. . « g e . , +oo _ .
combinaison linéaire des intégrales j t*e”'dt qui sont convergentes, donc :
X

j m P(t)e™'dt est convergente

5) a) Onaj tdt—hm fdtzlim[ e ] —hm( A+e‘x).

A—+w0 A—>+o0 A—>+o0

Comme lim e =0, on obtlent :

A—>+0

'f Tetdt=e

b) Procédons par récurrence :

+mtoe”a’t=_[+Ooe”a’t=e’ et O'Z—e —O'X—e =e*

e Pour k:O,onaI ol
i zOl

donc on a bien : J. e 'dt = O' 'e
i=0 l

k i
. : . © X
¢ Supposons que, pour un certain entier naturel £, on ait : j ket = k! Te”‘
. i=0 L:
. , . . 9" r 4 — —
Par intégration par parties dans I’intégrale 'f t*le”'dt, en posant u'(t)=e"' et
v(t)=1t*1 on peut choisir u(t)=—-e" etona v'(¢)=(k+1)t*. Les fonctions u et
v sont de classe C! sur R, donc sur tout intervalle [x, A], et ainsi, ’intégration
par parties est licite. Elle donne :

[Frterdr =[]+ (k+1) [ ttedn
Apres développement du crochet, on a :

J:tk+1e—tdt: ktlg=x _ g+l -4 (k_i_l).":ltke—tdt

Comme lim A*'e™* =0 et comme les deux intégrales en jeu ont une limite finie

A—+o0
lorsque A4 tend vers +oo (en effet J-m t*le7'dt et j T tketdt convergent), on a,
apres passage a la limite :

I:}O e 'dt = x*le +(k + l)j ey

X

Par hypothese de récurrence, on sait que 'f thedt = k'Z—e”‘ donc :
i=0 l

o [ ko
J e dt = xFle +(k+1)><k!z.—'e"‘ =xe +(k+1)1) —e™

X
i=0 1: i=0 L:
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xk+1

(k+1)!
k+1 L.

(c’est le terme d’indice k+1), on trouve 'fmt"”e’tdt:(k-%l)!z_—'e*x, ce qui
i i=0 1:

En écrivant x*'e =(k +1)! e et en intégrant ce terme dans la somme

achéve I’hérédité.
e Conclusion :

+o0 ki
VkeN, L tke"dt:k!Z%e‘x

i=0 b-

+00 k i
6) a) D’apres la question 5b), on a : 'f te”'dt = k! %e”‘ :
i i=0 1-
La troisieme ligne du script calcule k£ ! et la sixiéme ligne (affichage de s) prouve
k i
que s représente klzx.—e”‘ (c’est ce qui est demand¢). Par conséquent les
i=0 L.

k
pointillés dans s doivent représenter Zx— Il semble donc que le vecteur u de la

i=0 1
xO 1 xk

quatrieme ligne soit (E’F”F) et on le sommera pour obtenir la commande
donnant s.

Pour calculer u, il faut diviser élément a élément le vecteur (x°, x', ..., x*) par le
vecteur (0!, 1!, ..., k!).

e Premiére méthode: on obtient (x°, x!,..,x*) avec x.”(0:k) et
oL 1, ..., k") avec [1,cumprod(l:k)] : la concaténation est obligatoire,

sinon, avec cumprod (0 : k), on obtiendrait le vecteur nul !
Les commandes complétées sont donc :
u=x."(0:k) ./ [1,cumprod(l:k) ]
s=p*sum (u) *exp (—-x)

e Deuxiéme méthode : on obtient (x!, ..., x*) avec x.” (1:k) et (1), ..., k!) avec
0
cumprod (1:k). En remarquant qu’il reste a ajouter %, c’est-a-dire 1, pour

k i
. X o
obtenir E —, les commandes complétées sont :
i=0 1:

x."(1l:k)./cumprod(1:k)
=p* (l+sum(u) ) *exp (-x)

b) En posant u=¢—x qui est un changement de variable de classe C' sur
[x,+oo[ et bijectif de [x,+o[ sur R,,ona: Jm the 'dt = J.Om(u +x)k e gy
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(u+x)

Comme e~ =e“e™, on obtient :

JM the 'dt = e"".[om (u + x)k e“du

X

. e L, +o0 ko \ . (o
En regardant bien I’intégrale j . (u + x) e du , on pense a une variable aléatoire

Z suivant la loi exponentielle de paramétre 1 (de densité u +— e™ sur R, et nulle
ailleurs) et le théoréme de transfert montre que cette intégrale est £ ((Z + x)k) .

On calcule une valeur approchée de cette espérance par la moyenne empirique
d’un grand nombre (ici 100 000) de variables indépendantes, toutes de méme loi

que (Z + x)k . On peut alors proposer :

k=input ('entrez la valeur de k : ')
Z=grand (1,100 000, 'exp', 1)
s=mean ( (Z2+x) . k)

disp(s)

7) a) e Soit P et Q deux polynémes de R, [X] et A un réel.
Ona: VxeR, (\V(P-i—?x,Q))(X) = e"‘J.:w(PJr XQ)(t) e’'dt.
Par définition de 1’addition des fonctions, on en déduit :
(w(P+20))(x)=e[ " (P()+10(¢))ear
Par linéarité de I’intégration, on a alors :
(v(P+20))(x)=e[ " P()edt++re*[ Q) e at

On a donc :

vxeR, (y(P+20))(x)=(w(P))(x)+1(v(Q))(x)=(w(P)+1y(0Q))(x)
Ceci prouve (définition de 1’égalité de deux fonctions) que :
y(P+rQ)=y(P)+ry(0)
Conclusion : y est linéaire.
e Montrons que si P appartient a R, [X], alors y(P) aussi.

Comme P appartienta R, [X], on peut écrire P(1)= Zn:ak t" etona:
k=0

VxeR, W(P)(x) = e"j:w P(t)e'dt = e"j:wiak the'dt .
: T k=0

- “ - , . . ! +o0
Par linéarité de I’intégration, on obtient : Vx e R, y(P)(x)=¢"> o, I the 'dt .
k=0 *
© k i
On sait, d’apres la question 5b), que .r the”'dt = k!zx_—'e"‘ ,d’ou:

i=0 L:
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n k i n k i
W(P)(x)ze"Zockk!Zx‘—'e"‘ :ZZakk!x.—'. Ceci montre bien que y(P) est
k=0 i=0 L: 1!

k=0 i=0
un polyndme de degré inférieur ou égal a n.
e Conclusion :

v est un endomorphisme de R, [ X ]

b) En écrivant J.:w P(t)e‘tdt = J.;wP(t)e"dt - J.OXP(t) e'dt, grace a la relation
de Chasles, on constate que la fonction x J.OMP (t)e"dt est constante (donc de
classe C' sur R) et que la fonction x > j:P(z)e’fdt est de classe C ' sur R, en
tant que primitive de la fonction continue ¢ P(¢)e™.

Par conséquent, x - J.MP(t)e"dt est la différence de deux fonctions de classe
X

1 . 1
C sur R donc est aussi de classe C~ sur R.

Comme F(x)= e"J. “p (t)e'dt, la fonction F est le produit de deux fonctions de

1 .
classe C " sur R, et ainsi :

‘ F est de classe C! sur R |

Avec 1égalité I:w P(t)e'dt = Iom P(t)edt - I:P(t) e”'dt , on voit que la dérivée
de x> J.XMP (t)e'dt est x+>—P(x)e™ et ensuite, par la formule de dérivation

d’un produit, on trouve : F'(x)=¢" J.:w P(t)e'di—e*P(x)e™.

En simplifiant, on a :

F'(x) = F(x)—P(x)

¢) Si P est un polyndme de Ker(y), ona: VxeR, y(P)(x)=0. Avec la
notation de I’énoncé, ceci s’¢écrit : VxeR, F(x)=0.
En dérivant, on obtient F'(x)=0 et grace a I’égalité F'(x)=F (x)—P(x), onen
déduit: VxeR, P(x) =0.
Ceci prouve que vy est injectif donc bijectif (car y opére dans R, [X ] qui est de

dimension finie)

v est un automorphisme de R, [ X]

8) a) Comme P est un polyndme, vecteur propre de y pour la valeur propre A,

ona: y(P)=AP eten évaluant cette égalité en x, on obtient :
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VxeR, (\|J(P))(x) = KP(x)
Toujours avec la notation de 1’énoncé, ceci s’écrit :
VxeR, F(x)zKP(x) (1)
En dérivant, on trouve :
VxeR, F'(x):KP’(x) (2)

En injectant (1) et (2) dans la relation F’(x) = F(x)—P(x) ,ona:

ALP'(x)=AP(x)-P(x)
Finalement, comme A#0,0ona: VxeR, P'(x) = EP()c) .

Conclusion :

r e r s ’ 7\4 - 1 r A
b) L’égalité précédente montre que P’ et TP sont égaux donc ont le méme

degré. D¢s lors, si A était différent de 1, P’ et P seraient de méme degré (puisque

A—1

TP et P seraient de méme degré), ce qui n’est pas le cas puisque P est non nul

(en tant que vecteur propre).
Conclusion :

| A =1 est la seule valeur propre possible de ‘

¢) 11 faut trouver un polynéme P non nul tel que y(P)=P. Si on se souvient

du calcul fait a la question 5a), on a: J.m e 'dt =e™*. En multipliant par e*, on

X

obtient: Vxe R, e"Lm e”'dt =1. Ceci signifie que :
vaeR, (v(g))(x)=¢(x)

On a donc w(eo) =¢,, et comme ¢, n’est pas le polynome nul, on peut conclure :

| A =1 est la seule valeur propre de |

9) a) Montrons que : VPe R, [X], ¢(P)=wy(P). Il suffit de montrer que ¢ et

vy coincident sur la base 3.
e On a d’une part :

VxeR, ((p(ej ))(x) = Zn:ej(") (x)= Z]:ej("’ (x) (on a enlevé les termes nuls).
k=0 k=0
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i
G-k

‘v’xe]R,((p(ej))(x):i J! x/7

= (J—k)!

En se souvenant que la dérivée A" de x> x/ est x> , on obtient :

En posant i = j—k, on a finalement :

VxeR, ((p(ej))(x) = Z];‘%xl

¢ On a d’autre part, d’apres la question 5b) :

i
On vient donc de montrer que, pour tout j de [[0,7], ona : (p(ej) = q/(ej) .
Conclusion :

Q=

b) Supposons qu’il existe un réel a tel que : Vx> a, P(x)=0. On a alors, pour
tout z de [x,+oo[, P(t)>0 (car t>2x2>a).
En multipliant par e >0, on obtient : P(¢)e™ 20.

Par positivité de I’intégrale ("bornes" évidemment dans 1’ordre croissant : ce sont
xet +oo),ona:

Vx>a, J.m Pt)e'dt>0
Comme e* >0, on en déduit :
Vx>a, e"J. +w P(t)e'dt>0

Ceci veut dire :
Vxza, (\V(P))(x) >0
Grace a la question précédente, on peut remplacer y par ¢, ce qui donne :

Vx2>a, ((p(P))(x) >0
En revenant a la définition de ¢, on trouve bien :

Vx>a, Zn:P(i)(x)ZO

i=0




