EDHEC 2020 ECS

Eléments de correction

Exercice 1

1) Les fonctions (x,y,z) = x et (x,,z) B> e*"*7*D sont de classe C? sur R?
donc fest de classe C? sur R® comme produit de fonctions de classe C? sur R?.
2)Ona:

O (f) (x,y,2)= (1+x(y2 + 72 +1))CX(y2+z2+1) .

02 (f) (x,y,2) = 2x%y X2 +1)

O3 (f) (x,y,2)= D2z X+ 4)
Les points critiques de f'sont les triplets (x, y,z) qui annulent le gradient de f, et on

trouve que le seul point critique de fest 4 = (-1,0,0).

3) a) On calcule les dérivées partielles d’ordre 2 de f.

O () y.2) = (17 + 27 +1)(24x(p? +22 +1)) X075

(/) (5002) =2 (2 (3 42 D)

0% (f)(x,»,2) =2xz(2+x(p? + 2% +1))e* 4=+

a%,z (f)(x,y,Z) =2x2 (1 + nyz)ex(szrzzH)

035 (f)(x,p,2)=4xyz eX(y*+27+)

65,3 ()(x,y,z)=2x> (1 +2xz2 )ex(y2+z2+1)

Pour finir, / est de classe C? sur R donc 03, (f)(x,»,2)=0%,(f)(x,»,2),
02, () (x5,0,2) =02 (f) (% 0,2) et 82, (F)(x,2,2) = 335 () (%, 0,2) .

b) On trouve que la hessienne de f au point A4  est

/e 0 0 .
V2(f)(-10,0)=| 0 2/e 0 | dont les valeurs propres sont A, =— et
0 0 2/e ©
%{2 :z-
e

Les valeurs propres de la hessienne sont toutes deux strictement positives donc f

présente un minimum local m au point 4 etona m=——.
e

4) a) Pour tout (y,z) de R?, on a y*+z2+1>1. Ensuite, en étudiant les cas

x>0 et x<0, on trouve dans les deux cas : V(x,y,z) eR3, f(x,y,z) > xe*.



2 ECS 2020

b) En étudiant la fonction g définie sur R par g(x) =xe*, on trouve que g

admet un minimum global en —1 qui vaut g (—1) __ 1 .

€

On obtient donc avec 4a) :  V(x,y,z)eR?, f(x,,z)2 1
e

Ceci prouve que le minimum local trouvé a la question 3b) est en fait un
minimum global de f'sur R>.

x=1
5) Les points critiques de f sous la contrainte (C ) : { 0 sont les points de
y+z=
=0
(C) en lesquels le gradient de f est orthogonal a (H ) : {x 0 En écrivant
y+tz=

que (V(f)(L,y,—y),(0,1,-1))=0, on obtient : y=z.

Comme z=-y, on a finalement z=y=0 et le seul point critique sous la
contrainte (C ) est (1,0,0).

Ona f(1;0;0)=e et, d’apres la question 4a), on sait que f'(x,y,z)>xe" donc
on a, pour toutréel y : f(1,y,—y)>e.

Ainsi, f présente un minimum global en (1,0,0) sous la contrainte (C ) et la

valeur de ce minimum est e.

6) Sous la contrainte (C'), ona "7+ ) — el = ¢ donc f(x,y,z)=ex.
. . N rg s 1 .
Mais la contrainte (C ) s’écrit x =————, ce qui montre que 0 <x<1.
yi+z2+1

Dés lors, f'a un maximum sous la contrainte (C ') , atteint en (1,0,0) et égal ae.

=] (o] [0 =302

0
1) a) D’apres le cours, on a: F (x)= % si0<x<0.
1

2
b) On a donc : E(X):% et V(X):?—z.

2) a) On peut proposer :

n=input ('entrez n :'")
theta=input ('entrez theta :')
X=grand(1l,n,’unf’, 0, theta)
Y=max (X)
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b) Ona: F,(x)=P(Y, Sx)zP(ﬁ[Xkéx]).
a 0 st x<0
On obtient par indépendance : F,(x) = (%)n si 0<x<60
1 si x>0

¢) La fonction F, est de classe C! sur R sauf peut-étre en 0 et 6 (fonctions
constantes sur |—oo; O[ et ]0; +oof, fonction polynomiale sur ]0 ; 6] ). De plus,

elle est continue en 0 et 6 sans probléme (limites a droite et a gauche faciles a
calculer) donc Y, est une variable aléatoire a densité.

Une densité f, de Y, est une fonction coincidant avec la dérivée de F,, sauf
nxnfl
éventuellement en 0 et 0, donc on peut choisir : f,(x)=41 6~

si 0<x<06

0 sinon

d) Pour commencer, Y, est bien un estimateur de 6 en tant que fonction, ne

dépendant pas de 6, du seul échantillon (X, X2, ..., X;,). De plus, Y, est une

variable aléatoire bornée donc elle a une espérance. Pour finir, on trouve :

E(Y) =) Sy ()ds =2

On en déduit que Y, est un estimateur asymptotiquement sans biais de 0.

o | @

3) Comme Z, =lZn:X[ ,ontrouve: E(Z,)=
n i

En posant Z =2Z,, Z est un estimateur de 0 et E(Z) =0 donc 2; est un

estimateur sans biais de 0.

4) a) Par définition de la convergence de la suite (a,), - vers le réel a, on peut
écrire : Ve >0, Iny €N, Vn>ny, |a, —a|<e.

Des lors, si ’on considére les réels a,,, ainsi que le réel a, comme des variables
aléatoires certaines, on est en droit d’écrire :

Ve>0,3n, eN, Va>ny, P(la,—a|>¢)=0
Ceci prouve que : Ve >0, nl_i)erP(|an —al>¢g)=0.
On peut donc en déduire que la suite (a,), - converge en probabilité vers a et
comme la suite (R,) . converge en loi vers R, alors, d’aprés le théoréme de

Slutsky, la suite (a,R,), . converge en loi vers la variable aléatoire a R .
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b) En écrivant n* (T, —0)=n""xn" (T, -0), et comme lim n*P =0 (car

n—>+o0
a<P), le résultat de 4a) montre que n" (7, —0) convergerait vers la variable

certaine égale a 0, ce qui contredit I’hypothése sur 1’ordre de convergence o.
Conclusion : I’ordre de convergence d’un estimateur est unique.

5) Ona: VxeR, F,(x)=1-F;(—x).
e’ six<0

Comme T suit la loi exponentielle de parameétre l, ona: Fy(x)= ' .
0 I six>0

6) a) n(Y,—0) prend des valeurs négatives ou nulles donc :
vxeR,, P(n(Y,-0)<x)=1

b) Pour tout réel x strictement négatif et tout entier naturel » non nul, on a :

P(n(Y,-0)<x)==F, (9+£)

On vérifie que 0<6 +2<0 dés que n> X , puis en remplagant grace a 2a) :
n 0

vxeR", VneN, nZ—i, P(n(Y,—-0)<x)= (1+i)
0 n

¢) D’aprés ce qui précede, pour tout réel x strictement négatif, en prenant

n>—f, on peut écrire : P(n(Y,—0)<x)= eXp(nln(1+i))_
X no

Ona lim nln(lJri):E d’ou:
n—+o0 ne e
lim P(n(Y,-0)<x)=e""

n—+0
Pour finir, en notant G, la fonction de répartition de n(Y,—0),ona:
Vx#0, lim G, (x)=Fy(x)
n—>+w0
Ceci prouve que n(Y,—0) converge en loi vers la variable aléatoire ¥ (puisque 0

n’est pas un point de continuité de £ ).

On en déduit, par unicité de I’ordre de convergence, que Y, est d’ordre 1.

7) a) D’aprés la question 3), on trouve bien Z, =12(2X ).
n i=1

b) La suite de variables aléatoires (2.X,) - est une suite de variables

aléatoires indépendantes (lemme des coalitions), de méme loi (celle de 2.X),
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2
ayant une espérance E(2X)=0 et une variance V' (2X) =4V (X)= 9 , donc on
3

peut appliquer le théoréme limite central a cette suite, qui stipule que Z,
converge en loi vers une variable aléatoire Z suivant la loi normale centrée

réduite.

zZ, @(Z—e).

¢) On trouve effectivement : Z, =
0

=~ 0 —~= .. 0
De plus, on a \/;(Zn—e):—Zn donc, par composition par x> —x

V3 J3

. 5 . 0 .
continue sur R, vn (Zn —9) converge en loi vers — Z . D’apres le cours sur la
3

2 —~
loi normale, iZ suit la loi & (O,e—) donc vn (Zn —6) converge en loi vers

NE) 3

. . = NP
une variable non nulle. Par unicité, I’ordre de convergence de Z, estégala —.

=] o] (o=

1) a) Soit x un élément de Ker(p)nIm(p).

11 existe  élément de E tel que x = p(z) et p(x)=0.On en déduit x=0.

On a donc Ker(p)nIm(p)={0,}.

Comme dimKer(p)+dimIm(p)=dimE, on conclut : E =Ker(p)®Im(p).

b) e Soit x élément de Ker(/d, — p). On a alors x = p(x), ce qui prouve que
X appartient a Im(p) .On a donc Ker([dE —p) c Im(p).
e Soit x un élément de Im( p), il existe u ¢lément de E tel que x = p(u).
En appliquant p, on obtient : p(x) =X, ce qui prouve que x appartient a
Ker(Id, - p).Onadonc: Im(p)cKer(ld, - p).

Par double inclusion :

Im(p) = Ker([dE —p)

¢) En remplagant Im( p) par Ker(ld E— p) dans 1’égalité obtenue a la
question la), on obtient: E =Ker(p)®Ker(ld,—p), ce qui prouve que les
valeurs propres de p sont dans {0 ; 1} .

e Si 0 est la seule valeur propre de p, alors p est ’endomorphisme nul qui est
diagonalisable.
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e Si 1 est la seule valeur propre de p, alors p est ’endomorphisme identité qui
est diagonalisable.
e Si 0 et 1 sont valeurs propres de p, alors E =Ker(p)®Ker(ld,—p) etp

est diagonalisable.

II existe donc une base de £ formée de vecteurs propres de p dans laquelle la
matrice D de p est diagonale dont la diagonale ne contient que des 0 et des 1 donc
la trace de cette matrice est égale a rg(p).

Onadonc: Tr(p)=Tr(D)=rg(p).

2) On proceéde par récurrence.

e Pour k=1, 0nabien dim(E,)<dim(E)).

e Si l'on suppose, pour un entier k£ fixé supérieur ou égal a 1, que
dim(E, +...+ E,)<dim(E,)+...+dim(E,), alors, d’aprés la formule de
Grassmann, on a :

dim(E, +..+ E, +E,, | )=dim(E, +...+ E, ) +dim(E,, ) —dim((E, +...+ E, )N E,.,,)
D’apres I’hypothése de récurrence, on obtient :
dim(E, +..+E, +E ) <dim(E )+..+dim(E,,,)-dim((E, +..+E, )NE,,,)
On en déduit :
dim(E, +..+E, +E, ) <dim(E))+..+dim(E,)+dim(E,,,)
¢ On a bien montré par récurrence que :
VkeN", dim(E, +...+ E, ) <dim(E,)+...+dim(E,)

Partie 2

k
3) On calcule : g; =qk°qk==zp,-2+ Z pi°p;-

i=1 1<i= j<k
Pour i # j,ona p,op, =0 eton sait que p’ =p, doncilreste: g7 =gq,.

On a bien montré que g, est un projecteur.

4) a) Vyelm(q,), IxeE, y=q,(x)=p,(x)+p,(x)+...+ p, (x). Ceci montre
que y appartient & Im(p,)+...+Im(p, ), etainsi: Im(g,) cIm(p,)+...+Im(p,).

b) e Pour compléter ce qui préceéde, on a, par linéarité de la trace :
Tr(g,)=Tr(p)+Tr(p,)+...+ Tr(p,)

D’aprés la question 1), ceci s’écrit : rg(q, ) =rg(p,)+18(p,)+...+18(p, ).
En utilisant la question 2), on obtient :

rg(q,) 2 dim(Im(p, ) +...+1Im(p,))
e D’apres 4a), la dimension de Im(q, ) est inférieure ou égale a celle de
Im(p,)+...+Im(p,) et d’aprés le point précédent, elle est supérieure a la

dimension de Im( p,)+...+Im(p, ) donc ces deux dimensions sont égales.
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Im(g,)cIm(p,)+...+Im(p,)

rg(q,) =dim(Im(p,)+...+ Im(p,))’
inclusion et égalité des dimensions, que :

Im(g,)=Im(p,)+...+Im(p,)
e Pour finir, I’égalité rg(q,)=rg(p,)+rg(p,)+...+1g(p,), obtenue plus

Pour résumer, on a { ce qui prouve, par

haut peut s’écrire dim(Im(p,)+...+Im(p,))=dimIm(p,)+...+dimIm(p,).

Ceci prouve que la somme Im(g, )=Im(p,)®...&Im(p,) est directe.
Bilan :

Im(g,)=Im(p,)®...0Im(p, )

5) a) Comme Im(gq,)=Im(p,)®..®Im(p,), alors, pour tout i de [1,k], on a
I’inclusion Im(p_/)c Im(q,), donc, pour tout x de E, p,(x) appartient a
Im(gq, ), qui est égal & Ker(q, —1d), etainsi: Vxe E, q,(p,(x))=p,(x).
Onadonc: g, op, =p,

k
b) Par définition de ¢, ,ona: g, o p, :zpioijrpj.

i=1
i#]

k
D’aprés la question 6a), ona g, o p, = p, donc il reste : Zpl. op,=0.
i
En appliquant ceci a un vecteur x quelconque de £, on obtient :
k
vxe £, 3 p,(p;(x))=0

i
i#]
¢) L’égalité précédente peut s’écrire :
p(p () + et p (p,(0))+ 2, (2, (0))+ i (2, () + oot 2 (2, (%)) =0
| S

vecteur nul

La somme Im(p,)+...+Im(p,) est directe donc, par unicité de 1’écriture du
vecteur nul, on a :

vxeE, p(p;(¥)==p,(p,(x)=pu(p;(x)) == p(p; (x))=0
Ainsi, pour tout couple (i, j) de [1,k]” telque i # j,ona p, op,=0.

6) g, est un projecteur si, et seulement si, pour tout couple (i, ;) de [, k]]2 tel

que i #j,ona pop, =6.
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2 0] o] =Y o o 1=

Partie 1 : préliminaires

1) a) On peut proposer :

n=input ('entrez une valeur pour n :')
x=1:n
u=sum(x.”-1)-1log (n)
disp (u)
b) Pour tout ¢ de[k,k+1],on a: ﬁ 1 S% . On obtient alors en intégrant :
+ t

k) -k <t
k+1 k

¢) En sommant cette inégalité pour k allant de 1 a n—1 (avec n>2), on
trouve, aprés quelques étapes : Zl.—l <Inn< Z%—l :
i1 1 k=1 n

On en déduit -+ < u, <1 donc u,, appartienta [0;1].
n

2) a) Comme x €[0;1[, alors, pour tout 7 de [0,x],onazr#1,d’ou:
P k=0 1-1

b) En intégrant entre 0 et x, on obtient, par linéarité de I’intégration :

Toex x "
,;IO t7dt = ~In|1-x|- [ T

X 1 xp
Comme J.o tP7'dt =— etcomme 1—x>0,o0na:
p

2 xP x "
—=-In(l-x)-| —adt
pZ:l 5 n(l-x) J.o -

¢) Pour tout #de [0;x],ona 1-x<1-7<1 et on en déduit :

n n
" < ! < !
I-t 1-x
En intégrant entre 0 et x (bornes dans I’ordre croissant), on obtient :
n+l n
X < Ix t dt < 1 o X
n+l1 01— I-x n+l

) n+l . x "

Comme x €[0,1], lim =0 donc, par encadrement : lim J.
n>+o g+ ] n—+0? 0 1—¢

n+l

dt=0.
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d) D’apres ’égalité obtenue a la question 3b) et le résultat ci-dessus, la série de
p +00
iz X X
terme général — est convergente, eton a : Z —=-In(1-x).
p=1

3) a) e Dans un premier temps, ona: » ¢, = Zaiz_:bj :

k=1 i=l  j=0
Comme tous les termes sont positifs, on peut majorer :

kick Siaiib]‘
=1

-1 j=0
2n 2n 2n—i
e Dans un deuxiéme temps,ona: » ¢, = > a, )b, .
k=1 -1 j=0
2n n 2n—i
Comme tous les termes sont positifs, on peut minorer : > ¢, > > a, Y b, .
k=1 -l j=0

2n n n
Comme 2n—i>n, on peut minorer encore : » ¢, > a,» b, .
k=1 -1 j=0

n n n 2n
En conclusion, on trouve bien: D ¢, <> a, > b, <Y ¢,
k=1 k=1 k=0 k=1

n +00 +00
b) En posant C, =Y ¢, , la suite (C, ) est croissante et majorée par » a,» b,
k=0 =0 j=0

ce qui montre qu’elle converge et ainsi, la série de terme général c, est
convergente.

De plus, en passant a la limite dans 1’encadrement obtenu en 3a), et en notant C la
somme de la série de terme général c,, on obtient : C = 4B.

n

c¢) i) La série de terme général a, =— est convergente d’aprés la question
n

2d) et la série de terme général b =x" est convergente en tant que série

géométrique dont la raison x est strictement entre —1 et 1. Elles sont, bien sir, a
termes positifs puisque x est positif.

ii) On peut proposer :

n=input ('entrez une valeur pour n :')
x=input ('entrez une valeur pour x :'")
u=l:n

v=n-1:-1:0
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k
iii) Avec, pour tout k£ dans N*, a, = x7, et, pour tout k dans N, b, = x*,

. NRT . -1
on obtient, aprés simplification : ¢, = (Z—)x”.
k=1

Partie 2 : étude d’une fonction définie comme somme de série

4) a) Grace aux résultats de la question 3b) et de la question 3c¢) iii), on a :

a0l S e = () (2

n=1 \ k=1 n=l M =
X
b) D’aprés la question 2d), on a » ~—=-In(l-x) et on sait que
n=1 N

ix" :%,d’ou: Vxe[0;1]. f(zn: %)xn :M.

n=0 X n=1 \ k=1 I-x

5) a) En étudiant la fonction 4 qui, & tout réel u de R’ associe u—Inu, on

trouve : Vu >0, h(u)>1. A fortiori, & est positive, donc : Vu >0, Inu<u.

b) Pour tout » de N*, on a, d’aprés ce qui précéde : (ln n)x” <nx".
Comme x appartient a |—1;1[, la série de terme général nx" est convergente
(série proportionnelle a la série géométrique dérivée de raison x). D’apres le
critére de comparaison pour les séries a termes positifs, on conclut que la série de
terme général (Inn)x" converge.

n n

6) a) Grace a la question 1c), on a : (Z%)x” —x" <(Inn)x" < (Z%)x” On peut

k=1 pa
sommer pour z allant de 1 & +oo car les séries en jeu convergent et on trouve :

i(il)x" —:Z:‘x” < f(x) < i(i%)x"

n=1 k=1k n=1 k=1
On a bien : Vxe[0;1], —lr;(l—x)_lx Sf(x)ﬁ—lr;(l—x)
X . S

b) Pour tout x élément de [0;1[, ona:
In(1-x) —In(1-x)
1—x

<1

1+
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Ona lim (1 +—2 ) =1 et par encadrement, on conclut : limﬂ =1.
=\ In(l1-x) 1 —In(1-x)
I-x
—In(1-
Conclusion : f'(x) ~ r;(—x)
- X

7) a) Si on se donne deux réels x et y éléments de [0 ; l[ tels que x <y, alors on
a: (Inn)x" <(Inn)y". En sommant, on trouve f(x) < f(y) .
Conclusion : fest croissante sur [0 ;1] .

~In(1-x)

b) Ona f(0)=0 et lim f(x)=lim————= =+
x—1" x—=>1" 1_.x

On a donc le tableau de variations suivant :

x |0 1|
+o0
f /
0

8) a) ¢ Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1 ona Inn>0 et pour tout
xde [0;1],ona x">0 donc f(x)>0.

e Le premier terme de la somme définissant f(x) étant nul, on a

f(x)= i(ln n)x" , et avec 5a), on en déduit : f(x)< inx” .
n=2 n=2
On trouve bien :

Vxe[O;l[, OSf(x)S

(1-x)

b) ¢ Comme lim
er*(l__x)

déduit que fest continue a droite en 0.

=lim x=0, alors }i_)rg}f(x)=0=f(0). On en

2 x—0"

e En divisant par x > 0 I’encadrement obtenu a la question 8a), on obtient :

PG P

© ()
On obtient, toujours par encadrement : lirg} L{;(O) =0.
X—> x J—

Conclusion : f'est dérivable a droiteen O et f;;(0)=0.



12 ECS 2020

¢) La fonction f est continue sur [0;1] donc Dintégrale j; f(x)dx est
—In(1-x)

l1-x
Grace au critere d’équivalence pour les intégrales de fonctions continues et

—In(1-
positives, j; f(x)dx a méme nature que f 01 %dx .
- X

aln(lx)dx_[(ln(l—x))z}a (n(1-a))

impropre en 1, ou I’on dispose de ’équivalent : f(x) ~

Pour tout a€[0;1[, on a jo .
—X

_ (ln(l—a))2 o 1 —In(1-x) ,
lim~———~—=+0 donc [D’intégrale j—dx diverge et, par

ot 2 0 1-x

1 . .
conséquent x)dx diverge aussi.
q 0 g



