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La présentation, la lisibilité, I'orthographe, laiglité de la rédaction, la clarté et la précisioagraisonnements
entreront pour une part importante dans I'appréiciatdes copies.

Les candidats sont invités a encadrer, dans la needu possible, les résultats de leurs calculs.

lls ne doivent faire usage d'aucun document. Saulksation d'une régle graduée est autorisée.

L'utilisation de toute calculatrice et de tout m@éélectronique est interdite.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére cdujgemble étre une erreur d'énoncé, il la signaleur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raistes initiatives qu'il sera amené a prendre.

Exercice 1

On se propose d’étudier la suit@,),; , définie par la donnée dg = O et par la relation, valable
: uz +1

pour tout entier naturel : u,,; = ”2 :

1) a) Montrer que, pour tout entier naturgbn a : (< u, < 1.
b) Etudier les variations de la suite, §.
c) Déduire des questions précédentes que la(syijeconverge et donner sa limite.

2) a) Ecrire une fonction Pascal qui renvoie lauadeu, .
b) En déduire un programme, rédigé en Turbo Pagaabermet de déterminer et d’afficher la
plus petite valeur de pour laquelle on a : 0k-u, < 1072

3) Pour tout entier natural on posev,, =1-u,.

a) Pour tout entier naturkl exprimery, —v,,; en fonction dey.
n-1
b) Simplifier, pour tout entier naturelnon nul, la somme)_ (v, —V,,,) -
k=0
+00

c) Donner pour finir la nature de la série de teg@eéralv? ainsi que la valeur dd V2.
n=0



Exercice 2

1) On noteB = (e, &, €3) la base canonique de* et on considére I'endomorphisiee [  dont
la matrice dans la bageest :

2 1 2
A=1-1 -1 -1
-1 0 -1

a) Vérifier que I'on aA? # 0 et calculerA3.
b) Déterminer une base)(de Keff ainsi qu’une basé(c) de Imf.
c) Montrer que Infi? = Kerf.

Dans la suite, on considére un endomorphigme(] ® tel que :g2 # 0 et g2 =0, ce qui signifie
gue go g n'est pas I'endomorphisme nul, mais qge go g est 'endomorphisme nul.

En désignant pavl la matrice dey dans la base canoniqaade [ 3, on a donc :
M2z0etM3=0

On se propose de montrer, dans ce cas plus gégéealng = Kerg.

2) a) Montrer que O est la seule valeur propreiplesdeg.
b) Montrer, en raisonnant par I'absurde, que Qaeseule valeur propre dg
c) En déduire, toujours en raisonnant par I'absuadieg n’est pas diagonalisable.

3) a) Justifier qu'il existe un vecteurde (] ° tel queg?(u) # O.

b) Montrer que (1, g(u), g?(u) ) est une base de?, que I'on noteras’.

¢) Donner la matrictl deg dans la base"’.

d) Déterminer Ing et donner sa dimension. En déduire une base dg. IRewr finir, déterminer
Im g2 puis conclure.

Exercice 3

Dans cet exercice, la lettnedésigne un entier naturel.

On dispose d’'une urne contenant au dépdrbules blanches eh€2) boules noires. On dispose
également d’une réserve infinie de boules blanehédg boules noires.

Pour tout entier naturg] on dit que I'urne est dans I'éfatorsqu’elle contient boules blanches et
(j + 2) boules noires. Au départ, I'urne est donc dateti.

On réalise une succession d’épreuves, chaque épsewderoulant selon le protocole suivant :
Pour tout entier natur@¢inon nul, si 'urne est dans I'étgton extrait une boule au hasard de l'urne.
 Si I'on obtient une boule blanche, alors cettelbaotest pas remise dans l'urne et on enleve de
plus une boule noire de I'urne, l'urne est alorsgléetat (j—1).
* Si I'on obtient une boule noire, alors cette baederemise dans I'urne et on remet en plus une
boule blanche et une boule noire dans l'urne, Bugst alors dans I'étaj€1).

1) Dans cette question, on suppose gquel ('urne contient donc une boule blanche eb8lés
noires) et on not¥X; la variable aléatoire égale au nombre de bouksschles encore présentes dans
'urne apres la premiére épreuve)etla variable aléatoire égale au nombre de boulasches
encore présentes dans I'urne aprées la deuxiemavapre

On admet queX; et X, sont définies sur un certain espace probabili3¢ 4, P) que l'on ne
cherchera pas a déterminer.



a) Donner la loi d&;.
b) Utiliser la formule des probabilités totalesipdéterminer la loi de..
c) Simulation informatique de I'expérience aléatalécrite ci-dessus.

On rappelle que randomj(renvoie au hasard un entier compris entrerf-dt
Compléter le programme suivant pour qu'’il simukxpérience aléatoire décrite dans cet exercice
et pour gu'il affiche les valeurs des variablesat&esX; et X.

Program simul ;
Var X1, X2, tirage : integer ;

Begin
Randomize ;
tirage : = random(4) ; If tirage = 0 thedd : = ------ elseXl : = ------ ;

If (X1 =0) thenX2: = ------
Else begin tirage : = random(6) ;
If tirage <=1 therk2 : = ------ elseX2 : = ------ ;
end ;
Writeln (X1, X2) ;
end.

On revient au cas général €st donc un entier naturel quelconque supérieugégal a 1) et on
décide que les tirages s’arrétent dés que I'urneonéent plus de boules blanches.

Pour toutj de ] , on note alorE I'événement : « I'urne est dans I'éfanitialement et les tirages
s'arrétent au bout d'un temps fini ». On pgseP(E)) et I'on a bien si& = 1.

2) Montrer, en considérant les deux résultats ptessidu premier tirage (c’est-a-dire au début du
jeu lorsque 'urne est dans l'étgtque :

OnO0 ", e, =

2
€1t €n+1.
2n+2 2n+2

3) a) Montrer par récurrence quendl , €, = €n41.
b) En déduire que la suite,) est convergente.

On admet pour la suite quém e, = 0.

n- +oo

4) Pour tout entier natural on posau, = (n+1)e,.

a) Pour tout entier naturelde 0 “, écrireu,.; en fonction del, etuy 1.
b) En déduire I'expression dg en fonction den ete;.

c) Montrer enfin que I'on alln0( , e, = (Zel—l)i + i.
n+l n+1

Déterminer la valeur dey, puis en déduire, pour tout entier naturefexpression de, en fonction
den.

Probleme
1-|x| si xO[-1,1]
1) On considere la fonctidndéfinie pour touk réel par f(x) = :
0 sinon

a) Calculerj; f (x) dx. En déduire sans calc@f1 f (x) dx.

b) Vérifier quef peut étre considérée comme une densité.

3



On considere dorénavant une variable aléadjrdéfinie sur un espace probabilige, (2, P), et
admettant comme densité.

2) a) Etablir I'existence de I'espéranceX]guis donner sa valeur.
b) Etablir I'existence de la variance ¥epuis donner sa valeur.

3) Montrer que la fonction de répartition ¥enotéeF , est définie par :

0 six<-1
2
%+x+x? si —1<x<0
FX(X): 1 X2
~—+Xx-— si0O<x<1
2 2
1si x>1

On poseY = |X]| et on admet qu¥ est une variable aléatoire a densité, elle aussiid sur 'espace
probabilisé Q, 4, P). On noteFy sa fonction de répartition.

4) a) Donner la valeur dB, (x) lorsquex est strictement négatif.

b) Pour tout réex positif ou nul, exprimeir, (x) a l'aide de la fonctiory .
c) En déduire qu’'une densité Yest la fonctiorg définie par :

2(1-x) si xO[0,1]
9(x) =

0 sinon
d) Montrer queY possede une espérance et une variance et lesaéter

5) On considere deux variables aléatolestV, elles aussi définies suR( 4, P), indépendantes et
suivant toutes les deux la loi uniforme sur [0, 1].
On posd = Inf (U, V), c’est-a-dire que, pour toutdeQ, on al (w) = Min (U(®), V(o) ).
On admet qué est une variable aléatoire a densité, elle awsfsnid sur 2, 4, P), et on rappelle
que, pour tout réel, on aP(l >x) =P([U >Xx] n [V >X]).
Pour finir, on noteF, la fonction de répartition de

a) Expliciter F, (X) pour tout réek.

b) En déduire quesuit la méme loi qu¥.

6) On considére plus généralememariables aléatoireX;, X,, ..., X, (n=2), toutes définies sur
(Q, 4, P), indépendantes et suivant la loi uniforme suJ0On posel, = Inf (Xy, X, ..., X,).

Déterminer la fonction de répartition de et montrer que la suitéln) converge en loi vers une
variable aléatoire dont on précisera la loi.

7) Simulation informatique de la loi dé
Compléter la déclaration de fonction suivante ppuelle simule la loi dey.

Functiony : real ;
Var u,v:real;
Begin
Randomize ;
u:=----- e :
If (u<v) theny : = ------ elsey : = - :
End ;



