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Exercice 1

ORI Sl T, B srotées de 1 & n. On tire une boule au hasard dans I'urne. g;
Une urne contient n boules indiscernables au toucher et numerotees de 1 & . les boules suivantes : une boule numérot¢

tte boule tirée porte le numéro k, on place alors dans une seconde urne toutes les bo ée
(& i Wy (S ™ ) > v - . .

Ané ¢ - = 11 k] 7 boules numérotées j, jusqu’a k boules numérotées
1, deux boules numérotées 2, et plus généralement pour tout j € [1. k], 5 b

" " > cher. On effectue alors un tirage au hasard d'ype
k. Les boules de cette deuxieme urne sont aussi indiscernables au toucher. O

boule dans cette seconde urne. b

o : By 4 s srnidre » tirée et on ni
Et on note X la variable aléatoire égale au numéro de la premiere boule ti

numero de la deuxieme boule tirée

ote Y la variable aléatoire égale ay

1. Reconnaitre la loi de X et donner son espérance et sa variance.
2. Déterminer Y (02).
3. Soit k € [1.n]
(a) On suppose que 'événement [X = k| est réalisé. : y
Déterminer, en fonction de k, le nombre total de boules présentes dans la seconde urne.
(b) Pour tout entier j de [1,n], exprimer Pix=k)(Y = j) en fonction de k et j.
On distinguera les cas j < k ouj >k + 1.

I (a) Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout entier naturel k& non nul,

1 _a+ b
k(k+1)  k k+1°

(b) En déduire que, pour tout élément j de Y(Q),

PY-=7) =
{ ) 1(n+1)
£ .o » g o n+2
5. Justifier que ¥ admet une espérance et montrer que E(Y) = 3

6. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
(n+1)(4n +5)
18
n? -1
18
8. (a) Ecrire une fonction en langage Python, nommée seconde_urne, prenant en entrée un entier naturel k non nul.

et renvoyant une liste contenant 1 élément valant 1, 2 éléments valant 2.. . .. J €léments valant j, ..., jusqu’a
k éléments valant k.

Par exemple, I'appel de seconde_urne(4) renverra (12,23, 85 3, 4, 4, 4, 4].

7. (a) Montrer que E(XY) =

(b) En déduire que Cov(X,Y) =

(b) Recopier et compléter la fonction en langage Python suivante pour qu'elle prenne e

n entrée un entier naturel n
non nul, et qu'elle renvoie une réalisation du couple de variables aléatoires (X,Y).

import numpy.random as rd

def simul_XY(n):

G5 R A A

urne2 = seconde_urne(_____ )
nb = len(urne2)

i = rd.randint(0, nb)

Y =

return X, Y




lA).‘\.n.\ toute (:(‘l‘(‘ .(111('\1‘1()11, on suppose n = 20. On simule 50 réalisations du couple de variables aléatoires
I"aide de la ‘lmn’ll(‘»n simul_XY définie a la question 8b). On représente alors les valeurs
nuage de ])’oml& out les valeurs des réalisations de X sont représentées en abscisse
en ordonnée. On trace également, sur la méme figure, la droite de régression linéaire associ
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(¢) On considere la fonction en 1
1 P 5 )
e = ! 1 ]dll}_{dul Python suivante, prenant en entree urn entier naturel n non nul.
R ——

fonction(n):

liste = [0]*n

for 1 in range (10000):
J = simul _XY(n)[1]

liste(j-1] = liste(j-1] + 1/10000
return liste

Quelles valeurs les éléments de la liste renvoyée permettent-ils d’estimer ?
(X,Y) a
obtenues sous forme d'un
et les valeurs des réalisations de Y
ée & ce nuage de points.

(a) I)"l“"“l““"'r par un calcul une valeur approchée des coordonnées du point moyen du nuage de points. Quel
théoreme de probabilités permet de justifier cette approximation ?

>, o O T ¢ < 3 I . 7 T Okt
(b) Parmi les figures représentées ci-dessous, en justifiant soigneusement votre réponse, indiquer celle qui correspond

au nuage de points et A la droite de régression linéaire étudiés.
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Exercice 2
On considére la fonction f définie sur |0, + o par :

vz €)0, +o9[ f(x) = \-ﬁ

On rappelle que 2 < e < 3
: réel : » 10, 400] ¢
1. (a) Montrer que f est dérivable sur 10, +oc[ et que, pout tout réel  de | [
(xz—1)
/7 (55 IS, Qe s Z) .
i 2z \#)

Al o 1oe limites suivantes lim f(z) et lim  f(z).
(b) Dresser le tableau de variations de f et déterminer les limites suive ra(}f( ) Am f(z)

(¢) Tracer I'allure de la courbe représentative de f i l
(d) Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal & 2, I'équation f(z) = n, d’'inconnue z dans |0, +-00[, possede

exactement deux solutions u, et vy, , avec :
O<u, <l<wvn.

(a) Montrer que la suite (vy,), >2 est croissante.
(b) Montrer par Pabsurde que la suite (vn)n32 te
3. (a) Montrer que la suite (u,),>2 est décroissante.

(b) En déduire que la suite (i, )nz2 converge

Dans les questions qui suivent, on note ¢ la limite de la suite (Un)nz2 -

nd vers +oc quand n tend vers +00.

(¢) Montrer par 'absurde que £ = 0.
(d) En déduire que lim n*u, =1 puis un équivalent simple de u, lorsque n tend vers +oc.
=+
1. (a) Soient n un entier supérieur ou égal a 2 et € un réel strictement positif.
On cherche A déterminer une valeur approchée de u, avec une marge d’erreur inférieure ou égale a = .
On rappelle pour cela le principe de 1'algorithme de dichotomie.
e On initialise deux variables a et b en leur affectant respectivement les valeurs 0 et 1.
e Tant que b —a > &, on répete les opérations suivantes.
On considere le milieu ¢ du segment [a, b] . Par monotonie de f sur ]0, 1], en distinguant les cas f(c) < n
et f(¢) > n, on peut déterminer si u,, appartient a l'intervalle [a, c] ou a I'intervalle [c. b].
Selon le cas, on met alors & jour la valeur de a ou de b pour se restreindre au sous-intervalle approprié.

- b s ] i
, qui constitue une valeur approchée de u,, a ¢ pres.

3 -
e On renvoie finalement la valeur
Recopier et compléter la fonction en langage Python suivante, prenant en entrée un entier n supérieur ou égal
4 2 et un réel strictement positif eps, et renvoyant une valeur approchée de u, a eps prés en appliquant

I'algorithme décrit ci-dessus.

import numpy as np

def approx_u(n, eps):

a =20

b =1

i 00 L T S S RO S
¢ = (a+b)/2

if np.exp(c/2)/np.sqrt(c) < n:

return (a+b)/2

(b) Ecrire une fonction en langage Python, nommée SP, prenant en entrée un entier N supérieur ou égal a 2 et un
Py pe s e .V
réel strictement positif eps et renvoyant une valeur approchée de la somme E U, A eps pres
L n c

. . o . :(.)
On pourra faire appel a la fonction approz_u définie a la question pr((‘(‘drnfnf)

B
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partie 1

On considere la matrice A ! 0

nnote f I'e : & . ; ,
kb note f I'endomorphisme de R* représenté par la matrice A dans la base
canonique @ (e1,€2.€3,€4) de R

1. On considere les vecteurs suivants de R? .

U =i(=1,1,0, 3
1), wp=(0,~1,1,0), uz = (0,1,1,0), wus=(1,0,0,1)

On note & = (uy, ug, uy, uy).
(a) Montrer que 2 est une base de R4

b) Déterminer e 2 ¢ & s as!
{ 1a Ce represen ative (](‘ j (J‘lll\ la base 4
| LT I 1

(¢) En déduire une matrice P de e Lt
de . (R) inversible ot une matrice T de .#,(R) triangulaire telles que A = PT'P

Calculer A% et A*, puis vérifier que A3 = 442 — 44

b) Montrer par récurrence ) : i
( aue, pour tout entier naturel n non nul, il existe deux réels a, et b, tels que
T 2
A" =g, A° +b,A.

verifiant, pour tout entier naturel n non nul. Qn+1 = 4a, + b, et by = —4da
4 n+ T n-

Montrer que, pour tout entier naturel n non nul

w

Ani2 =4any) —4a, .

(b) Déterminer, pour tout entier naturel n non nul, une expression de a,, en fonction de 7.
') En déduire, pour sntier naturel : .
(c) pour tout entier naturel n non nul, une expression de b, en fonction de n.

4. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul,

Rl 0 0 on-1
An o | (wse1)20% - 282L gpnt (n  gjon-2
(n41)272 on=t on=k in. jyon~2
izl 0 0 on=1
Partie 2
Soient p un entier naturel non nul et G' un graphe non pondéré orienté & p sommets. On note sq., 51, - . . , : sp1 les sommets
de G.
5. (a) Rappeler la définition de la matrice d’adjacence du graphe G'.

(b) Soient n un entier naturel non nul, 2 un entier de [1,p] et j un entier de [1,p].
Rappeler sans justification l'interprétation du coefficient situé a la ligne 7 et a la colonne j dans la matrice M" |
ou M est la matrice d’adjacence du graphe G.

6. Dans cette question uniquement, on suppose que p = 4 et que la matrice d’adjacence du graphe G est la matrice

L 0503

RS e, : :
A= § . g étudiée dans la partie 1.

150 =057

(a) Représenter les sommets et les arétes du graphe G sous forme d'un diagramme.
(b) Le graphe G est-il connexe ? Justifier votre réponse.

(¢) Soit n un entier naturel non nul.
Déterminer le nombre de chemins de longueur n menant du s3 au sommet sg .

Tournez la page s.v.p.
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s oénéral décrit au début de la partie 2.
T D ‘tte question et les suivantes, on revient au cas gene ral décrit ¢ o e
7. Dans cette qu 3 smmet ¢ est un voisin de quand s # t et (s,t) est une arréte dy graphe
S( 5 < e }
est pas forcément un voisin de ¢.
listes telle que, pour tout entier k de [0,p — 1], Ia

Soit s un sommet de G. On dit que le : -
L oisi » 8, alors 8
Comme le graphe est orienté, si f est un voisin de s, alor
. ! 4 » liste de p sous-
On appelle liste d'adjacence du graphe G . une liste de p

ous les numéros des sommets voIsins de sy .

sous-liste située & la position & contient t s
Par exemple, la liste d’adjacence du graphe étudié a la question 0 €

L = ([0, 31, [0, 1, 21, [0, 8, 2], [0, 3]]
‘e matrice_vers_liste, prenant en entrée la matrice d’adjacence g

Ecrire une fonction en langage Python, nommeé ena :
ot renvovant la liste d’adjacence de G.

d'un graphe G (définie sous forme de liste de listes) honit
e e T . srmetts ‘obtenir la longueur du plus court chemin menant
8. On cherche & écrire une fonction en langage Python permettant d’obtenir l¢ g
d'un sommet de départ s, & chaque sommet du graphe G'. 6 S
: : : . srvenir les variables suivantes :
On souhaite pour cela appliquer un algorithme faisant intervenir les variables suivz
' Sy s T ATE w e s ition k sera égal, a la fin de Palgorithme. 3 |
e Une liste distances A p éléments, oul I'élément situé & la position k sera égal, a la alg ala
. P S Y ot Sk,
longuenr du plus court chemin menant du sommet de départ s; au sommet s
e Une liste a_explorer contenant tous les sommets restant a traiter.
e Une liste marques contenant tous les sommets déja traités.
Nous donnons ci-dessous la description de I'algorithme :
e Initialisation des trois listes décrites ci-dessus :
o Initialement, chaque élément de la liste distances est égal & p, a I'exception du sommet s; anquel on
affecte la distance 0.
© La liste marques ne contient initialement que le numéro du sommet de départ s;,
¢ la liste a_explorer ne contient initialement que le numéro du sommet de départ s, .
e Tant que la liste a_explorer n’est pas vide, on répete les opérations suivantes :
© Nommer s le premier sommet de la liste a_explorer, et le retirer de cette liste.
© Pour chaque voisin v du sommet s : si v n’est pas dans la liste marques, on I'ajoute a la liste marques, on
I'ajoute & la fin de la liste a_explorer, et on lui affecte une distance égale a distances[s]+1.
(a) On considere le graphe orienté G étudié A la question 6.
Donner la valeur de la liste distances & I'issue de I'exécution de I'algorithme décrit ci-dessus, lorsqu’on 'ap-
plique au graphe G en choisissant s, comme sommet de départ.
(b) Recopier et compléter la fonction suivante, prenant en entrée la liste d’adjacence L du graphe G et le numéro
10 du sommet de départ s, , et renvoyant la liste distances apres exécution de I'algorithme décrit ci-dessus.

def parcours(L, i0):
P = len(L)
digtances = -~ _.___
distances [i0] = 0
aexplorer = . ____~__
marques =
while

if v not in marques:
marques .append (v)

return distances

(¢) Modifier la fonction précédente pour qu’elle renvoie la liste de tous les sommets s pour lesquels il existe un
chemin menant du sommet de départ s; au sommet s .
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Annexe - Fonctions Python utiles

Manipulation de listes

On suppose que L désigne une liste i n éléments

e L'opérateur de concaténati g i '
li I- e likte ? wcaténation +, appliqué entre deux listes, renvoie la liste obtenue en plagant les éléments de
a seconde liste a la suite de ceux de la premiere liste

Par exemple, [1, 2, 5]

{ y [ 52, BT a[d snvoie la liste

l ’ [4, 3] renvoie la listc L, 2,5, 4, 3]
o L opcrateur *, appliqué entre i

[ ppliqué entre une liste L ot un entier n, renvoie la liste obtenue en concaténant n fois la liste L

avec elle-méme

) N y > . .

Par exemple, [1, 4, 2]1*3 renvoie la liste [1,.4y 2, 454, 2 1, 45 2]
e La fonctio ) K ) i ilé

tion len prend en argument d'entrée une liste et renvoie le nombre d'éléments dans cette liste

e Laco ¢ > y ! 'é h 1

La commande L.append(x) permet d'inclure 'élément x & la fin de la liste L.

e Pour tout entier i entre 0 et n— 1, Li] désigne 'élément d'indice i de la liste L (les indices commencent & 0).

e Pour tout entier i entre 0 et 7 — 1, la commande del L[i] retire de la liste L I'élément situé a la position 1.

St > & Nao
Par exemple, a 'issue des instructions

{L 6, 4, 8 1] P

sl

|\i('] |15 Eaty

la hste L vaut [5, 8, 1]

La librairie numpy

e Iixemple d'importation : import numpy as np

o Les opérations +, -, %, /, #*, lorsqu'elles sont possibles, peuvent étre réalisées entre denx tableaux Numpy de
dimensions compatibles et agissent alors coefficient par coeflicient

e Les fonctions np.sqrt (racine carrée), np.abs (valeur absolue), np.log (logarithme népérien) et np.exp (fonc-
tion exponentielle) s’appliquent & une quantité numérique ou a un tableau Numpy de nombres. Dans ce dernier
cas, les fonctions sont appliquées a chaque élément du tablean donné en argument d’entrée

La hibliotheque numpy.random

e [ixemple d'importation : import numpy.random as rd

e La fonction rd.random, appelée sans argument d'entrée, renvoie une réalisation aléatoire de la loi uniforme sur

Pintervalle [0, 1. 11 est également possible de spécifier les dimensions d’un tableau Numpy en argument d’entrée

pour obtenir un tableau dont les coefficients sont des réalisations indépendantes de la loi uniforme sur [0, 1.

o La fonction rd.randint prend en entrée deux entiers n et p (avec p > n) et renvoie une réalisation aléatoire de

la loi uniforme discréte sur [n,p — 1].




