
Ir---.rrecflcomc!
w w w . e c r r c o m e . o r g

B a n q u e  d ' é p r e u v e s  c o m m u n e s  a u x  c o n c o u r s  d e s  E c o l e s
escbordeaux/e u romedmarseil le/ic nnancy/escreims/escrouen/esctoulouse

coNcouRs D'ADM|SS|oN 2005

MATHEMATISUES
Option Scientifique

-und i  2  mo i  2005 de  Bh00 à  
, |2h00

Durée :  4 heures

Condidot bénéf ic iont  de lo mesure <Tiers-temps, :  Bh0O-. |3h20

Aucun document n'est outorisé. Aucun instrument de cqlcul n'est outorisé.

[énoncé comporte 6 poges

Les condidots sont invités ô soigner lo présentotion de leur copie, ô mettre en évidence les
pr incipoux résulTots,  à respecter les notot ions de l 'énoncé et  ô donner des démonstrot ions

complètes -  mois brèves -  de leurs of f i rmot ions.

Tournez lo poge SVP



1. EXER,CICE

L'espace IR3 est muni de son produit scalaire usuel. Tlois réels a,b,c étant donnes. on
pose :

la  c  b l
M(o,ô , r : )  :  l c  a*b  

"  I
Lb c  a)

1. Déterminer trois matrices I, J, K dont les coefficients ne dépendent pa.s de a,b,c,telles
que :

M(o ,b ,c )  -  a I  *bJ  *cK
Calculer .f2, I( et K3. Déterminer rure relation entre I,J et If, ainsi qu,un
polynôme annulateur de K.
Quelles sont les rraleurs propres possibles de K ?

2. Jnstifier qu'il existe une matrice P e rVts(R) inversible, telle que D : (tp)Kp soit
une matrice diagonale.
Déterminer P eb D vérifiant les conditions précédentes et telles que d11 < d,22 I dn
(où di; est le coefrcient d'indices i, j de D.)

3. En ecrivant M : M(u b, c) en fonction de I, K,If , déterminer la matrice (tp)Mp.
En deduire les valeurs propres de la matri ce M.
Discuter suirrant les valeurs de a,b,c le nombre de rraleum propres distinctes de M
et preciser dans chaque c&s les sous-espaces propres associés-

4. onsuppos€ dans cette question a : 4, b : 2, 
" 

: rtet on note M : IuI(4,2, rt).
(d \  / ' \

Onpose  X '  :  |  !  |  : ( ,p )X ,où  X :  I  a  I
\ t  )  \ ;  )

a. On définit la fonction .f sur R.\ {(0,0,0)} par :

f  (r,v, z\ :

i. Montrer que llXll2 - llx,ll'puis que

.  A* +2f  +B*
f  (x,y,4:  

*rT; ,  + / ,



ii. Montrer que 2 et 8 sont respectivement les minimum et maximurn de /
sur lR3\ {(0,0,0)} et déterminer les points en lesquels ils sont atteints.

b. On cherche drfuormais à résoudre l'équation 82 : M d'inconnue B e Â4s(R).

i. Soit B une solution de l'équation (s'il en existe).
Montrer que B et M commutent.
En déduire que si X appartient au sous-espace propre,El de M attaché à
la'ualeur propre À, alors BX appartient aussi à Er.
Montrer que læ vecteurs propræ de M sont également vecteurs propres

de B.
Justifier alors que L: (IP)BP est une matrice diagonale.

ii. Resoudre l'équation A2 : (t P)M P d'inconnue A et donner le nombre de
solutions de l'équation B2 - M.

2. EXER,CICE.

On définit une suite réelle (tr,,),,,6p par :

q à 0 et, pour n 2 !, u.: t6Tur-t

1. Montrer que pour tout entier fr, un >- rt.

2 .

a. Montrer que:

vc € IR.+, .,/t < |tr +"1.

b. En déduire que pour tout entier n, un ( n * 
fr o*t que la zuite (3rl;,,r,

converge vers 0.

c. Montrer que la suite 1k1n)t cotrvêrge vers 0, puis en remarqnant que, pour

tout entier ?? non nul, 1 * Ort- 
\É;Ç, 

en déduire un équivalent de tl,,

en *oo.

3. Onpcrsetrl,r : lrn rt. Al'aide d'un développement limitéen0de \Æ +;,montrer
que la suite (tr,,),,çp admet une limite I que I'on précisera.
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4. Calculer

^I1t(fr - !Ç1) poi. ,g1t(". - r'-,)-

Justilier alors qu'il existe un entier natruel No tel que pour tout entier n, si n ) No

alors zr, 2 u"-t * 
i.

Montrer eu€ 1/n11 : u* est du signe de I * ud - 11n-1, puis que la suite (u") est

croissarrte à partir d'un certain rarlg.

b. Ecrire en langage Pascal une fonction récursive ayant pour nom suite qui calcule

le terme d'indice n de la suite lorsque uo:7.

3. PROBLEME.

X et Y étant deux rariables aléatoires réelles, définies sur un même espace probabilisé,

indépendantes, admettant pour densités respectives .fx et fv, on rappelle que la fonction

à déûnie par 
,+oo

h(n) - J_* flxft\fy(x - t)dt

est nne densité de la variable aleatoire X +Y.

Partie I : Un calcul dtintégrale.

1. Déterminer pour quelles valeurs du réel o I'integrale Jo converge oùr

J,: Io*
dt

(1 + tz;" '

2. A l'aide d'une intégration par parties, montrer gue, pour tout reel a supérieur ou

ega là1ona :

1,.*6$*at:|t'
En déduire que, pour tout reel c supérieur ou égal à 1 on a :

Ja+t:r#r"

3. Calculer fi.
Pour n entier supérieur ou égal à 1, calculer Jr,.
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Partie II : Loi de Student à n degrés de liberté.

Pour n € N*, on défrnit sur IR la fonction g,. pax :

Vt e IR, g^(t):(r + t1-"*!

1. Justifier que, pour tout n € N*, il existe un réel Ç tel que la fonction f^: 
{O^

soit une densité de probabilité.
Exprimer ,h" à I'aide de J"p. (On pourra, en justifiant sa validité, utiliser le

+
changement de variables u - -,t

,/;.).

2. Soient (O, /, P) ,* eqlace probabilisé et X une rrariable aléatoire définie sur (CI, A, P),
de densité /". (O" dira que X suit rure loi de Student à n degrés de liberté).

a. Montrer que X admet une espérance si et seulement si n ) L et la calculer
dans ce ca.s.

b. Montrer que X admet une variance si et seulement si n ) 2, exprimer V(X)
en fonction de frr., n et, Jxt puis vâiûer que

vg\ - - TÙ--.
n -2

Lorsque n : I la loi de Stul,ent à I degré de liberté s'appelle loi de Cauchy et une
densité sur IR est donc :

h:t*++U
Partie III : Simulation dtune loi.

Dans le plan rapporté à un re1Ère orthonorrnal direct (O,î,î), un rayon lnmineux part de
I'origine O et frappe un écran représenté par la droite d'équation c : 1, en un point M.
On suppose que O, mesure de I'angle (i,Ofr), est une variable aleatoire de loi urriforme
s. l r  l -  i , t [ -

l-. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire tanO- En déduire que
tan O est une variable aléatoire à densité, dont on explicitera une densité.
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Exprimer Y, variable aléatoire égale à l'ordonnée du point M, en fonction de O.
Reconnaître la loi de Y.

On rappelle qu'en langage Pa"scal, la fonction random simule une variable aléatoire
de loi uniforme sur ]0,1[. On considère le programme infonuatique suivarrt :

proglam srmu;
'uar urx:real;
begn
randomize;
u::random;

*.: 
sl1ni*u-pi/2);

end.

Quelle loi de probabilité ce programme penuet-il de simuler ? Expliquer.

Partie IV : Obtention d'une loi de Cauchy à partir de lois normales.

On considère un espace probabilisé (Q, r4, P).

1. Soit Y une variable alâtoire définie sur (CI, A, P),, de fonction de répartition F. On
notera G la fonction de répartition de la variable aleatoire lYl.

On suppose dans cette question que Y est une variable alâtoire de densité /
continue sur lR..
Bxprimer une densité de -Y à I'aide de / et moutrer que Y et -Y ont même
loi si et seulement si / est paire.
On suppose cette condition vérifiee. Exprimer G à I'aide de F et montrer que

fYf est une variable aleatoire à densité. Exprimer une densité g de lYl en
fonction de /.

Inversemerrt, on suppose dans cette question que lYl est une 'uariable aleatoire
de densité g, et que Y et -Y ont la même loi.
Montrer que, pour tout reel r, P([Y : 

"l) 
: 0, puis exprimer ^F (o) en fonction

de ̂ F (-r)
Exprimer F(r) en fonction de G et de c. (on pourra distinguer deux cas : r < 0
e t r ) 0 ) .
Bn deduire que Y est une variable à densité et exprimer une densité f de Y
en fonction de g.

2.

3.

b.



2.  Soi i  r :  i i r r  r t ( ' i  s t r i t : t t ' I l rc l i i  l ios i t i f .  A i 'a ic lc  d i t  charrget i - rut r l ,  r lc 'var ia l l i11 11 :  1 : : ' i .

rrlorrtler que l'irittigrale
{.,e2r,

f i o o

|  ( ! t t  2  r l t
. /_æ

{-:orr\rergÉ-) r.tt la calculr:t'.

3. Soiont X et X' deux variablcs aléatoirm définies sur (0. 
"4. P). indéoendantes. à

valeurs dans IR*. dc même clensité p r1éfirric par :

j"2
I  - -

Vr:  €  R.  tc( r \ :  - !e  2
i2r

. .  \ , { ^ - t - . . -  . , . , . ,  i . ,  , - . , - i . ' 1 , 1 , .  . , i , ' . . , + ^ i - . .  V  -  1 ^  i  1 - :  , . . . +  , , . ^ . , . , . . . : . , i . i , .  . , i , i , . . + ^ i - , ,  i ,  . 1 . . . - . , : + , . i ,
f t ,  1 1 1 1  ' r l r , l r l .  l J r r c  r d  v a L l ô l / l u  ô l r : a L t r l t r -  z )  *  t t  |  ] / a  I  t ' : ) t '  r l l r r . '  v 4 l l d t r l t -  c l l t ' t t r r : ( / l l  u  c t  ( t t - l b ) l ù r ' .

et en détenniner une clensité. Ouelle cst une dt:rrsité de la varia,ble aléatoire
-z ' l

|  À . f  ̂ - ^ r - .  - .  - . ) . - -  , i . . - - . . : L .  L  r .  r . .  - -  - : . .  t  r -  t r  - L ^ : , , .  , - -  r  
X  

i  , . -  t  - -  , .
u, r i ' la)f i-r . lef qi i  t l l r i ,  ( I t l is i t , t '  fr  (Le ta r?rl lAlr le aleâr, l-Oli 'e in |  * i  ( :r i i  ( lcr iui( ' r :  l }Al :

À '

t) nxl

Vr e R, lr(:r) : : -.,.:- .
7Te " *+ I

r:. Dôtr:nniner unt: densité de la variaÏ.rle erléatoire l+l iruis rccorrnàlitre la loi dc
- \ '

' \

X'


