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Dans tout le problème, n et p désignent deux entiers vérifiant 1 ( p ( n. On note ,À4,,o(R) I'espace vectoriel
des matrices à n lignes et p colonnes, à coefficients réels. La transposée d'une matrice ,4 de,À4.,o(lR) est notée
t4. Lorsqu'une matrice,4 est inversible, on note,4-1 son inverse.

Dans tout Ie problème, on identifie les deux espaces vectoriels .Â2",t (R) (respectivem ent Mp,t(R)) et IR' (resp.
lftP), c'est-à-tlire qu'on identifie un vecteur (point) de R' (resp. [Rp) avec le vecteur-co]onne de ses coorflonnées
dans la base canonique de IR' (resp. IR.e).

On rnunit R" (resp. Rp) de sa structure eucl idienne canonique, et pour tous vecteurs z et u de iR' (resp. Re),
on note (u,u) :  t-ru leur produit scalaire, et l lul l  la norme de u associée.

Pour tout ri de [1,n1 , on note I urre fonction définie sur

fonctiorr défirr ie sur IRp, à valeurs réel les, par . .  F(r7,ï2,.

A u t r e r n e n t  d i t ,  s i  X  :  ( 2 r , . . . , : r : o )  e s t

/ (x )  le  vec teur  ( / r  (X) ,  .  .  ,  f  ̂ 6 ) ) .

IRp à valeurs réelles, et de classe C2 sur IRp. Soit F. la
1 n

. . .  x - J  :  
i  l t t , t , , ,  x2 , .  . . , , , ) l ' .

un point de IRp, on a :  r , (X) :  
i | , f l6) 

:  
f , l l f  tx l t f  ,en rrorarrt

; - t

Le problème a pour objet l'étude de quelques aspects mathématiques liés à la recherche du minirnum de la
fonction F.

Part ie I .  Gradient et hessienne

Pour tout point X : (r1,t :2, .  , tr)  de iRp, on rappelle que :

r le gra<lient de F au point X, noté VF.(X), est le vecteur de lR.p suivant :

v r (x )  : (# t "1 ,  ,# t " l )' O I l  
O I n



t  la rnatr ice iessiel le r le F au point X, notée V2F'1X), est la rnatr ice synrétr iqtre de "Mo(lR) suivante :

v2 F(x ) :  (  ̂ a f  1x1)
\ o t ç o t i  /  r < * . j < o

Potrr totrt  point X : ( :rr,  .  .  .  ,  ro) de IRp, on note -r(X) la rnatr ice de ,Al. ,o(lR) définie par :

r (x ) :  (Pr " t )
\  d r l  I  l : : : ;

dans laquelle i  désigne I ' indice de l igne et j  I ' incl ice de colonne. On pose : G(X):tJ(X)J(X).

Si X est un point de IRp vérifiant VF(X) f 0, on dit qu'un vecteur à de Rp est une direction de décroissance

d e  F  e n  X ,  s i  o n  a :  ( V F ( X ) , à )  <  0 .

Dans les trois exemples .suivants, on suppose que p est égal à 2.

7. Un premier exemple.

On cons idère  les  deux  fonc t ions  T t  e t  f z  dé f in ies  sur  R2 par  :  T t ( r t ,q ) :  r?* rz+7,e t  f2 ( r1  ,xz ) :  r t I xT+1.

a) Justi f ier que f 'est de classe C2 sur 1R2. Calculer, en tout point (r1, 12) de IR2, le gradient VF(a1,r2).

b) Montrer que le système d'équations qui permet de déterminer les éventuels points critiques de F, peut se
mettre sous la forme suivante :

l z x l  + 2 r 1 t 2 * 3 r t  + 1 7 +  I  : 0

\ ("t r2)Qrl * 2x'tnz + 2x| - rt - 12 + 3) : g

c) Etablir, pour tout (rt, rz) de lR2, l ' inégalité : 2rl + 2r1r2 * 2122 - ry - :Lz ! 3 > 0. En déduire que l 'unique
point  cr i t ique de F est  (  f  /2 , - l12)

d) Déterrniner, en tout point (21 ,r2) de IR2, la rnatrice hessienne Y2F(ry,z2). En déduire que F. admet un
minimum local  en ( -112,-112) .

e) On note pour tout point X de IR2, V'ft(X) et V2 T2(X) respectivement, les matrices hessiennes de /1 et

/2 au point X. Préciser la matrice -I(X). ExprimertlçX17çX) et G(X) +I/,(X)V'f|.I ') en fonction de
i -7

VF'(X) et V2F(X) respectivernent.

2. Un deuxième exemple.

S o i t o : ( r t , . . . , a n ) , b : ( ô i , . . . , b . ) e t " : ( c r , . . . , c n )  t r o i s v e c t e u r s n o n n u l s d o n n é s d e l R t , t e i s q u e l a f a m i l l e

(a, ô) soit  l ibre.

Pour tout z de [1, n!,  la fonction f i  est définie sur lR2 par :  / . l r t ,x:z) :  a;.rr !  bir2 - ci .

a )  E x p r i m e r ,  p o u r  t o u t  p o i n t  ( : r 1 , 1 2 )  d e  R 2 ,  l e  g r a d i e n t  V F ( r 1 , 2 2 )  à  I ' a i d e  d e  1 1 , x 2 , l l o l l , l l ô l l , ( a , b ) , ( a , c )  e t

\ b , , ) .

b )  Jus t i f ie r  I ' i néga l i té  :  l l o l l2  x  l lô l l ' -  fu ,b ) '>  0 .  En dédu i re  que la  fonc t ion  t r 'possède un  un ique po in t  c r i t ique

\ :x ' r , :Lz ) .

Expr imer  î i  e t  îà  en  fonc t ion  de  l la l l ,  l l ô l l ,  (o ,  b )  ,  (a ,  c l  e t  (b ,  c ) .

c) Calculer, en tout point (r1, 12) de IR2, la matrice hessienne V2 F(rt,  12) ;  en déduire que F admet un rrr inimurrr

local en (û,1;)

d) Err ut i l isant la structure eucl idienne de IR',  montrer que F adrnet un minimum global en (û,îù.

3. Un troisièrne exemple.

On suppose que ct,  c2,. .  .  ,c, sont n réels donnés non tous égaux. On note Z et s2 respectivement, la moyenne

arithmétique et la variance de la série stat ist ique (c;)1g13,.

Pour tout i  de [1, n],  la fonction f i  est définie sur lR.2 par :  f  Jnt,:r2) :  a, * 12, ci .

a) Déterminer les points cri t iques de F.



lr) Soit (fr,t;) un poirtt critique de F. Exprirner F(fr,ff) en fonction de s2. Montrer, pour tolt (r1,r) de
R2,  l ' ésa l i té  :  F (21 ,  q )  -  F (1 i ,1 ; ) :  iG ,  +  r ,  -  z ) ' .

c) En cléduire la nature cles points critiques de F. Ce résultat était-il prévisible ?

4. Retour au ca^s général.

So i t  X  :  ( r r ,  .  .  .  ,2 r )  un  po in t  de  IRP.

a) Exprimer VF(X) en fonction detJ(X) et de /(X).

b) Pour tout i  de [1,n1, on note V2l"(X) la matrice hessienne de /a au point X.

Étubli. la formule : v2F(x) : c(x) + t n(x)V'l.r1;r^).
t : 1

Part ie I I .  Une approximation de F

Dans cette partie, on conserve les définitions et les notations de la partie I, et on suppose que X est un vecteur

f ixé de IRP vérif iant :  VF(X) 10. 
r

Pour  tou t  vec teur  h  :  (h r , l r2 , .  .  . ,  ào)  de  IRp,  on  pose :  / (à )  :  f  6 )  +  J (X)h  e t  L (h)  :  j l \U l ]

r .  Établ i r ,  pour tour à de IRp, l 'égal i té :  L(h):  F(x)+ thvF(x) +lh c61n.

2. Soit P une rnatrice symétrique de Mo(lR).
a) Justifier que P est diagonalisable.

b) On note 01,. . . ,do les valeurs propres de P, et on pose , d : 
,?rt, ld3l. Montrer, pour tout vecteur h de IRp,

I' inégalité suivante : lthPhl < dllàll '

3. a) Écrire un développement limité à I'ordre 2 de ia fonction F au point X.

b)  En r lédui re,  à l 'a ide de la  quest ion 2.b.  que l 'on a :  l im 
F(X + à)  -  t (à)  -  0

i l h t t *o  l l rÙ l l
Pou rX  f r xéde  IRp ,on  d i t queL (h )es tuneapp rox ima t i onà l ' o rd re2deF(X  *À . )  l o r sque l l à l l  t endve rs0 .

4.  On note :  G(X):  ( .er ,1(X; ; tar ,3çr .  Soi t  e t  e l  çz deux fonct ions déf in ies sur  IRp par . .pt (h) :hVp(X) et

çr(h)  :  
thc(x)h.

a)  Montrer  que pour  tout  j  c le  [1 .  p l .  on u ,  l tn l  :  #q,  " t  aSgl  :  , f  s , . r (x)h i .
d h i '  d ,  j '  d h ,  

t _ _ r

b ) E n d é d u i r e q u e l e g r a d i e n t V l , ( h )  d e  L e n h , e s t d o n n é p a r : V . L ( à )  : V F ' ( X )  + G ( X ) h .

c )  So i t  V2L(h)  la  mat r ice  hess ienne de  t r  en  à .  É tab l i r  la  fo rmule  :V2L(h) :  G(X)

5. Soit J une matrice de ,Â1",o(lR).

a) Montrer que la rnatrice tJJ est diagonalisable et que ses valeurs propres sont positives ou nulles.

b) Montrer que lorsque la matrice tJ J est inversible, le rang de la matrice J est égal à p.

6. Montrer que si la fonction tr admet des points critiques Â, alors ceux-ci vérifient I'inéquation , 1Â, VflX;; ç O.

7. On suppose que la matrice G(X) est inversible.

a )  Mont re r  que. l ' ,  admet  un  un ique po in t  c r i t ique  Â do t tné  p" . 'Â :  - (G(X) ) -1  x tJ (X) f  (X) .

l) ÉtaUtlr que l est une direction de décroissance de F en X. En déduire que 1, admet un rninimum local en Â.

Part ie I I I .  Une décomposit ion d'une matrice rectangulaire

Afin de réduire les inconvénients liés à I'inversion de Ia matrice G(X), on remplace celle-ci par la matrice

G(X) + p,I , où 1t désigne un paramètre réel strictement positif, et I la matrice identité d'orclre p. Certains
résultats d'algèbre Linéaire permettent alors de substituer à l'inversion d'une matrice, le calatl plus sirnple d'une

somrre de matrices.



Soit -/  une rnatr ice non nul le de ,Â1,,n(lR).

l .  Montrer qu' i l  existe une rnatr ice 7 orthogonale de Mo(R), un entier r7 tel que 1 ( S ( p, et des réels
À r , À 2 , . . . . À u  t e l s q u e À 1  )  À 2 2  ' . ' 2  À q  )  0 ,  q u i  v é r i f i e n t  l ' é g a l i t é : \ / U J V :  D ,  o ù  D : ( d n , ) r < r , j < p e s r
déf in ie  par  :  d i , i :  À ;  s i  1  <  t  <  q ,  e t  d i , i  :  0  s inon.  S i  q  <  p ,  on  pose :  Àq+r  :  . . .  :  Àp  :  0 .
Pour tout i  de [1,p|,  on note l / ;  la i- ième colonne de V.

2. a) Montrer que le rang de tJJ est égal à q.

b) Montrer que, pour tout i de [7,q\, JVi est un vecteur propre de la matrice ./tJ associé à ]a valeur propre À;.
En déduire que les matrices tJ J et J tJ ont les mêmes valeurs propres non nulles.

c ) S o i t ( y t , . . , Y ' ) u n e b a s e d u s o u s - e s p â c e p r o p r e d e t J J  a s s o c i é e à u n e v a l e u r p r o p r e À n o n n u l l e . M o n t r e r
que la famil le (JY,.,  .  .  .  ,  JY,) est une famil le l ibre de M,.r (R).

d) En déduire que les sous-espaces propres d,etJJ et de JU associés à la même valeur propre non nulle sont de
même dimension, et que le rang de J tJ est égal à q.

3 .  On pose,  pour  tou t  i  de  [1 ,  q \  t  U ; :  * t ,
v ^ i

a) Morrtrer que la famil le (Ut,. . . ,  Uo) est une famil le orthonormée de vecteurs propres de JtJ.

b )  En dédu i re  qu ' i l  ex is te  une base or thonormée (U1, . . . ,U , , [Jq+t , . . . ,Un)  d ,e  MnJ ( lR) ,  fo rmée de vec teurs
propres de JtJ.

4. On note U la matrice de "M,(R) tel ie que, pour tout i  de [1,n], la i- ième colonne de U est la matrice-colonne
U ,  d e , , V "  r ( R ) .

S o i t S : ( s i , . , ) : S r t ^ l a m a t r i c e d e , Â 2 " , o ( R )  d é f i n i e p a r : s , , i : . / E s i  l ( i ( p e t s ; , i : 0 s i n o n .-  
l < i < p

Etab l i r  l ' éga l i té  mat r ic ie l le  su ivante  :  S :AJV.  En dédu i re  l ' éga l i té  :  J :USV.

5. a) Montrer que la matrice (tJJ + pI) est inversible.

b )  On r ro te  R:  ( r i , ) . ' , .15n  la  mat r ice  de  Mp, " (R)  dé f in ie  par  :  r ; , i :  i y ' i t : ,  s i  1  (  i  (  p  e t  r ; , i  :0  s inon."  r< r<n À;  - l  t t
Étublir la formule suivante : (tJ J I pI)-1 , tJ : V RtU .

c )  En dédu i re  l ' éga l i té  :  ( t JJ  t  t l l ) - \  x rJ :L* , r r ,
, 7 ^ ' + P

6. Soit X un vecterrr fixé de IRp vérifiant : VF' (X) I 0.
Pour tout  vecteur  â de IRp,  on pose :  M(h) :  L(h)  + * l là l l t

a)  Montrer  que :  l im 
F(x + h-)  -  M(h)  -  o

1r ,1*o l là l l
b) Calculer, pour tout à de IRp, le gradient V M(h) et la matrice hessienne V2M(h) de M en h.

c) En appliquant les résultats des questions précédentes à la matrice -/(X), rnontrer que M admet un lnique
point cr i t ique à*. Donner une expression de h* qui ut i l ise les résultats de la question 5.c.

d) Montrer qtte M adrnet un minimum local en à*.

À partir de ce rninimum local h* de M (ou du mirimurn local 1r, de L), on pourrait utiliser une ntéthode
algorithrnique permettant, sous certaines conditions, d'approcher avec une précision donnée un minimum local
de Ia fonction F


