


Partie IIl - Décomposition de Frobenius et applications

On se propose de démontrer, pour tout endomorphisme u de .Z(E), la propriété suivante notée (%) :

il existe p € [1,n] et F1,F,...,F, des sous-espaces vectoriels non nuls de E,
(%) stables par u, telsque E=F, O F, @ --- @ F), et vérifiant :

pour tout i € [1, p], ur, est un endomorphisme cyclique de ;.

Section A - Cas d’une homothétie

42. Démontrer que la propriété (%) est réalisée si u est une homothétie.

Section B - Cas ou u n’est pas une homothétie

43. Justifier qu’il existe e vecteur non nul de E tel que d(e) # 1.

Pour le reste de cette section, on choisit un vecteur non nul e de E tel que d = d(e) soit maximal (donc
d > 2) et on note, pour tout k € [0,d — 1], e, = u*(e);

on note toujours Z(e,d) = (eg, ey, ...,e4_1) ainsi que agp,ay, .. .,aq_ les scalaires tels que
d1

u’(e) =Y aru*(e). Enfin, on note F; = E,(e).
k=0

44. Justifier que la propriété (%) est réalisée si d = n.

Dans la suite de cette section, on suppose que d € [2,n — 1] (et donc n > 3).

On complete la famille %(e,d) en une base Z = (ey, ey, ...,€4-1,€4,--.,en—1) de E.
n—1
45. Démontrer que I’application ¢ : x = Z xrer € E — x4_1 est une forme linéaire non nulle de E.
k=0

On considere I’application ® : x € E ((p(ud_l (x)),(p(ud“z(x)), - (p(u(x)), go(x)) e K.

46. Vérifier que P est linéaire. On note G = Ker(®P) et @ la restriction de ® a F}.

47. Calculer ®(eg) = P(e) et P(ey) = @(u(e)).
Plus généralement, justifier que pour tout k € [[1,d — 1], il existe une famille de scalaires
(Bok: Bk, - -, Be—1,6) € K" telle que ®(ex) = (Bog: Bis- - - » Be—1,4: 1,0, -, 0).

48. Ecrire alors la matrice de I’application & dans les bases 2 (e,d) de F et la base canonique de
K¢ et justifier que ® est bijectif.

49. Montrer alors que E = F; @ G et justifier que G est stable par .
50. Dire pourquoi ug, est bien un endomorphisme cyclique de Fj.
51. Justifier que pour tout vecteur non nul ¢’ de G, d(e') < d.

52. Démontrer que la propriété (%) est réalisée.
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Section C - Premiére application :
décomposition de Jordan des endomorphismes nilpotents

53. Soit u un endomorphisme de E. On suppose qu’il existe p € [1,1] et Fy,F,...,F, des sous-
espaces vectoriels de E non nuls et stables par u, telsque E=F; @ >, ®--- B F),.

Pour tout k € [1, p], on note %, une base de Fy.
Soit Z# la concaténation des bases B, , Bp, . - -, 2BF,- On rappelle que % est une base de E.
Quelle est la forme de la matrice de u dans la base % ?

Dans la suite de cette section, u est un endomorphisme nilpotent de E d’indice p.

54. Montrer, a I’aide de la propriété (%), qu’il existe une base % de E dans laquelle la matrice
T = (ti,j) (i, j e, de u est triangulaire inférieure et telle que pour tout i € [1,n], £;; = 0, pour
touti € [2,n],1,;_; € {0,1}, et tous les autres coefficients de T' sont nuls.

Section D - Deuxiéme application :
toute mairice carrée est semblable a sa transposée

Dans cette section, E = R". On note %, la base canonique de R".

Soit M € .#,(R). On note u I’endomorphisme de E canoniquement associé & M, c’est-a-dire tel que
la matrice de u dans la base %, est M.

On se propose de montrer que M vérifie la propriété () :

il existe deux matrices symétriques V et W de .#,(R), avec W inversible telles

E4) que M =VW

55. Cas ou u est cyclique : il existe donc e € E tel que E = E,(e) ; on note toujours %(e,n) la base
(e,u(e),u®(e), .. .,u"_l(e)) de E et A = My, ) (u) la matrice de u dans la base ZB(e,n) : il

s’agit de la matrice de Frobenius associée aux scalaires ag, ay, ..., dp_1 :
0 0 -~ --- 0 0 a
1 0 -+ -« 0 0 g
0o 1 - 0) :
il -
. (O) c- 1 O an—2
0 0 -+ - 0 1 @,
On considere :
—a] —ay —az -+ —ap2 —ap1 1
—ap —as —ap_ | 1 0
_a3 o - : - ) e . O O
g = .
—Qy2 —Qu_1 - - (0)
—an—1 1 0 :
1 0 cee e 0 0 0
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56.

57.

58.

59.

60.

et on note f I’endomorphisme de E tel que S est la matrice de f dans la base #(e,n). On a
donc :

fle) = (Zakuk Le) ) u"Le) f(u(e)) = (Z a2 (e) ) +u"2(e)

et plus généralement :

vielo,n—2]  f(ul(e)) = ( Z a I~ ‘(e)> +u" T (e)
=
etenfin f(u""(e)) =e
Caleuler u(f(e)), u(f(u(e))) et plus généralement, pour tout j € [0,n— 2], u( f(ui(e))) et
enfin u(f (4"~ (e)) ).

[ao 0 0 0 0 0
0 —a -—a —ap_3 —ap—1 1
0 —ajz —as4 1 0
En déduire que AS =
0 ' /7 I | (0)
0 —Aan—1 1 0
0 1 o --- 0 0 0

On notera S; cette matrice AS.

Justifier que S est inversible ; on note S, = S~! et on a donc A = S157 ou §; et 5 sont deux
matrices symétriques réelles.

On note P la matrice de passage de la base %, vers la base (e, n);
vérifier que M = PS; ('P)("P)~1S,P~! et conclure que M vérifie la propriété ().

Montrer alors que ‘M et M sont semblables ; plus précisément, déterminer une matrice symé-
trique réelle inversible Q telle que ‘M = Q~'MQ.

Cas général : en s’appuyant sur le cas précédent et la propriété (%), montrer que pour toute
matrice M de .#,(R), les matrices M et ‘M sont semblables.

F ok K
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