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|Exercice 2.01.|

Soit E un espace vectoriel euclidien. On note ( , ) son produit scalaire.

1. Pour tout u € E, on note ¢, 'application qui & tout vecteur x de F associe ¢, (z) = (u,z).
a) Montrer que ¢, est une forme linéaire.

b) Montrer que I'application ¥ qui, a tout vecteur u de E, associe I'application ¢,, est injective.
c) En déduire que, pour toute forme linéaire ¢, il existe un unique vecteur v de E tel que
¢ = ¢u.

Dans toute la suite, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2, et pour tout A =
(aij)i<ij<n € Mup(R), la trace de A est notée tr(A).

On admet que I'application g définie sur M,,(R)? par g(4, B) = tr(*AB), est un produit scalaire
sur M, (R).
Dans toute la suite, H désigne un hyperplan de M, (R).

2. Montrer qu'il existe A € M,,(R) telle que pour tout M € M,,(R), on a :
M e H & te(AM) = 0.

3. Soit (E; j)1<i j<n la base canonique de M,,(R). On pose

B=EFE,+ Z Eii 1
i—2

Montrer que la matrice B est inversible.

4. On note f l'application linéaire canoniquement associé a A et on pose pour tout entier

re[l,n]:
Jr = ZE“
i=1
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a) Montrer qu'il existe deux bases By et By de R™ et un entier r > 0 tels que la matrice
MBl,B2 (f) = J’I“'
b) En déduire qu’il existe deux matrices inversibles P et @ telles que A = PJ,.Q).

5. Montrer que H contient une matrice inversible.

Solution :

1.a) Le produit scalaire est & valeurs dans R et est bilinéaire. Ainsi, ¢, € L(E,R).

b) Comme le produit scalaire est linéaire a gauche, 'application ¥ est linéaire. Soit u € Ker ¥,
alors ¢, = Oz (g R)-

En particulier, ¢, (u) = (u,u) = 0, soit u = 0g. Ainsi, Ker ¥ = {0g} et ¥ est injective.

c) Comme ¥ est injective et dim £ = dim L(FE,R), alors ¥ est bijective.

2. Comme H est un hyperplan, il existe ¢ forme linéaire non nulle telle que H = Ker ¢. D’apres
le résultat

précédent, il existe une matrice U € M,,(R) telle que ¢ = ¢y. Alors, M € H si et seulement si
d(M) =0siet

seulement si tr(‘UM) = 0. 11 suffit donc de poser A = U.

3. La matrice B est une matrice de changement de base, donc est inversible. En effet, la matrice
B est associée a lapplication (e1,es,...,e,) — (ez,€3,...,€,,€1), ou (e1,...,e,) désigne la
base canonique de E.

4.a) Soit G' un supplémentaire de Ker f. On consideére une base By = (€1,...,€r,€r41,...,€n)
adaptée a la

décomposition £ = G @ Ker f. D’apres le théoreme du rang, G est de méme dimension que
Im ¢ et r =rg(f).

Ainsi, en notant f; = f(e;) pour i € [1,r], alors (fi1,..., f.) est une famille libre de E qui peut
étre complétée

en une base By = (f1,..., fn) de E. Alors, Mg, g,(f) = Jr.

b) Il s’agit des formules de changement de bases.

5. On écrit A = PJ,.Q puis tr(AQ 'BP~!) = tr(PJ,QQ'BP™1) = tr(J,B) = 0. Ainsi,
Q 'BP~! est inversible et appartient a H.

|Exercice 2.02.|

Dans cet exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 2. On note M, (R) I'ensemble des
matrices carrées réelles d’ordre n et M,, 1 (R) I'ensemble des matrices colonnes réelles a n lignes.

Une matrice M de M, (R) ou de M, 1(R) est dite positive (respectivement strictement
positive), si tous les coefficients de M sont positifs ou nuls (respectivement strictement positifs).

On note dans ce cas M > 0 (respectivement M > 0 ).
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Si M et N sont deux matrices, la notation M > N (respectivement M > N ) signifie que
M — N > 0 (respectivement M — N > 0).

Une matrice M de M,,(R) est dite productive si M est positive et s’il existe une matrice positive
P de M,, 1(R) telle que P — MP > 0.

1. Soit M une matrice de M,,(R). Montrer que M est positive si et seulement si pour toute
matrice positive X de M,, 1(R), on a MX > 0.

b1
2. Soit A = (a; ;)1<i,j<n une matrice productive de M, (R) et P = | : | une matrice positive
Pn
de M, 1(R) telles que P — AP > 0.
a) Montrer que P > 0.
x1
b) Soit X = : de M, 1(R) telle que X > AX. On pose ¢ = min <&) = TE avec
x. i€[l,n] \Pj Pk

k€ [1,n].

Montrer que l'on a :

n

c\| Pk — Zak,jpj =0
i=1

En déduire que ¢ > 0 et que X est positive.
c) Soit X € M,, 1(R) tel que X = AX. Montrer que X = 0.
En déduire que la matrice (I,, — A) est inversible, ou I,, est la matrice identité de M,,(R).

d) Montrer que la matrice (I, — A)~! est positive.

3. Soit B une matrice de M,,(R) telle que (I,, — B) est inversible et (I, — B)™! > 0.
Soit U 1’élément de M,, 1(R) dont tous les éléments sont égaux a 1 et V = (I,, — B)~'U.
Montrer que V — BV > 0.

Solution :

1. Supposons que M > 0. Tous ses coefficients sont positifs ou nuls. Comme X > 0, ses
coefficients sont positifs ou nuls et par produit matriciel, les coefficients de M X sont positifs.

Réciproquement, les coefficients de la matrice colonne e; représentant la base canonique de
M., 1(R) étant positifs ou nuls, les colonnes de la matrice M étant formées des coeflicients de
Me;, on a Me; > 0 et donc M > 0.

2. a) On écrit P= (P — AP)+ AP.Or P— AP > 0et AP > 0. Donc P > 0.
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.

b) Par définition de ¢, on a pour tout j € [1,n], ¢ < =~. Comme p; > 0, il vient z; > cp;.
Dj

Donc :

n n
E ak,jTj 2 C E ag,;p;
j=1 j=1

n

n
Or X > AX entraine que zp > Zakaj > CZ Ak, jP;j-
j=1 j=1

Comme xp = cpg, on obtient :

n
c|pe— Zak,jpj =0
j=1
n
Comme py > Z ak,;p; est le k-ieme élément de la matrice colonne P — AP > 0, onac > 0 et
=1
comme x; > cp; avec p; > 0, il vient X > 0.

c¢) Supposons X = AX. Alors —X = A(—X);donc X > AX et —X > A(—X).
Ainsi X >20et =X >0et X =0.
De plus, cela signifie que ker(Z,, — A) = {0} donc que I,, — A est inversible.
d) Soit X € M,, 1(R) telle que X > 0. Posons Y = (I, — A)"'X. On a :
Y- AY =(I, —A)Y =X >0=Y > AV = Y >0
Donc (I, — A)™'X > 0 entraine que (I,, — A)~! > 0.
3. On sait que (I, — B)™1> 0. Or U > 0, donc V = (I,, — B)~'U > 0.
De plus, comme dans la question précédente V — BV =U > 0, donc V — BV > 0.
Finalement B > 0,V > 0 entrainent que V' — BV > 0 : ainsi B est productive.

|Exercice 2.03.|

Soit A et B deux matrices symétriques d’ordre 2 & coefficients réels. On note D; = diag(A1, \2)
(resp. Do = diag(p1, p2)) une matrice diagonale semblable & A (resp. a B) avec A; = Ay (resp.

p1 = fi2).

1. Justifier que A + B est diagonalisable. On note D = diag(ry,r2) une matrice diagonale
semblable & A + B, avec v > vs.

2.a) Montrer que la trace d’'une matrice symétrique d’ordre 2 est la somme de ses valeurs
propres.

b) En déduire ’égalité :
I/1+l/2:)\1+)\2+,u1 + L2,

3.a) Montrer que pour tout vecteur z de R? muni de sa structure euclidienne canonique, on a :

Aallz]|* < (A, z) < Ml
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b) En déduire I'inégalité :

v — v < A1 — Ao+ 1 — .
4. Etablir I'inégalité

A1 — A2 — g1 + pa| S v — vy,

5. Montrer que I’ensemble des couples possibles (11, v2) est inclus dans un segment [a, b] dont
on déterminera les extrémités.

Solution :

1. La matrice A + B est diagonalisable car elle est symétrique a coefficients réels.

On note vy > 15 les valeurs propres de A + B.

2.a) La matrice A symétrique réelle est ortho-diagonalisable. Deux matrices semblables ont
méme trace car tr(AB) = tr(BA). Ainsi la trace de A est la somme de ses valeurs propres.

3. La matrice A étant symétrique, elle est diagonalisable dans une base orthonormale de vecteurs
propres de A que I’on note (u1,us) donc soit  un vecteur de R?, on a
r = (x,u1)u; + (z, up)uy = Az = A {z,uy)uy + Aoz, up)ug = (Az, x) = A (z,u1)? + Ao (2, ug)?

Comme \; > \g, on obtient, pour tout vecteur = de R?

Aa({a,un)? + (2, u2)?) < (Az,2) < M((z,w)? + (,u2)%) = Aell2]|? < (Az,2) < Al

On a pour tout vecteur  de R? de norme 1

(A+ B)x,z) = (Az,z) + (Br,x) < M + 1 = v1 < A1+ 1
De méme Ao + po < v5. On en déduit v1 — vo < Ay — Ay + 1 — po.
4. Soit u un vecteur unitaire de E,, (B), on a

<Auu + 1 < v = Ao+ pup < vy

)
De méme v un vecteur unitaire de E,,(B), o
< (Au, u)—I—,u <vp = v <A+ s
Ainsi Ao + p1 — Ay — po < vp — 1.
De méme avec un vecteur unitaire de E), (A), puis de E\,(A), on obtient
A1 — Ao — p1 + po| < v — 1o,

5.0n a [A\y — Ao — p1 + po| S vp—vo <A — Ao+ 1 — po, et Ay 4+ Ao + pg + po = v1 + 2. Par
somme



48 ESCP Europe 2018 - Oral

A+ e < v <A+ e,
Il existe donc un réel t € [0, 1] tel que v1 = A1 + po + t(u1 — p2). On en déduit que
Vo = g + pu1 — t(p1 — p2)

()= (A ) etom = (1))

L’ensemble des valeurs propres possibles est donc un segment dont les extrémités sont les points

obtenus pourt =0ett=1:
A1+ A1+ po
Aot+pe )’ \Ao+pr )’

Par conséquent

Exercice 2.04.

Pour tout entier n > 2, on note I, la matrice identité d’ordre n, J la matrice de M,,(R)
1

exclusivement composée de 1 et X la matrice colonne | : | € M, 1(R).

On désigne par :

e U, la famille (finie) des matrices de M,,(R) constituées exclusivement de 0 et de 1 et contenant
exactement deux valeurs 1 dans chaque ligne et dans chaque colonne. On note u,, = Card(U,,).
e H,(i,7) le sous-ensemble de U,, formé des matrices dont le coefficient de la ligne i et colonne
7 vaut 1.

Pour (i, 7) € [1,n]?, on note S; ; la matrice obtenue en permutant la i-me colonne et la j-eme
colonne de I,,.

1. a) Calculer S7;. Soit M € M,,(R)) ; décrire les matrices MS; j et S; ;M.

b) Soit A € U,,. Montrer que X est un vecteur propre de J et de A ; préciser les valeurs propres
associées.

c) Montrer que J ne peut pas s’écrire sous la forme A — B avec A et B dans U,

2. a) Calculer uy et us.

b) Soit (i,7) € [1,n]?. Montrer que I'application ¢ définie sur U,, par ¢(A) = S;,;AS: ; est une
application a valeurs dans U,,.

Calculer ¢o¢ et déterminer ¢(H., (4, 7)). En déduire que les ensembles H,,(, j) ont tous le méme
cardinal, noté h,,, et que 'on a :

Z A=hy,xJ
AeU,

¢) En remarquant que ( Z A) Xo = Z (AXjy), établir une relation entre u,, et h,,.
Acl, Ael,
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Solution :

1.a) On a Sij = Id. La matrice S; ;M est la matrice obtenue en permutant les lignes i et j de
M. De méme MS; ; est la matrice obtenue en permutant les colonnes 7 et j de M.

b) On a : AXO = 2X0 et JXO = ’nXo.

c¢) Supposons que J = A — B. Alors on aurait : nXg = JXo = (A — B)Xy = 2Xy — 2X, =0,
ce qui est absurde.

2.a)Onau2:{<1 })},etugzl.
1 1 0 1 0 1 1 0 1
Demémels={[1 0 1|,[1 1 O0},[0 1 1],
0 1 1 0 1 1 1 1 0
1 1 0 0 1 1 0 1 1
01 1|,/1t 0 1],{1 1 0]} etus=6.
1 0 1 1 1 0 1 0 1

b) Le produit de matrices carrées étant bien défini, il suffit de montrer que ¢(A) € U,, : permuter
deux lignes ne modifie pas le contenu global dans les colonnes (conservation du nombre de 1),
puis permuter deux colonnes ne modifie pas le contenu global dans les lignes (conservation du
nombre de 1) donc on reste dans U,,.

[ (¢ e} gb)(A) = Sl,isl,iASI,jSLj =TAI= A, donc gb est bijective.

e on a a;; = 1 d’ou, en permutant successivement les lignes 1 et ¢ puis les colonnes 1 et j, la
valeur se retrouve en ligne 1 et colonne 1 d’ott ¢(H,,(4,7)) C Hn(1,1).

De la méme maniere,(H,(1,1)) C Hp(4,5) = Hn(1,1) = (¢0¢)(Hn(1,1)) C ¢(Hn(%,7)). Donc
Hn<17 1) = gb(Hn('Lu]))

e l'application ¢ étant bijective : Card(H,(i,7)) = Card(H,(1,1)) est indépendant de i, j.

e ainsi, V(i,j) € [1,n]?, le nombre d’éléments de U,, prenant la valeur 1 & la ligne i et colonne
j est h, et les autres éléments de U,, prenant la valeur 0, d’ou :) acu, A=hn.J

c¢) On obtient
3 A) Xo = (hnJ)Xo = hanXo = > (AXe) = > 2Xo = 2u,Xo
AelU, AelU, AelU,

n.h,
2

I~y - —
d’ou : u, =
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|Exercice 2.05.

Soit un entier n > 2.

1. a) Rappeler la formule de Moivre.
b) En déduire 'existence d’un unique polynéme T,, € R[X] tel que :
VzeR, T, (cosz) = cos(nz).

2. Montrer que pour tout nombre complexe z de module 1, on a :

1 1 1/, 1
[n/2]

n n
3. a) Calculer ou |n/2] désigne la partie entiere de —.
) > (g0 o /2l designe ap é
b) Montrer que le polynoéme T, est a coefficients dans Z. Déterminer son degré et son coefficient
dominant.

3+ 4
4. On considere le nombre complexe z = —g l.

a) Déterminer son module. Soit § un argument de z. Préciser cos(f) et sin(6).

b) En utilisant le polynéme T,,, montrer qu’il n’existe aucun entier n de N* tel que 2™ = 1.

Solution :

1. a) La formule de Moivre dit que pour tout entier n € N et tout réel x, on a % = (&'*)",
d’ou :
cos(nz) + isin(nz) = (cosx + isinx)" .
b) Ainsi, avec la formule du binéme de Newton, on a :
n
cos(nz) = Re ((cos(z) +isinx)") = Re (Z <Z) (i sin )" (cos x)"’k> .
k=0

n
En ne gardant que les termes d’indice pair et en notant |n/2] la partie entiere de grona:

Ln/2] Ln/2]
cos(nzx) = Z (;;) (isinz)? (cosx)" "% = Z (Z) (cos® x — 1)7 (cos )"~ %
7=0 7=0
On a donc :
Ln/2] n
T (X) = X? -1y X",
=3 (5 )2

Pour démontrer 'unicité, on suppose qu’il existe un second polynoéme R, vérifiant la méme
relation.
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Posons @,, = T}, — R,,. Pour tout z € R, @, (cosz) = 0, donc @,, a une infinité de racines. C’est
donc le

polynéme nul, ce qui prouve que T}, = R,,.

2. Comme z est un nombre complexe de module 1, on peut lécrire z = €%, ou 6 € R. Dés lors,

1 N 1,
5(2—}-;):5(664-6 9):(:05(9)

n 1 inf —inf
§(Z +z_”>:§(€ + e~ ") = cos(nb)

On obtient la formule demandée grace a la relation vérifiée par T,,.

e " /n
3. a) Par la formule du binoéme, =(1+1D)"=2"et 1) =(1-1)"=0.En
) > (3) =a+n > () vt =0

sommant ces deux formules, les termes d’indice impair disparaissent et ’on obtient deux fois
les termes d’indice pair.

n n n/2) n/2)
Dot 2" = 3 (Z) +3 (:)(—1)’“ =2 )" <2";) Ainsi, Y (27;) —on—1,

ln2) . ‘
b) Comme T;,(X) = Z (2 ) (X2 —1)7X"% on voit déja que T}, est & coefficients dans Z.
- J
7=0

Pour tout j € [0, |[n/2]], le polynome (X2 — 1)/ X"~% est de degré n. Par somme, le polynome

[n/2]
T,, est de degré inférieur ou égal a n. Le coefficient de X™ dans T;, est E (;) =271, Ceci
- J
Jj=0

prouve que T}, est de degré n et de coefficient dominant 2"~ 1.

3
4. a) Le nombre complexe z est de module 1. Soit # un argument de z : cos(6) = A et sin(f) = =

b) Raisonnons par l’absurde et supposons qu'il existe un entier n > 2 tel que 1 = 2". Par
identification de la partie réelle, cela donne :

n—1 n n—1 k
3 3
_ _ _ on—1 n kE _ on—1
1 = cos(nf) = T,,(cosB) = 2" (cosH)"™ + E ai(cos)” =2 <§) + kg_o ar <5>

k=0

ou pour tout k € [0,n — 1], ax € Z. En multipliant cette égalité par 5™, on obtient :
n—1
B =2"718" 4+ ) a3h5n R
k=0

Ceci implique que 5 divise 2"~ 13" | ce qui constitue une contradiction.
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|Exercice 2.06.

Dans cet exercice on confondra polynoéme et fonction polynomiale.

Soit n € N.
P(t)Q(t)

1
1. Montrer que pour tout (P, Q) € R, [X]?, I'intégrale / — =2t est convergente.
-1 /1 —t2

Pour tout (P, Q) € R,[X]?, on définit :

1
PH)Q(1)
R
-1 y/1—1¢2
2. Montrer que (, ) définit un produit scalaire sur R,,[X].

3. a) A l'aide du changement de variable ¢(u) = cos(u) sur un intervalle & préciser, déterminer
b
——dLt.
-1y 1—1¢2

1 2
b) Montrer que /
~1

Y =T
V1—2? 2’

On note T le polynome constant égal a 1.

4.a) Déterminer un réel a pour lequel le polynéome 77 = X — oTj vérifie les relations :

<T1, T()> =0et Vect(Tl, T()) = Rl [X]

Préciser les racines de T7.

b) Déterminer deux réels A et u pour lesquels le polynome T = X2 — Ty — pTp vérifie les
relations :

<T2,T()> = <T2,T1> =0et VeCt(TQ,Tl,To) = RQ[X]

Préciser les racines de T5.

5. Soit P € R[X]. On suppose que P change de signe sur R et on note ay,...,q, (g < -+ < ay)
les racines de P telles que, pour tout i € [1,r], le polynéme P change de signe au voisinage de
.
T

Déterminer le signe du polynoéme P(X) H(X — ;).

i=1
6. Soit (Tp,...,T;,) une base de R,,[X] formée de vecteurs orthogonaux pour le produit scalaire
défini a la question 1, telle que pour tout k € [0,n], le polynéme T}, soit de degré k.

Montrer que, pour tout k € [1,n], le polynome T}, posséde k racines simples et que ces racines
appartiennent a U'intervalle [—1,1].
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Solution :

Pt t 1
1. La fonction ¢ + M est continue sur | — 1, 1[. De plus, ~ . Alinsi, si

V1—t2 VI-#2 Vi V21—t
PQ) possede

une racine en 1, alors l'intégrande est prolongeable par continuité. Sinon, elle est équivalente, a

vV1—-t

une constante multiplicative pres, a dont l'intégrale converge. Le raisonnement en —1

est identique.
2. La symétrie, la linéarité et la positivité proviennent des propriétés des intégrales généralisées.

De plus, si (P, P) = 0, les fonctions étant continues sur | — 1,1[, le polynéme P est nul sur
] = 1,1, donc il possede une infinité de racines, soit P = Og[x]. Ainsi, on a bien défini un
produit scalaire.

3. a) La fonction cos :]0, 7/2[—]0, 1[ est de classe C* et strictement décroissante. Ainsi, d’apres
la parité et la formule de changement de variable, I'intégrale étant Convergente,

/1 1 dt—2/1 1 / sin(u
141 —1t2 0 \/1—752 sin(u

b) On pose u : x +— x et v : x — —v/1 — 22. Les fonctions u et v sont de classe C* sur | — 1,1
et en prenant bien soin de travailler sur un segment puis de passer a la limite,

1 2 1 1 /2
/ L = / V1—2x2de = 2/ V1—2x2de = 2/ sin?(z)dz.
11— 22 —1 0 0
On effectue le méme changement de variable que précédemment. Or, comme cos(7w/2 — x) =
/2 /2
sin(z), alors / sin?(x)dr = / cos?(x)dz et la somme des deux intégrales vaut 7/2. On
0

0
obtient ainsi le résultat attendu.

4.a) Cherchons un tel a. Comme (T7,7Ty) = 0, alors
(X, To

To,To B /\/1—1;2

par parité. Ainsi, 77 = X convient. L’unique racine de T} est 0.

a = =0,

b) On reprend les calculs comme précédemment.

\ (X2 To) 1
T(),T()) \/1— x2 2
(X2,T,

> / z3
= dx =
PTTL T T1,T1) 11 g2

1 1 1
Ainsi, Th = X2 — - = (X——) <X+—).
’ 2 V2 V2
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T
5. En notant Q = H(X — a;), le polynome ) change de signe en méme temps que P. Ainsi, le
i=1

produit PQ est de signe constant. Il est positif si liIJIrl P(x) = 400 et négatif sinon.
T—r1+00

6. On suppose par I'absurde que T}, possede des racines hors de 'intervalle [—1, 1] ou des racines

doubles.

On note —1 < a3 < -+ < a, < 1 les racines de T} comprises dans lintervalle [—1,1] en
T

lesquelles T}, change de signe. Alors, r < k. On pose alors Qp = H(X — ;). (Si T} ne possede
i=1
pas de telles racines, on pose Q = 1).

Alors, Q. = ZqiTZ» et comme la base est orthogonale et r < k, alors (Qx,Tx) = 0. Ainsi,

=0
/1 Qule)Tir) dez =0
-1 41— 22
Comme QT garde un signe constant, il s’agit du polynome nul, ce qui est impossible. Ainsi,
r = k et Ty, possede k racines dans [—1, 1] en lesquelles il change de signe, donc ces racines sont
simples et sont les seules racines de T}.

|Exercice 2.07. |

Dans tout ’exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Z1
Soit X = : | € M,1(R). On dit que X > 0 (resp. X > 0) si pour tout ¢ € [1,n], z; >0

In
(resp. x; > 0).

Soit A = (a;j)1<ij<n € Mp(R). On dit que A > 0 (resp. A > 0) si pour tout (i,j) €
[1,n]%, ai; =0 (resp. a;; > 0).

Soit £ I'ensemble des matrices défini par : £ = {A € M,,(R) / A inversible et A~ > 0}.

1. On suppose que A € £. Montrer que {X € R"/AX >0} C {X € R"/X > 0}.

2. Soit A € M, (R) telle que {X € R"/AX >0} C {X € R"/X > 0}.
a) On suppose que AX = 0. Montrer que X = 0. En déduire que A est inversible.

b) En utilisant la base canonique de R™, montrer que A=! > 0.

3. Soit B la matrice de M,,(R) définie par :

0 1 0 ... 0

1 0

B=1|o0 :
1
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et A=2I, — B, ou I, désigne la matrice identité d’ordre n.

x1

a) Soit X = : et Y = AX. En posant o = z,41 = 0, montrer que si Y > 0, alors X > 0.
Tn

(on pourra considérer a = min x; et montrer que a = 0).

0<i<n+1
b) En déduire que la matrice A appartient a &.

Solution :
1.SiY =AX >0, comme A~! >0,ona X = A~1(4X) > 0.

2. a) Supposons AX = 0; donc AX > 0 et X > 0. Mais A(—X) = 0 entraine que —X > 0.
Donc X = 0.
On en déduit que ker A = {0} et que A est inversible.

b) Soit e; le i -itme vecteur de la base canonique de R™. On a A(A~7'e;) = e; > 0. Donc
A~'e; > 0. Ceci représente la i-ieme colonne de A~! qui est donc positive. Ainsi A=1 > 0.
T
3.a)Si X = . |, alors AX =Y est équivalent au systeme
Tn
2ry —x2 =1
-1+ 2x2 —x3 = Y2

—Tp_2+ 2372n—1 —Tn = Yn—1
an —Tn—-1 = Yn

On introduit deux variables zo = x,,+1 = 0 de facon a ce que le systeme précédent devienne
Vk € [0,n+1], 2z, — (2—1 + Tht1) = Yk

Supposons Y = AX > 0. Soit a = inf x;. Montrons que a = 0.
i€[0,n+1]
e sia=zxgoua==py1,onaa=>0
e sia =z, avec 1 < k < n, alors 2a > xx_1 + Tpy1. Or 21 > a et 41 > a. Donc
2a 2 xp—1 + 41 = 2a. On a donc égalité et xp_1 = 2 = Ti+1 = a.
On remonte et on redescend ainsi les équations pour obtenir a = x; Vj € [0,n + 1], soit a = 0.

b) On conclut cet exercice en utilisant les questions précédentes.

|Exercice 2.08.|

On note E = M,,(C) I'espace vectoriel des matrices complexes d’ordre n > 2 et

C={®cL(E)/VMcE, &M)="8M)}

Si P est une matrice fixée de E, on note ®p ’application définie sur F par :
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VM eE, ®p(M)="PMP +'P'MP
On note S,, 'ensemble des matrices symétriques de F et A, 'ensemble des matrices anti-
symétriques de FE.
1. Soit M une matrice inversible de E. Justifier que ‘M est inversible et exprimer (‘M )_1 en
fonction de M 1.
2.a) Montrer que ®p € C.
b) On suppose que P est inversible. Déterminer ker(®p).

3. a) Montrer que E est la somme directe de I'espace S,, et de l'espace A,,.
b) Soit & € L(E). Montrer que ® appartient a C si et seulement si ®(A4,) C A,, et &(S,,) C S,.

4. Dans cette question, on a n = 2, P non nulle et non inversible. Montrer que tr(®p) =
2(tr(P))>.

Solution :

1. C’est du cours : MM~ = I et en transposant * (M ') M = I d’ot 'M est inversible &
gauche donc & droite et (M)~ = (M.

2.a) Pour montrer que ®p € C il faut démonter que ®p est un endomorphisme de E vérifiant
VM e E, tq)p(M) = (I)p(tM).

et de la linéarité de la transposition.

Le fait que ®p soit une application de E dans E vient de ce que le produit de deux matrices
carrées de taille n x n est une matrice carrée de taille n x n, et aussi du fait que la transposition
est une application de E dans FE.

Ensuite, VM € E, (®p(M)) = (*PMP + '‘P'MP) = 'P'M P+'PMP = ®p('M), en utilisant les
propriétés de linéarité de la transposition et la formule de transposée d’un produit, généralisée
a un produit de trois matrices carrées de méme taille n x n : {ABC) = 'C'B'A

b) On suppose ici P est inversible. On a ker(®p) = {M € E,'P(M +'M)P = 0} = {M €
E,(M +*'M) = 0}, grace & la multiplication & droite et & gauche par des matrices inversibles et
par leurs inverses.

Ainsi, si P est inversible, alors ker(®p) = A,,.

3. a) Méme sur le corps des complexes, toute matrice M de E se décompose de maniére unique
en M =A+Savec Aec A, et S €S, et de plus :

M +'M M —'M
so MM Mo
b) i) Supposons que ® est dans L(E), et que ®(A,) C A, et (S,) C S,,. Soit donc une matrice
M quelconque de E que 'on décompose comme a la question précédente en M = A + S avec

Ac A, et SeS,.
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Alors, (M) = ®(A) + ®(S) par linéarité. Or d’apres I'hypothese, ®(A) € A,, et ®(S) € S,
donc Y(®(M)) = —P(A) + ®(S).

Et par linéarité comme 'M = S — A, ®('M) = —P(A) + ®(S) = 1(®(M)).

ii) Soit ® un endomorphisme de E appartenant a C. Soient A et S deux matrices, la premieére
dans A,, et la seconde dans S,,.

Comme S est symétrique, elle est égale a sa transposée. Ainsi, ®(%S) = ®(S) = ®(S) puisque
P € C, et de méme P(*A) = —P(A) = B(A).

Ainsi, on a bien prouvé que ®(5) € S,, et (A) € A,,.

. b . . .
4. 51 P = (CCL d) est non inversible, alors ses colonnes sont proportionelles et ad — bc = 0.
Déterminons les images par ®p de la base canonique (E; ;)1<i,j<2- 11 vient :

2a% 2ab 2ac  2cd
2r(E1a) = <2ab 262),@,3@2,2): (2bc 2d2)

2ac ad + cb
(PP(EIQ) = @P(EZ,I) = <ad_|_ ch 2bd )

Comme P est non inversible, ad = be, ainsi :

tr(®,) = 2a® + 2d* + 2(ad + cb) = 2a* + 2d* + 4ad = 2(a + d)* = 2(tr(P))?

|Exercice 2.09.|

Soit un entier n > 2.
1. Pour tout k € N* et tout A € M,,(R) fixés, on pose : ['y = {M € M, (R), AkM = AF=1 M}
Montrer que I’ensemble 'y, est un espace vectoriel.

2. Montrer que, pour tout k € Nyona : I'y C I'giq.

3. Dans cette question uniquement, on prend n = 3 et on choisit la matrice : A =

o O O
o O =
o = O

Déterminer I'y, I'g, et I's.
4. On revient au cas général ou n > 2.

a) Montrer que si A est inversible, alors I'y = I's.
b) Etudier la réciproque.

On pourra s’intéresser a une matrice M dont toutes les colonnes valent X € ker A.

5. Pour tout k£ € N, on pose uy = dimI'y. Montrer que la suite (uy) est croissante et qu’il existe
un unique entier p tel que :

Vk <p, up < ug41 et Vk = p, up = up.
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6. Montrer que si A est diagonalisable et admet 0 pour valeur propre, alors p = 2.

Solution :

1. I'y est le noyau de 'endomorphisme M > A¥M — A¥=1M de M,,(R) (qui est bien linéaire
par bilinéarité du produit de matrices).

2. Pour tout M € T', on a A*M = A*~1M, d’ol, en multipliant & gauche par A, on obtient :
AN = ARM | ce qui montre que M € Ty ;.

3. Le calcul donne :

-1 1 0
Melhe | 0 -1 1 | M=0&M=0.
0 0 -1

0 -1 1
Mely< |0 0 -1 | M=0&dr,y,zeR, M=
0 0 0

oo

z
0].
0
z
c
0

4. a) On sait déja que I'y C I's. Réciproquement, si M € Ty, alors A2M = AM ; en multipliant
a gauche par A~!, on obtient AM = M, ce qui montre que M € I';. Ainsi on a montré que si
A est inversible, alors I'y C I'y d’ou I’égalité I'y = I's. Cette égalité se prolonge avec la méme
démonstration a I's, ..., I, ...

b) Réciproquement, supposons que : VM € M, (R), A2M = AM = AM = M. Prenons
X € ker A et la matrice M = (X|---|X), on a A2M = 0 = AM, donc AM = M, soit
AX = X ;ainsi 0 = AX = X.

On a donc montré que ker A = {0}, donc A est inversible.

o o

x
0
0
0 0 -1 x
Mels3< |0 0 0 | M=0&dx,y,z,a,b,ceR, M= | a

0 0 O 0

5. D’apres la question 2, par croissance de la dimension, la suite (uy) est une suite croissante.
Comme elle est formée d’entiers naturels inférieurs ou égaux a dim M,,(R) = n?, elle ne peut
étre strictement croissante.

Soit p le plus petit entier tel que u, = up41. Ainsi on a ug < ug4q pour tout k < p et d’autre
part on a I'y1 1 = I'p, soit :

VM € M, (R), APT'M = APM < APM = AP~ M
Pour tout j € N, en remplacant M par A7M, on a donc :
VM € M, (R), APTIHIN = APTIN o APTIN = APTI-1),
ce qui signifie aussi que : M € 'y j41 & M € I'pqj, soit I'ppj = Tpp 1, Aol Upyjp1 = Upq -

Ainsi on a montré que uj = u, pour tout k > p.

6. Cela revient a prouver que :
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o I'; est strictement inclus dans I's, ¢’est-a-dire qu’il existe une matrice M telle que A2M = AM

et AM # M,

o I'; = I'3, c’est-a-dire que : VM € M, (R), A3M = A’2M =— A’M = AM.

Si A est de rang r, diagonalisons A sous la forme : A = Pdiag(Aq,...,\,0,...,0)P~L avec
——

(n—r)
des \; tous non nuls. On remarque alors que :

e si M = Pdiag(0,...,0,1,...,1)P~ ! alors AM =0 # M mais A>M = AM = 0.
———
(n—r)

e la relation A3M = A%M entraine que A>M = AM, en multipliant & gauche par la matrice

1 1
Pdiag [ —,...,—,0,... p-t
lag (A17 ,AT,O, 70>

|Exercice 2.10.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3. On identifie un endomorphisme f de R" a sa
matrice M dans la base canonique et on note donc, par abus de notation, ker(M) au lieu de

ker(f).

La transposée d’une matrice M est notée ‘M. On note I la matrice identité de M, (R).

On note J la matrice de M,,(R) dont tous les termes sont égaux a 1 et on consideére le sous-
ensemble F de M,,(R) défini par :

F={AcM,(R); A+'A=J I}
1. Déterminer le spectre de J.

2. Soit A une matrice appartenant a F. On suppose que le rang de A est inférieur ou égal a
n — 2.

a) Montrer que ker(J) Nker(A) # {0}.
b) Soit X une matrice colonne non nulle de M,, ;1 (R) appartenant a ker(.JJ) Nker(A).

Evaluer de deux manitres différentes X (A+1'A)X et en déduire une contradiction.

¢) Quelles sont les valeurs possibles pour le rang de A ?

3. a) Soit M une matrice symétrique de M, (R) et D = diag(A1, A2,...,\,) une matrice
diagonale semblable a M avec A\ < Ao < -+ < Ay,

Etablir pour toute matrice colonne X non nulle de M., 1(R), I'encadrement suivant :

t
XMX
A1 < od < A\
b) En déduire que pour toute matrice A appartenant a F, les valeurs propres réelles de A sont
. . 1 n—1
incluses dans l'intervalle |— 3 3 |
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Solution :

1. On a J? = nJ donc le polynome X? — nX est annulateur de J. On en déduit que
Sp(J) € {0,n}.

Comme la matrice J est symétrique réelle, elle est diagonalisable dans R. Elle a donc au moins
une valeur propre réelle.

Elle ne peut pas en posséder une seule car sinon, elle serait semblable & une matrice scalaire et
donc elle-méme scalaire. En conclusion Sp(J) = {0, n}.

2. a) Si on avait ker(J) N ker(A) = {0}, la somme ker(J) @ ker(A) serait directe. Or
dimker(J) = n — 1 et si le rang de A était inférieur ou égal & n — 2, le noyau de A serait
de dimension supérieur ou égal a 2.

On aurait donc : dim(ker(J) & ker(A)) > n + 1. Cette derniere inégalité est impossible.

En conclusion si rg(A) < n — 2, alors ker(J) Nker(A) # {0}.

b) On évalue ‘X (A + 'A)X de deux manieres différentes :

e En distribuant : 'X(A + ‘A)X = 'XAX + 'X'AX. Comme X € ker(4), AX = 0 et
XA =%AX) = 0.

Ainsi : X (A +'4)X = 0.

e En remplagant A +'A par J — I, on a: ‘X(A+'4)X =XJX — X X. Comme X est dans
ker(.J), il

reste : ' X(A+'4)X = —XX.

En identifiant les deux égalités obtenues, on a donc : || X||* = 0. Cela entraine X = 0 ce qui est

contradictoire avec I’hypothese.
c¢) L’hypothese rg(A) < n — 2 est donc impossible. Ainsi rg(A) =n — 1 ou rg(A) = n.
3. a) La matrice M étant symétrique réelle, elle est diagonalisable dans une base orthonormale.

Soit (Uy,...U,) une base orthonormale de vecteurs propres de M, associés aux valeurs
Alyevey An.

n

Un vecteur X non nul, s’écrit donc g arUk. Et comme le base est orthonormale, on a :
k=1

t _\n 2

XX =), 0.

Finalement, en notant m la plus petite des valeurs propres et M la plus grande :
n
3" o
k=1
S
>k
k=1

b) Soit A une valeur propre de A. En reprenant ’égalité obtenue précédemment :
XAX +X'"AX ='XJX —1XX

m <M
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Or 'XAX = MXX et XA = {AX) = MX. Dot 'X'AX = MNXX. Ainsi : 2\ XX =
IXJX —-'XX.

XJX

XX

On a vu que les valeurs propres de J étaient 0 et n. En utilisant I’encadrement précédent et en
arrangeant, on trouve bien :

Comme X est non nul,ona:2\+1=

n—1
2

<AL

DN | —

Exercice 2.11.

Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie n > 2. Soit v un endomorphisme de FE.

On suppose qu'il existe un entier p € N* tel que v?» = 0 et uP~! # 0, ou 0 désigne
I’endomorphisme nul.

Un tel endomorphisme w est dit nilpotent.
1. a) Montrer que pour tout entier k > 2, on a : u(Ker(u*)) C Ker(u*~1).
b) Montrer que l'on a :

Ker(u) C Ker(u?) C ... C Ker(u?) = E.

Prouver que toutes ces inclusions sont strictes.

¢) Soit B; une base de Ker(u). On la compléte en une base By de Ker(u?). On continue le
procédé en complétant, pour tout entier k € [0, p— 1] une base By de Ker(u*) en une base By 1
de Ker(uFt1).

On trouve ainsi une succession de bases By C By C ... B, ou B, est une base de E.

Ecrire la matrice représentative M de u dans la base B,,. Préciser sa diagonale.

2. On note N I’ensemble des matrices nilpotentes de M,,(R), ou n > 2. On note tr Papplication
trace.
a) L’ensemble A est-il un espace vectoriel ?
b) Déterminer la dimension de I’espace vectoriel Ker (tr).
¢) Montrer que :
Vect(N') C Ker (tr).

3. Pour tout (i,j) € [1,n]? on note E; ; la matrice de M,,(R) dont le seul coefficient non nul
vaut 1 et se situe a l'intersection de la ligne 7 et de la colonne j.
Pour tout k € [1,n], on pose :

Np,=FEi1—Fip+Er1 — By

a) Montrer que la famille {(Ny)a<k<n, (Ei ;)i } est une famille libre.
b) En déduire 1'égalité : Vect(N) = Ker (tr).
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Solution :

1. a) Soit k > 2. Soit z € Ker(u*). Alors, u*~1(u(x)) = u*(z) = 0, donc u(z) est dans Ker(u*~1).
b) On voit facilement que pour tout k € [0,p — 1], Ker(u*) C Ker(uf*1). De plus, Ker(u?) =
Ker(0) = E.

Il reste a montrer que les inclusions sont strictes. Pour cela, on trouve un vecteur qui est dans
Ker(u**!) sans étre dans Ker(u*). Comme uP~! # 0, il existe un vecteur z de E tel que
uP~1(x) # 0. Mais alors, pour tout k& € [0,p — 1], le vecteur y, = uP~'~*(x) appartient &
Ker(u**1) sans étre dans Ker(u").

c) Par définition de By, on a u(By) = {0}. Par la question 1(a), u(Bz) € Ker(u).
De méme, pour tout entier k € [2,p], u(Bi) € Ker(uF—1).
La matrice représentative M de u dans la base B, est donc triangulaire supérieure, formée de

blocs non nuls se situant strictement au-dessus de la diagonale. Sa diagonale est nulle.

2. a) L’ensemble N n’est pas un espace vectoriel car il n’est pas stable par addition. En effet,
la somme de deux matrices nilpotentes n’est pas toujours nilpotente. Prenons par exemple la

0 ... 1 0 ... 0
matrice M = | : et N=1]": : |. Les matrices M et N sont nilpotentes car
0 ... 0 1 ... 0
M? = N? =0 (la matrice nulle).
0 ... 1
Mais, M + N = | : | n’est pas nilpotente (calculer son carré).
1 ... 0

b) L’application tr est une forme linéaire sur M, (R). L’application tr est surjective, donc
Im(tr) = R.
Par la formule du rang, Ker(tr) est de dimension n? — 1.

c¢) Soit N une matrice nilpotente. La question 1.c) montre que l’on peut construire une base
B de E dans laquelle la matrice représentative de tout endormorphisme nilpotent est une
matrice de diagonale nulle. Cela signifie qu’il existe une matrice inversible P € M, (R) telle
que N = PN'P~1 ot N’ est une matrice de la forme de celle trouvée & la question 1.c). Deux
matrices semblables ayant la méme trace, tr(N) = tr(N') = 0.

On conclut que toute matrice nilpotente est de trace nulle.

Soit M € Vect(N') : M s’écrit comme une combinaison linéaire de matrices nilpotentes. Comme
I'application trace est linéaire, on en déduit que tr(M) = 0, d’ou l'inclusion demandée.

3. a) On considere des réels (ax)2<r<n €t des réels (a; )iz, tels que
n n
Zaka + Z ai,jEi,j =0 = Zak (El,l — E1’k + Ek;,l — Ek,k) + Zai,jEi,j =0
k=2

k=2 i = i3]

d’ou
n n n
0= (Z ak) Eig+ Y axBrg+ Y axEpi+ Y o E;
k=2 k=2 k=2

i#]
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Par liberté de la famille (Ej ;) jye[i,n])2, on conclut que pour tout k € [2,n], ar = 0 et pour
tout ¢ # 7, a; ; = 0.

Ceci prouve la liberté de la famille considérée.

b) Pour tout ¢ # j, la matrice E;; est nilpotente. On vérifie d’autre part que, pour tout

k € [2,n], la matrice Ny est nilpotente. On a ainsi trouvé une famille libre de Vect(N') qui
contient n? — 1 vecteurs.

Ainsi, Vect(N) est un espace vectoriel de dimension supérieur ou égal & n? — 1. Or Vect(N) C
Ker (tr) qui est de dimension n? —1. Il s’ensuit que Vect(N') est un espace vectoriel de dimension
exactement égal & n? — 1 et qu'on a I’égalité des deux espaces vectoriels.

|Exercice 2.12.

Partie A.

Dans cette partie, EF désigne un C-espace vectoriel de dimension 2. Soit v un endomorphisme

de F.
On note M la matrice représentative de u dans une base fixée de E.

a

On pose : M = (c

Z) On appelle déterminant de M, noté det(M), la quantité ad — be.

1. Montrer qu’il existe un polynome annulateur de M de degré 2 dont on exprimera les
coefficients en fonction de la trace de M, notée tr(M) et de son déterminant det(M).

2. On suppose que M est semblable & —M et que det(M) # 0.
a) Calculer la trace de M.

b) Montrer que M est diagonalisable. Donner une relation entre les valeurs propres et le
déterminant de M.

c) Déterminer deux sous-espaces vectoriels de E supplémentaires, notés D et D', de dimension

1 chacun, et tels que u(D) = D’ et u(D’) = D.

Partie B.

Dans cette partie, n est un entier supérieur ou égal & 2 et v un endomorphisme de R?" vérifiant
2

u® + Id = 0.

1. Déterminer les valeurs propres de wu.

2. a) Montrer que pour tout vecteur x # 0, la famille (z,u(x)) est libre.
b) On note [,, la matrice identité de M,,(R) et 0,, la matrice nulle de M,,(R).

Montrer qu’il existe une base (e1,...,€n,€ni1,...,e2,) de R*" telle que la matrice associée &
u dans cette base soit de la forme :

On _In

I, O,
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3. Déterminer deux sous-espaces vectoriels F' et G de R?" qui vérifient les deux propriétés :
)R =F G,
i) u(F) C G, u(G) CF.

Solution :

Partie A

1. On trouve M? = (a + d)M + (be — ad)ly = tr(M)M — det(M)I;. On peut donc prendre
comme polynome annulateur de M le polynome P(X) = X2 — tr(M)X + det(M).

2. a) Comme deux matrices semblables ont la méme trace, tr(M) = tr(—M) = —tr(M). Donc,
tr(M) = 0.

b) Notons 6 = —det(M) € C*. Notons « et 8 les deux racines distinctes (réelles ou complexes)
de P.

Donc, P(X) = (X —a)(X — ). D’apres la question 1, ona: 0 = P(M) = (M —aly)(M — B1s).
Si M — al, était inversible, on en déduirait que M = S5, mais alors tr(M) = 25 # 0 (car
5 #0).

Il s’ensuit que M — al, n’est pas inversible, donc que « est valeur propre de M. On montre de

méme que (3 est valeur propre de M. Ainsi, M a deux valeurs propres distinctes : « et 5. On
conclut que M est diagonalisable.

c) Comme M a deux valeurs propres distinctes, chacun de ses sous-espaces propres est de
dimension 1.

On note E, = Vect(e1) et Eg = Vect(ez). On pose alors D = Vect(x), ou x = €1 + eq.

Le vecteur z n’est pas nul du fait que la famille {e1, e2} est libre. On pose D’ = u(D).

On va montrer que D et D’ sont solutions du probléme.

e D est un espace vectoriel de dimension 1. Comme 0 n’est pas valeur propre de M, u est
bijectif.

Ainsi, D' = u(D) est également un sous-espace vectoriel de dimension 1. On a dim(D) +
dim(D’") = 2 = dim(E).

e Soit z € DN D'. Le vecteur z s’écrit a la fois z = Az avec A € C et z = u(2’) ou 2/ = px
avec pu € C.

On obtient ainsi : Ae; + Aea = Ax = z = u(pey + pex) = puley) + pu(es) = paey + pfes.
Comme {e1, e2} est une base de E (base de vecteurs propres), il s’ensuit que A = pa = pf3.

Si p # 0, cela donnerait a = 3, ce qui est exclu. Donc = 0, d’on z = 0. Ainsi, D N D" = {0}
et Do D' =FE.

e D’ = (D) par construction de D’.
e On remarque que M? = §I5, donc u? = §idg. Ainsi,
u(D') = u*(D) = §idg(D) = D.
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Partie B

1. Si X est valeur prope de u, alors A2 +1 = 0 et A € {#i}. L’endomorphisme u n’a pas de
valeur propre réelle.

2. a) Pour tout z non nul, la famille (z,u(z)) est libre; sinon u posséderait une valeur propre
réelle.

b) On choisit e; # 0 et Fy = Vect(er,u(er)) qui est de dimension 2. Soit G; tel que
Fie G = R?". Soit es € G.

Montrons que la famille (eq,u(e1), ea, u(es)) est libre.
Par contraposée, supposons que u(ez) = aes + = avec x € Fy. En composant par u, il vient :
{ u(es) = aeg +
—ey = aules) + u(x)
Donc ez = —a? — ax + u(z) = (1 + a?)es € Fy ce qui est contradictoire avec le choix de es.
On pose F» = Vect(es, u(ez)). En continuant ce processus, on construit une base de R*" :
(e1,uler), e, u(es),...,en,uley))
La base demandée est (eq,...,en,uler),...,u(ey)).

3. De maniere immédiate F' = Vect(eq,...,e,) et G = Vect(u(ey),...,u(ey)).

Exercice 2.13.

Soit un entier n > 2. On considere 'espace vectoriel R™ muni de sa structure euclidienne

n
canonique associée au produit scalaire donné par (x,y) = Zxkyk ol x = Yx1,-+,x,) et
k=1
y="y1, - -,yn) et ||| la norme associée.

Si A € M, (R), le spectre de A est noté Sp(A). On dit que A est une contraction (resp. une
contraction stricte) si on a :

|Az|| < [|z]| pour tout z € R™ (resp. ||Az|| < ||z|| pour tout z € R™\ {0} ).

Dans toute la suite, on note P (resp. Q)) une matrice associée, dans la base canonique de R™,
a un projecteur orthogonal p (resp. q).

1. Dans cette question, on suppose que les matrices P et () commutent.

a) On pose T'= P — Q. Justifier que T' est une matrice symétrique.

b) Soit A € Sp(T') et x un vecteur propre associé a A\. Montrer que si Pz = 0, alors A € {—1,0}.
Prouver que si Pz # 0, alors Pz est un vecteur propre de . En déduire que Sp(7") C {—1,0, 1}.
¢) Montrer que T' est une contraction.

d) Prouver que si T' est une contraction stricte, alors on a nécessairement P = Q).

2. Dans cette question, on ne suppose plus que P et () commutent.
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L’objectif de cette question est de montrer que T'= P — () est encore une contraction.

a) Etablir la relation :
ITz)* = (I - Q)z, Px) + (I = P)z,Qu).

b) Montrer que T" est une contraction. En déduire que Sp(T") C [—1,1].

Solution :

1. a) Comme P et @) sont des matrices de projecteurs orthogonaux, elles sont symétriques.

La matrice T est donc symétrique puisqu’associé a un endomorphisme symétrique dans une
base orthonormée.

b) Soit A € Sp(T') et = un vecteur propre associé a X\. On a donc Az = Pz — Q.
Si Pz =0, alors —\ € Sp(Q) = {0,1} d’ou la propriété demandée.

Si Pz # 0, alors ker(Q — (1 — \)I) # 0 et par conséquent 1 — X € {0,1}.
Finalement, on a bien Sp(7") C {—1,0,1}.

c) Comme T est symétrique réelle, elle est diagonalisable et il existe une base orthonormée
Uy, -, Uy de vecteur propres pour 7. Si x € R™, notons (z1,- -, x,) les coordonnées de = dans
cette base.

n

On a donc Tx = Z)\kxkuk avec A\, € {—1,0,1}. D’on ||Tz||* = Z)\kxi < in = [|z|2.
k=1 k=

Donc T est une contraction.

d) Si T est une contraction stricte et = un vecteur propre associé a une valeur propre A, alors
on a:

(Alllzl] = T[] <[lzfl, dot [A] <1
Comme A € {—1,0,1}, on a nécessairement A = 0. Ainsi Sp(7) = {0} et comme T est

diagonalisable, on a nécessairement 1" = 0 et donc P = Q.

a) Comme P et @) sont symétriques, il vient :
[Ta]? = (P~ Q). (P — Q)x) = (P~ Q%) = ([(P +Q — PQ — QP)| . )
= (P - Q)+ QU = P))]z,x) = (I - Q)z, Px) + (I — P)z,Qx).
b) On voit que :
|1Tz]* < [[(1 = Q)| Px|| + [|Qz|[[|(I — P)x|
<VIU = Q)zl? + Q|2 - P)z|? + [|Pz||? = ||=||*.

Il en résulte que T est bien une contraction. La propriété Sp(7') C [—1,1] s’obtient avec un
raisonnement analogue & celui qui a été utilisé dans la premieére partie de 1. d), (mais cette fois
les inégalités sont prises au sens large).
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Exercice 2.14.

Soit un entier n > 2. On munit R™ de son produit scalaire canonique noté ( , ) et de la norme
euclidienne associée notée || ||. On identifie tout vecteur de R™ avec la matrice colonne de ses
coordonnées dans la base canonique.

Soit A € M, (R) une matrice symétrique.

1. Justifier I’existence d’une base orthonormée (ey, e, ..., e, ) constituée de vecteurs propres de
A associés respectivement a des valeurs propres A1, Ag,..., A, avec A\ < Ao < -+ < Ay,

On suppose désormais : Ay > 0
2. La matrice A est-elle inversible ?
3. Montrer que pour tout vecteur u € R, on a {(Au,u) > Ai||u||?.
4. En déduire que I'application ¢ : (u,v) € R™ x R™ — (Au,v) est un produit scalaire.
5. Soit b un vecteur non nul fixé dans R™. On considere ’application f définie sur R™ par :
frum— %(Au,u} — (u, b)
a) Montrer que :
Flu) = hllull? o] - lul

En déduire que la fonction f est minorée. Est-elle majorée ?

b) Montrer que f(R™) admet une borne inférieure négative ou nulle.
2[[0]|

alors f(u) > 0.
A1

¢) Montrer que, si ||u|| >

En déduire que :
inf{f(R")} = inf{f(B,)}
2|[b]|
A1
d) Montrer que la fonction f admet un minimum global.

ou B, est la boule fermée centrée en 0 et de rayon r =



68 ESCP Europe 2018 - Oral

Solution :

1. Par application du théoreme spectral, on obtient une base orthonormée formée de vecteurs
propres.

2. Le réel 0 n’est pas valeur propre donc A est inversible.
n

3. Soit u € R™. Ce vecteur se décompose dans la base (e;)1<i<n sous la forme u = E a;e;. Ceci
i=1
entraine que

Auzzn:)\iaiez (Au, u) Z)\a Alia?:Al.HuHQ
i—1 i=1

4. On montre successivement que ¢ est :

e symétrique : ¢(v,u) = (Av,u) = (Av)u = W'Au = WAu = (v, Au) = (Au,v) = ¢(u,v).

e linéaire a gauche : ¢(a1u; + agus, v) = a1¢(u1,v) + azp(usz,v)

e définie positive : ¢(u,u) = Ai||ul|? =0 et dp(u,u) =0= M||ul> =0=||[u]? =0=u=0

5. a) En utilisant le résultat de la question 2 : (Au,u) > A1||ul|? et 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
on obtient :

1 1
Fw) = S {Au,u) = (u,b) > S [full* = [[ol] []ull

b
La fonction f est minorée car la fonction t — %Ath — ||b]]t est négative sur [O —] et admet

A1
un minimum pour t = H)\ ! d’ou
1
L, |lb[f ||b|| [l
> = — b
sy > S — L =
La fonction f n’est pas majorée : pour u = (z,0,...,0), on a ||[u]|]*> = 22 d’ol : f(u) >

1y 22— on i -
Dz = | Jal doi_Tim_f(u) = +o0
b) L’ensemble f(R™) est minorée et admet donc une borne inférieure. Comme f(0) = 0 cette
borne inférieure est négative ou nulle.
2||b
c) si ||u]| > ol alors
A

1 1
gAllell = 1ol > 0 = SAalful* = [[blll[ul| > 0= f(u) >0

On vient d’établir que inf(f(R™\B,)) > 0 et on a vu dans la question 4.a) que inf(f(B,)) < 0.
D’ou : inf(f(B,)) < inf(f(R"\B,)) = inf{f(R™)} = inf{f(B,)}.

d) La fonction f est continue sur le fermé borné B, donc f est bornée sur B, et atteint son
minimum en un vecteur ug € B,..

Donc : Vu € R™, f(u) > f(ug). Ainsi f admet un minimum global en wy.
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Exercice 2.15.

Soit un entier n > 2. Soit l'espace vectoriel R” muni de sa structure euclidienne canonique

n
associée au produit scalaire donné par (x,y) = Z Tpyroux = Yxy, -, zp) ety =Yyt yn);
k=1
on note ||.|| la norme associée.

Dans tout Uexercice, P et QQ sont deux matrices de M,,(R) associées a des projecteurs et I la
matrice identité de M,,(R).

1. Donner un polynéme annulateur de degré 2 pour les matrices P et Q.

2. On pose : T'= P — Q. Vérifier que Im(P) N Ker(Q) C Ker(T — I) et que
Im(Q) NKer(P) C Ker(T + I).

3. Dans cette question, on suppose que P (resp. Q) est la matrice d’un projecteur orthogonal p
(resp. q).

a) Montrer que pour tout z € R", on a ||QPz|* = (PQPz|z).

b) Soit x € Ker(T — I), montrer PQz = PQPz = 0.

c¢) Prouver que Ker(7T'— I) = Im(P) N Ker(Q) et que Ker(7T'+ I) = Im(Q) N Ker(P).

4. On revient au cas général ou P et () sont deux matrices de M,,(R) associées a des projecteurs
et on suppose que pour tout x non nul de R", on a ||Tz| < |||

a) Montrer que Im(P) NKer(Q) = Im(Q) NKer(P) = {0}.
b) En déduire que le rang de P est égal au rang de Q.

5. Dans cette question, on prend pour P et () les matrices suivantes :

r=(1 1) eas (2 )

Montrer que les inclusions données dans la question 2. peuvent étre strictes.

Solution :
1. Le cours nous dit que X2 — X est un polynéme annulateur de degré 2 pour les matrices P
et Q.

2. La vérification est immeédiate.

3. a) Dans ce cas, les matrices P et () sont symétriques. Pour tout € R™, on a donc
IQPz|* = (QPz|QPz) = (PQ*Pz|r) = (PQPz|z)

b) Soit 2 € Ker(T — I), on a donc x = Pz — Qx et par suite Px = Pz — PQx, d’ou PQz = 0.
Il s’ensuit que 0 = PQx = PQPx — PQx = PQPx.
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c) Soit z € Ker(T — I). D’apres les deux questions précédentes on a |QPz||* = (PQPz|x) = 0,
d’ou QPx = 0. Comme x = Px — Qz, on en déduit que Qz = QPx — Qxr = —Qz, d’ou Qz =0
et par suite Px = z.

Dans ce cas, on a donc I'inclusion inverse Im(P) N Ker(Q) D Ker(T' — I) et par suite 1'égalité.
On échange les roles de P et Q pour obtenir la deuxieme égalité.

4. a) Soit x € Ker(T — I). Supposons x non nul, alors on doit avoir ||z| = ||Tz| < |z| ce
qui est absurde. Il en résulte que Ker(7T — I) = {0} et avec la question 2, on a nécessairement
Im(P) N Ker(Q) = {0}. Un raisonnement analogue prouve la deuxieme égalité.

b) Les sous espaces Im(P) et Ker(Q) sont donc en somme directe. En utilisant le théoreme du
rang, il vient alors n > dim(Im(P)@®Ker(Q)) = dim(Im(P))+dim(Ker(Q)) = rg(P)+n—rg(Q).
D’ou rg(P) < rg(Q). En utilisant le fait que Im(Q) et Ker(P) sont aussi en somme directe, on
trouve que rg(P) > rg(Q) et donc I'égalité souhaitée.

5.0n a P? = P et Q* = Q, on peut donc affirmer avec le cours que P et @ sont bien les
matrices de deux projecteurs. On voit que ker(P) = Vect {(0,1)}, ker(Q)) = Vect {(1,—1)},
Im(P) = Vect {(1,1)} et Im(Q) = Vect {(0,1)}.

On a T = diag(1l, —1), par conséquent Im(P) N Ker(Q) = {0} & Ker(T — I) = Vect{(1,0)}.
Il suffit ensuite d’échanger les roles de P et () pour montrer que la deuxieme inclusion de la
question 2 peut étre stricte.

|Exercice 2.16.|

Soit m un entier supérieur ou égal a 2. Si Ly et Lo sont deux parties de I’ensemble C des
nombres complexes, on appelle somme de L1 et Lo, notée Ly + Lo, la partie de C définie par
Li+Ly={s+t;se€Liette Ly}

1. On considere les matrices A et B de My(C) données par :

0 1 0 0
A= (0 ) an-(20).

Déterminer les spectres Sp(A), Sp(B) et Sp(A + B) et en déduire qu’en général le spectre de la
somme de deux matrices n’est pas contenu dans la somme des spectres de ces matrices.

2. On considére deux matrices A et B de M, (C) qui commutent. On note u et v les
endomorphismes de C™ qui leur sont canoniquement associés. On pose : w = u + v.

a) Soit A € Sp(A + B) = Sp(w). Montrer que E = Ker(w — Aldcn) est un sous-espace stable
par u et par v.

b) On note u; (resp. v1) la restriction de u (resp. de v) au sous-espace E. On a donc u; et
(S ;C(E)
Quelle relation a-t-on entre les endomorphismes uy, vy et Idg ?

¢) Comme E # {0}, on choisit un vecteur non nul z dans E.
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Etablir Pexistence d’un polynéme non nul p, de degré minimal, tel que p(uq)(x) = 0.

d) Justifier I'existence d’un nombre complexe o pour lequel on a p(X) = (X — a)q(X), ou ¢ est
un polynome.

e) Montrer que a € Sp(u1) et que (A—a) € Sp(vy). En conclure que Sp(A+B) C Sp(A)+Sp(B).

3. On considéere une famille finie { Py, -- -, P,} (n > 2) de matrices de projections qui commutent
entre elles.

Onpose T = Py +-- -+ P,. Déterminer un sous-ensemble fini F' sur lequel on peut se restreindre
pour chercher les valeurs propres de 7.

Solution :

0 1
10
symétrique. Sa trace est nulle et son déterminant vaut —1, on a donc Sp(A + B) = {—1,1}. 11

est clair que Sp(A + B) Z Sp(4) + Sp(B) = {0}.

1. Il est clair que Sp(4) = Sp(B) = {0}. Comme A + B = , la matrice A + B est

2. a) Soit x € F, on a donc Az = u(z) + v(z). On voit que
u(z) = u?(z) +uow(z) = u?(z) +vou(x) = wu(x))

d’ott u(x) € E. Le sous espace E est donc stable par u. De la méme maniere, on montre qu’il
est stable par v.
b) Siz € E, on a Az = u(z) + v(x) = ui(z) + v1(x). On a donc uy +v1 = AMldg.
¢) Soit m le plus petit entier pour lequel la famille

{z,ur(2), -, uy"(z)}
est liée (qui existe puisque 1'on est en dimension finie).
Comme = # 0, on a m > 1, de plus il existe (ag, -+, a,) € R™TL\ {0} tels que

amui’(z) + -+ arui(x) + apr =0

Le polynome p; = ag + a1 X + - - - + a,, X" convient.

d) Comme le degré de p est supérieur ou égal a 1, le théoreme de d’Alembert-Gauss nous dit qu’il
admet au moins une racine dans C. On peut donc I’écrire sous la forme p(X) = (X — a)q(X).

e) On a donc 0 = p(ui(x)) = (u1 — ald)(q(u1)(x)), de plus g(ui)(z) # 0 car ¢ # 0 et
d°(q) < d°(p). C’est donc un vecteur propre de u; associé a a.

On a bien « € Sp(uq). D’apres la question 2. b, on a v1 — (A—«)Idg = aldg — uq, il en découle
que A —a € Sp(vy). Dot A € Sp(A) + Sp(B). L’inclusion souhaitée est prouvée.

3. la matrice Py étant la matrice d’une projection, on a Sp(P;) C {0,1}. Comme la famille
{P1, -+, P,} (n > 2) est commutative, une récurrence finie utilisant la question 2, nous donne

Sp(T) C Sp(P) + -+ Sp(P,) ={0,1,---,n}.
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Exercice 2.17.|

Soit ¥ un R espace vectoriel de dimension n > 2, B une base de E et f un endomorphisme non
nul

de E. On note Mp(f) la matrice de f dans la base B.

1. Montrer que la trace de la matrice Mg(f) ne dépend pas de la base B choisie.

Dans la suite, on note tr(f) ce réel.
2. Montrer que si tr(f) = 0 alors f n’est pas une homothétie.

3. On suppose dans cette question que pour tout = € F il existe A\, € R tel que f(x) =\, z

2.
Soit un vecteur zp € E fixé; on note A = A,,. Montrer que pour tout y € E, on a: A\, = X (on
pourra étudier les cas oll xg et y sont deux vecteurs libres ou liés ).

Que peut-on en déduire pour f?

4. Dans cette question, on se place dans le cas particulier ou n = 2. Soit A € M3(R) une
matrice non

nulle de trace nulle. On note rg(A) le rang de la matrice A.

Montrer que A est semblable & une matrice dont les coefficients de la diagonale principale sont
tous nuls en distinguant les deux situations :

e sirg(A) = 1, justifier que A est semblable a une matrice (8 g) ou a € R*;
e si rg(A) = 2, justifier que A est semblable & une matrice (g, (1)> ou € R*.

5. Dans cette question, dim(E£) = n + 1. On note A € M,,11(R) la matrice représentative de f
dans la base B. On suppose que tr(A) = 0.

a) Etablir Pexistence de e; € E tel que la famille (e1, f(e1)) soit libre.

On note alors e; = f(ey) et D la droite vectorielle engendrée par e;.

b) Montrer I'existence d’une famille finie de n — 1 vecteurs es, - - -, e,41 tels que 'hyperplan H
engendré
par {ea, es, -, €11} SOit un supplémentaire de D.

c¢) On note p la projection sur H parallelement a D. On pose pour tout y € H, g(y) = p(f(y))-
Montrer que g ainsi défini est un endomorphisme de H de trace nulle.

d) Montrer par récurrence sur n, que si tr(f) = 0, alors il existe une base de E telle que la
matrice de f dans cette base a tous ses coefficients de la diagonale principale nuls.
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Solution :

1. Soit B; une autre base de E. On note B = Mg, (f). Alors A = PBP™! = tr(A) =
tr(BPP~!) = tr(B) est indépendante de la base choisie.

2. Si f (non nulle) est une homothétie de rapport A # 0, alors tr(f) = n\ # 0.

3. a) Siyetxgsont liés : y = pxo = A\yy = pAzg = Ay = Ay = A.

Si y et zg sont libres : Ay yy(xo +y) = Axo + Ayy et (Aggry — AN+ Agpy — Ay)y = 0 =
Aoty = Ay = A

On a établi que pour tout y € E, f(y) = Ay ce qui est la définition d’une homothétie.

4. Pour n = 2, la matrice s’écrit A = (Z _Ca).

e sirg(A) = 1 alors a® + be = 0. Soit e; = a). On a : Im(A) = Ker(A) = Vect{e;} Soit ey

b
un vecteur de E non lié a ey, on a f(ez) € Im(A) d’ou f(e2) = aey. En se plagant dans la base

(e1,e2), la matrice A est semblable & une matrice ou a > 0.

0 o
0 O
e si rg(A) = 2, alors a® + bc # 0 Par la question 3, il existe e; tel que (eq, f(e1)) soit une
base de E. Ainsi f(f(e1)) = (a® + bc)e; donc A est semblable a la matrice (a2 3_ be (1)) ol

a® + be € R*.
5. a) Par la question 3, il existe e; tel que (e1, f(e1)) soit libre dans E. On note e = f(e1). La

famille {e1, ea} peut étre complétée en {e1, ea, €3, - €,41} base de E. Par définition I’hyperplan
H engendré par {es,es, -, e,41} est un supplémentaire de D dans E.

b) Ainsi défini, g(y) est unique dans H. La linéarité de p et de f entraine celle de g c’est bien
un endomorphisme de H.

¢) La matrice de f dans la base {e1,---, e, 41} peut s’écrire :

0 a1’2 ... ... al,n

1 a2,2 ... ... a/27n

0 ag3 aszsz - asn

0 apt12 -+ - Apglntl

La matrice de g dans la base {es, €3, -, e,41} s’écrit alors :
a2’2 DRI DY a27n
as3  asgz - as.n

p41,2 0 Opglntl

D’ou tr(g) = tr(f) =0
d) Procédons par récurrence sur n.

Pour n = 2 le résultat a déja été établi lors de la question 4.
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On suppose le résultat établi au rang n > 2 ; montrons qu’il est encore vrai au rang n + 1.

On note A € M,,+1(R) la matrice représentative de f dans la base 5. On suppose tr(A4) = 0. On
a montré que g € L(H) avec dim(H) = n et tr(g) = 0. En appliquant ’hypothese de récurrence
on a l'existence d’une base de H {us, -, u,+1} telle que la matrice de g dans cette base ait tous
ses coefficients de la diagonale principale nuls. On se place dans la base {u; = ey, ug, -, Up41}
de E, on note : f(u;) = S20 " b; ju;. Alors

o f(u;) = f(e1) = ex € H = Vect{ug, -+, up41} donc by ; =0.

n+1 n+1
epour2<j<n+1,ona:gy;) = Z bi jp(u;) = Z b; ju; (car p(ui) = 0). L’hypothese de
i=1 i=2

récurrence entraine : b; ; = 0 pour tout j € [2,n].
On a montré que la matrice de f a tous ses coefficients de la diagonale principale nuls. Ce qui
acheve la démonstration.



