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SUJET N© 2

1. Soit un entier n > 2 et E un espace vectoriel réel de dimension n. Déterminer tous les sous-espaces
stables par ’homothétie de rapport A € R.

2. Déterminer tous les sous-espaces stables par ’'endomorphisme f de R? de matrice dans la base canonique

0 -1
A= < . ) .
3. Soit un entier n > 2, un espace vectoriel réel E de dimension n et un endomorphisme g de F tel que

g"=0cet g" 1 £0.

(a) Soit u € E tel que g™ *(u) # 0. Montrer que la famille B = (g" (), " %(u), -+ ,g(u),u) est
une base de E. Préciser la matrice N de g dans cette base.

(b) Pour k € [1,n— 1], expliciter la matrice N*. On pose : Gj = Ker(g*). Préciser G}, et sa dimension.

(c) Déterminer tous les sous-espaces de E stables par g.

4. Soit un entier n > 2, un espace vectoriel réel E de dimension n et un endomorphisme f de E. On
suppose f diagonalisable, de valeurs propres distinctes Ay,---, ), et de sous-espaces propres associés
E.,---,E,.

(a) Pour tout k € [1,p], soit F} un sous-espace vectoriel de Ej . Montrer que le sous-espace vectoriel
P
F= Z Fy. est stable par f.
k=1
Dans les questions suivantes, on note F' un sous-espace vectoriel de E stable par f.

(b) Justifier que :

P
VueF, 3(uy,...,up) € By X -+ X Ep, ’u,:zuk.
k=1

P
(¢) Montrer que Z[()\k —M)ug] €F.
k=2
En déduire que les vecteurs uq,...,u, appartiennent a F.

(d) Montrer que :
p
F=> [FNE].
=1

(e) Déterminer tous les sous-espaces de E stables par f.
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SOLUTION DU SUJET N° 2

1. Tout sous-espace de E est stable par AId .

2. Les sous-espaces triviaux {0} et R? sont stables par f. Une droite est stable par f ssi elle est dirigée par
un vecteur propre de f;or, AX =XX = X =—-1 ou X =0, donc f n’a pas de valeur propre
(réelle) et donc pas de droite propre.

3. (a)

En composant par ¢" ', on a :

S[akgk(u)} =0 = ap=0
k=0

puis par récurrence descendante, tous les ay, nuls; la famille est libre de cardinal n, donc une base
de E. De plus :

0 1 0
N:
0 0

N* est la matrice avec une « sur-diagonale »de n — k uns; d’ott :
G, = Ker(g") = Vect (g™ " (u), - - ,g”*k(u)) avec dim(Gy) =k.

Soit F' un sous-espace de dimension k € [1,n — 1] stable par g. Alors la restriction § de g & F est
encore nilpotente, donc il existe p tel que GP~! # 0 et P = 0. Le méme raisonnement qu’en (a)
montre que p < dim(F) =k, d’otu :

P=0= §"=0 = FCG, = F=0G,

par égalité des dimensions et G, est évidemment stable par g.
Les sous espaces vectoriels stables de g sont exactement les Gy, pour k € [0, n].

Pour tout (u1,...,up) € Fi x---x F,,ona:
P P
f(Zuk>Z[)\kuk}€F donc f(F)CF
k=1 =1

Comme f est diagonalisable, E est somme directe des Ej , d’ou la décomposition de u.
On a :

Z[(/\k —A)ur] = f(u) = A\u€eF

k=2
Par récurrence, on obtient :

[H()‘P - /\k)] Up = [H(f — g Id)] (u) e F

k=1 k=1

et comme le produit est non nul (puisque les valeurs propres sont distinctes), il vient u, € F' ; puis
par récurrence descendante, tous les uj dans F.

P
D’apres ce qui précede, Vk € [1,p], ux € F N Ey, done, F C Z [F N Ek] ; Pinclusion réciproque
k=1
étant évidente, on a égalité.
P
Les sous-espaces stables par f sont donc ceux de la forme F = Z Fy,ou Vk € [1,p], Fi est un
k=1

sous-espace de Ej .
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SUJET N° 6

Dans cet exercice, n est un entier supérieur ou égal & 2 et E = R,,[X] est l'espace vectoriel des polyndmes
de degré inférieur ou égal a n.

x
1. Montrer que I'intégrale / P(t)e'dt converge pour tout P € E.
— 00

On note alors T'(P) : x — e*"”/ P(t)e'dt (fonction définie sur R).
Soit alors T I'application définie sur E,par T : P— T(P).

2. Montrer que T est linéaire.
3. Déterminer KerT.
4. Pour tout k € [0,n], on note e = X*.
(a) Calculer T'(ep).
(b) Montrer que, pour tout k € [0,n — 1], on a : T(ex+1) = ext1 — (kK + 1)T(er).

(¢) En déduire que, pour k € [1,n], on a : T(er) — ex € Vect(eg,...,€x-1)-
En déduire que T' est un endomorphisme de E.

. Montrer que (I —T)"*! =0, ou I désigne I'identité de E.

6. Déterminer les valeurs propres de T'. L’endomorphisme 7" est-il diagonalisable ?

(@3

7. En déduire une expression de T~! (comme polynéme en T)).
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SOLUTION DU SUJET N° 6
1. L’intégrale converge car t"e! = o(1/t?) lorsque t est au voisinage de —oco. Ainsi T est bien défini.
2. L’application T est linéaire, par linéarité de l'intégrale convergente.

3. Supposons que T'(P) = 0. Alors

x

0=T(P)=e® / " P()etdt o / P(t)etdt
—o00 0

Par continuité de ¢ — e! P(t) et par le théoréme fondamental du calcul intégral et aprés simplification

par e~ %, il vient, en dérivant :

0= (/OI P(t)etdt)/ = P(x)e* =0= P(z) =0

Donc KerT = {0}.
4. (a) Le calcul donne T'(eg) = 1.

(b) On peut raisonner par récurrence. Plutot, une intégration par parties, valable ici, car les fonctions
en jeu sont de classe C! et toutes les intégrales convergent, donne pour tout k& € [0,n — 1]
T(ex+1) = exv1 — (k+ 1)T(ex).

T k1
(c) En posant up = (—1)* (ke'k) et en multipliant ’égalité précédente par %,
il vient Up4+1 = (—1)k+1 (]:]j:i)' + Ug.
k € k e
YN -y — IRV A 1y s
Dou.ukfu0+2( 1) 7 *Z( 1) ik
j=1 §=0
k ol
soit finalement T'(eg) = Z(fl)Jﬁek_j.
§=0

Ainsi T est un endomorphisme de E qui laisse stable tous les polynémes de R,;[X] pour 0 < j < n.
En particulier ¢’est un endomorphisme de R,,[X].

5. Par le résultat précédent, pour tout P € E, deg((I —T)(P) < deg(P) — 1.
On en déduit (récurrence) que deg(I — T)*(P) < deg(P) — k. D’'ou (I — T)"* = 0.

6. D’apres le polynéme annulateur trouvé précédemment, ’endomorphisme I — T a pour seule valeur propre
possible 0; or I — T # 0, donc il n’est pas diagonalisable.
L’endomorphisme T non plus car autrement, comme I est diagonalisable, I — T le serait également.

7. Comme I et T commutent la formule du binéme donne :

0=(I-T)" = ni:l(—n’“(";{L 1>T’c = To (%(-1)’“(”2 1>Tk‘1> =1

k=0 k=1

n+1 TL+ 1
don 77! = — Z(—U’“( N )Tk_l.

k=1



8 ESCP 2022 — Oral

SUJET N° 7

Soit un entier n > 1. On note M, (R) 'ensemble des matrices carrées de taille n & coefficients réels. Ker(M)
et Im(M) désignent respectivement le noyau et 'image d’une matrice M € M, (R).

Soient A € M,,(R) et k un entier supérieur ou égal a 1. On note vj, = dim (Ker(A")) la dimension de
Ker(A") et wy = dim (Im(A¥)) la dimension de Im(A¥).

1. Montrer que Ker(A*) C Ker(A**!) pour k > 1. En déduire que (vg)r>1 est une suite croissante.
2. Montrer que la suite (wg)r>1 est une suite décroissante.
3. Supposons qu’il existe un entier ko > 1 tel que vy, = vg,+1. Montrer que vg,+1 = Vg 4+2. Que peut-on

alors dire des suites d’entiers (vg)i>k, €t (Wk)k>ko

Pour le reste de ’exercice, on définit les notions suivantes.
Une matrice M € M,,(R) est dite nilpotente s’il existe un entier m > 1 tel que M™ = 0.
Pour une matrice nilpotente M € M, (R), on définit son indice de nilpotence par :

p=min{m € N\ {0} | M™ = 0}.
4. Donner trois exemples de matrices nilpotentes de M3(R) : un ot p =1, un ot p = 2 et un ot p = 3.

5. Soit M € M,,(R) une matrice nilpotente. Montrer que p < n.

6. On suppose ici que n > 2. Soit B = (b; ;)i je{1,...n} € Mn(R) dont les coefficients b; ; sont définis par :
biit1=1pourie{l,...,n—1} et b;; =0 pour j #i+ 1.
Résoudre dans M,,(R) I’équation d’inconnue M donnée par :

M? = B.
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SOLUTION DU SUJET N° 7

1.

Soit = € Ker(A4*). On a donc A¥ x = 0. En composant par 4, il vient A¥*1z = 0. Ainsi, z € Ker(A4*+1!)
et on conclut que Ker(A*) C Ker(A*+1). Ainsi, vy, < vy et la suite (vy)r>1 est une suite croissante.

. D’apreés le théoréme du rang, n = v +wy = Vg1 +wWk41. Ainsi, comme v < Vg1, ONaAN—Wg < N— W41

Par conséquent, wg+1 < wy et la suite (wy)g>1 est décroissante.

Supposons que vy, = Vk,+1- De plus, on a d’apres la question 1), Ker(A*0) C Ker(A¥+1). Par conséquent,
on a Ker(A*0) = Ker(A**+1). Montrons alors que Ker(A**1) = Ker(A**2). Nous savons d’apres la
question 1) que Ker(A*o+1) c Ker(A*+2). 11 suffit donc de montrer I'autre inclusion.

Soit x € Ker(A**2) on a alors A*0*2 3 = A*o+tlAx = 0 . Ainsi, on a Az € Ker(A*o+!) = Ker(Ako)
et donc AMAx = 0 = AFoFlz . On conclut que x € Ker(AFo+l) et que Ker(A*0+2) C Ker(AFo+!).
On a alors finalement Ker(A**+1) = Ker(A**2) et vy, 11 = vg,42. On montrerait alors aisément par
récurrence que pour k > ko, on a vy = vk,. La suite (vg)g>k, est donc constante et par le théoréme du
rang, comme wy = N — Vg, la suite (wg)r>k, est également constante.

Onap=1, p=2et p=3respectivement pour les trois matrices suivantes de M3(R) :
Al =

A2 = et A3 =

o OO
o o O
o o O
o o o
oS OO
S O =
o OO
S O =
O~

Il est clair que A; =0, A3 =0 (avec Ay # 0) et A3 =0 (avec A3 # 0 et A3 # 0), donc leurs indices de
nilpotence sont respectivement 1, 2 et 3.

. Soit M € M,,(R) une matrice nilpotente. Supposons par I’absurde que p > n. On a donc d’une part,

pour tout j € {1,...,n}, A7 #0 et d’autre part, A? = 0 et donc v, = n. Une matrice nilpotente ne peut
étre inversible (car AP = 0) donc Ker(A4) # 0 et v; > 1. De plus, pour tout j € {1,...,n}, v; # vj41 car
si v; = vj41, la suite (vg )k, est constante et donc v; = v, = n; on aurait alors Ker(A47) = M, 1(R) et
A7 =0, ce qui est impossible car j < n < p. Comme (v;);>1 est une suite d’entiers croissante et que
pour j € {1,...,n}, v; # vj41 et que vy > 1, il s’ensuit que v; > j pour j € {1,...,n+ 1}. Ainsi, on a
Un41 > M, ce qui est absurde car la suite (vg)r>1 est bornée par n. On conclut donc que p < n.

. 11 est aisé de vérifier que B"~1 # 0 et que B = 0. Donc B est nilpotente. On a alors si M? = B :

M?n=1) = Bn=1 oL (g et M?" = B™ = 0. Ainsi M est également nilpotente et son indice de nilpotence p
vérifie 2(n — 1) < p (car M2~ £ 0) et p < n (d’apreés la question précédente). Ainsi 2(n —1) < n et
donc n < 2 ce qui est impossible car on a supposé que n > 2. L’équation matricielle M2 = B n’admet
donc pas de solution.
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SUJET N° 11

Dans cet exercice, on désigne par n un entier naturel de N*.

On se propose de montrer qu’il n’existe pas de matrice A de Ma,11(R) telle que A% = —1, o1 I désigne la
matrice identité de May, 11(R).
Pour tout A € C, on notera Ey = Ker (A — AI) = {X € Map4+11(C)|AX = \X}.

1. Trouver une matrice A de Ma,,1(C) telle que A? = —1.
2. Dans cette question, on suppose qu’il existe une matrice A de My, 1(R) telle que A% = —1.

(a) Vérifier que 5; ((A+il) — (A —il)) = I.

(b) En déduire que : Map41,1(C) = Ker (A —iI) & Ker (A + iI).

(¢) En déduire que A est diagonalisable dans Ms,,1(C) et donner ses valeurs propres.

21 21
3. (a) Pour toute matrice colonne X = de Ma;,41.1(C), on note X la matrice colonne
Zon41 Zon+1
Montrer que X € E; si et seulement si X € E_;. La réciproque est-elle vraie ?

(b) En déduire que dim E; = dim E_;.

(c) En déduire qu’il n’existe pas de matrice A de Ma,, +1(R) telle que A2 = —T
4. Ce résultat est-il encore valable dans May, (R) ?
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SOLUTION DU SUJET N° 11

1. La matrice diagonale D = diag(i, .. .,4) vérifie D? = —1I.

2. (a)
(b)

()

4. Ce résultat est faux pour n pair. Par exemple , la matrice A = <

Par calcul direct.

Soit X € May41,1(C). La relation précédente donne

1
X = Z((A—iI)X —(A+4d)) X
En notant X; = (A4 —il) X et Xo = (A +il) X, la relation A2 + I = 0 donne X; € Ker (A + i)
et Xo € (A —iI). Tout vecteur de C" ™! se décompose comme somme d’un vecteur de E; et d'un
vecteur de F_;. Donc
C* 1l = Ker (A + i) + Ker (A — iI)

Enfin cette somme est directe car Ker (A + ¢I) N Ker (A — iI) = {0}.

La question précédente donne la diagonalisabilité et Sp (4) C {i,—i}. Il y a égalité car si un seul
de ces deux sous-espaces propres est réduit & {0}, par exemple E_; = {0}, alors Mg, 411(C) = E;
d’ou A =il, ce qui est absurde car A est une matrice réelle.

Soit X € E;. Alors AX = iX. En conjuguant cette relation, il vient AX = —iX puisque A est une
matrice réelle (il suffit de faire le produit matriciel). La réciproque est identique puisque X =X.
Soient Ai,..., A, des complexes tels que ATy + Aotz + -+ - + ATy = 0

Alors en conjuguant cette relation il vient : Adju; + Aaug + -+ - + )\T;up =0.

Et (u1,...,up) étant une famille libre par hypothese, on en déduit que AM=d== )\7, =0.
Soit encore A\ = Ay = --- = A,. Et donc (4y, Uz, ..., Gp) est une famille libre de C2ntl

De plus, elle est bien formée de vecteurs de E_; par la question précédente.

Ainsi si (uq,...,up) est une base de E;, alors p = dim E;.

Et alors (ug,...,u,) est une famille libre de E_;, de cardinal p, de sorte que p < dim E_;. Et donc
Inversement, on peut prouver que si (vi,...,v,) est une base de E_;, alors (71, ...,7;) est une

famille libre de E;, et donc que dim F_; < dim F;.

On en déduit que E; et E_; sont de méme dimension.

Si A existait, elle serait diagonalisable, et on doit avoir 2n+1 = dim C?"*! = dim E;+dim E_; = 2p,
ce qui est absurde.

0

1 _01 vérifie A2 = —1I,. Dans le cas

général, on exhibe une matrice M € My, (R) formée de n blocs diagonaux de la matrice A précédente.
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SUJET N° 14

1. Soit E un espace vectoriel sur C de dimension finie m € N*. On considére un endomorphisme inversible
fde E.
(a) Montrer que si f est diagonalisable, alors f? I'est également.
(b) Montrer que si F' est un sous-espace propre de f2, alors F' est soit un sous-espace propre de f, soit
la somme directe de deux sous-espaces propres de f.
(c) En déduire que si f? est diagonalisable, alors f est diagonalisable. Donner un exemple simple
montrant que ceci n’est plus vrai en général si on ne suppose pas f inversible.

2. On considére deux endomorphismes inversibles u et v de C™ (n > 1). On munit Uensemble £ = C™ x C"
de sa structure de C-espace vectoriel canonique ((x1, z2) + (y1,y2) = (1 + y1, 22 + y2)) et (a(z1,22) =
(al'l,()é.’ﬂg))~ Pour (‘T,y) € E, Ol pose f(xay) = (’u(y),u(m))

(a) Justifier le fait que F est de dimension finie et donner sa dimension.

(b) Prouver que u o v est diagonalisable si et seulement si v o u 1’est aussi. Donner un exemple simple,
avec n = 2, montrant que cette équivalence n’est plus vraie si on abandonne ’hypothése selon
laquelle u et v sont inversibles.

()
(d) Montrer que f est inversible et donner son inverse.
(e)
(f) Prouver que f est diagonalisable si et seulement si u o v est diagonalisable.
3. La matrice M de M4(C) définie ci-dessous est-elle diagonalisable ?

Vérifier que f est un endomorphisme de FE.

Déterminer ’endomorphisme f2.

00 3 1
0 0 -1 1
M = 11 0 O
01 0 O
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SOLUTION DU SUJET N° 14

1.

(a) Si f est diagonalisable et si A est la matrice de f dans une base B de E, il existe une matrice

(b

)

inversible P et une matrice diagonale D dans M,,(C) telles que A = P7!DP. D’ou la matrice
A? = P71D?P qui est associée & f? dans B est diagonalisable, donc f? l'est également.

Soient F un sous-espace propre de f2 associé & une valeur propre A # 0 (f est inversible) et a € C tel
que a? = X (a # 0). Alors pour tout x € F,ona 0= (f2—Ad)z = (f —ald)(f+ald)x. Si (f —ald)
(resp. (f + ald) ) est inversible, alors F' est égal au sous-espace propre E,(f) (resp. F = E_,(f) ).
Sinon, les deux sous-espaces E,(f) et E_,(f) ne sont pas réduits & {0}, il sont inclus dans F et en

somme directe. De plus, tout « € F peut s’écrire sous la forme x = — ((ald + f)z + (ald — f)x)
avec (ald+ flx € Eo(f) et (ald— flx € E_,(f); il en résulte que F = E,(f) ® E_,(f).

Comme f? est diagonalisable, I'espace E est somme directe des sous-espaces propres de f2. De plus,
d’apres la question précédente, dans chaque sous-espace propre F' de f2, on peut choisir une base
de ce sous-espace qui sera formée de vecteurs propres de f. Par concaténation, on construira ainsi
une base de E constituée de vecteurs propres de f; il en résulte que f est diagonalisable. Comme
contre-exemple, on peut considérer I’endomorphisme g de C? donné par g(e;) = 0 et g(e2) = e;.
L’endomorphisme g2 est diagonalisable puisqu’il est nul, mais g ne l’est pas. En effet dans le cas
contraire sa matrice serait semblable & la matrice nulle et donc nulle, ce qui est absurde.

Siej, -, e, est une base de C", il est clair que (e1,0),---,(€,,0),(0,e1), - ,(0,e,) forment une
base de E qui est donc de dimension 2n.

Supposons que u o v est diagonalisable. Alors, v ou = u~! o (u o v) ou est semblable & u o v et est
donc diagonalisable. Les roles de u et v étant symétriques, on obtient bien ’assertion souhaitée.
Comme contre-exemple, on peut prendre les endomorphismes u et v associés respectivement aux

matrices
0 1 1 0
A_<O O)GtB_(O O)

puisque AB = 0 est évidemment diagonalisable et BA = A ne l’est pas (cf. question 1).
C’est évident par calculs.
Comme u et v sont inversibles, il est clair que f est inversible et que f~1(z,y) = (v~ (y),v " (z)).

On a f*(z,y) = (vou(x),uov(y)).

Si h est un endomorphisme et A € C, on note E (k) le noyau de h—AId. Si f est diagonalisable, alors
f? Pest. On pose Sp (f2) = {A1,- -+, Ap}. On voit facilement que Ey, (f2) = {(z,0);2 € Ex,(vou)}®
{(0,y);y € Ex,(uow)}, dott dim(Ey, (f?)) = dim(Ey, (vou)) +dim(Ey, (uowv)) = 2dim(Ey, (uov))

P P
(vou—M\;Id et wov— A;Id sont semblables). Comme 2n = Zdim(EAi (f?) =2 Zdim(EAi (uow)),

k=1 k=1
I’endomorphisme u o v est diagonalisable. Supposons que u o v est diagonalisable, alors on a vu

que v o u Pest aussi. Choisissons une base (1, - ,2,) (resp. (y1, -+ ,yn)) de vecteurs propres de
vou (resp. wow). Alors, la famille {(x1,0),- -, (zn,0),(0,41),- -, (0,9,)} est une base de vecteurs
propres de f? qui est donc diagonalisable. Alors, d’apres 1.(c), I'endomorphisme f est diagonalisable.

3. Posons

31 11
A_<—1 1)etB_<0 1)’

et notons u (resp. v) 'endomorphisme de C? canoniquement associé & A (resp B). Alors, 'endomorphisme
f de la question 2 admet M comme matrice associée dans la base (e1,0), (e2,0),(0,e1), (0, e2). Comme
les matrices A et B sont inversibles et que la matrice AB est diagonalisable (elle admet deux valeurs
propres distinctes, ce que 1'on voit facilement avec les éléments du cours sur les matrices 2 x 2), on déduit
de la question précédente que M est diagonalisable dans My(C).
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SUJET N° 18

Soit n € N*. On note R, [X] Pensemble des polynémes de degré au plus n.
Pour tout (P, Q) € R,[X]?, sous réserve de convergence de I'intégrale, on note :

+oo
P.Q)= [ Poawe a
0
1. Pour tout (k,¢) € [0,n]?, montrer la convergence et donner la valeur de 'intégrale (X*, X*).
2. Montrer que 'application suivante est bien définie et que c’est un produit scalaire :

R,[X] xR, [X] — R
(P,Q) — (P,Q)

Soit Iapplication « définie sur R,,[X] par :
VP € R,[X], a(P)=XP"+(1—X)P.

Vérifier, rapidement, que « est un endomorphisme de R, [X].
Ecrire la matrice de o dans la base (LX,...,X™).

Déterminer le spectre de «. L’endomorphisme « est-il diagonalisable 7

AR

Pour tout k € [0, n], montrer qu’il existe un unique polynéme unitaire P de degré k tel que :
Ker(a + kIdg, x]) = Vect(Py).

7. Montrer que I’endomorphisme « est symétrique.
Que peut-on en déduire pour la famille (FPy, ..., P,)?
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SOLUTION DU SUJET N° 18
1. On reconnait que (X* X =T(k+£+1) = (k+0)..
2. e L’intégrale qui définit (P, Q) s’écrit comme une combinaison linéaire d’intégrales (X*, X*),
qui convergent d’apres la question précédente, donc (P, Q) est une intégrale convergente.
e Les caracteres bilinéaire et symétrique de ( , ) sont faciles.
e Par positivité de I'intégration, comme P?(t)e™* > 0, on a : (P, P) > 0.
oo
e Si (P,P) =0, alors /+ P%(t)e~'dt = 0 ol t — P?(t)e™t est continue et positive sur R .
Donc on a : V,t € R.:Z P%(t)e=t =0, i.e. P(t) =0.
Ainsi P possede une infinité de racines, donc P = 0 (sur R).
3. On vérifie que deg(a(P)) < n, pour tout p € R,[X]. La linéarité provient de la linéarité de la dérivation.
4. On trouve : a(1) =0 et Vk € [1,n], a(X*) = —kX* + k2X* =1 d’ou la matrice de « :

0 1 0 0
0 -1 22
M = 0 | € Mat1(R)
: —(n—1) n?
0 oo - 0 -n

5. La matrice est triangulaire supérieure, donc son spectre se lit sur la diagonale :
Sp (o) =Sp M = {—k|k € [0,n]}.

L’espace R,,[X] est de dimension n+ 1 et o a n+ 1 valeurs propres distinctes, donc « est diagonalisable...

6. ...et les sous-espaces propres E_j sont tous de dimension 1. Ainsi E_j = Ker(a + kld g, [x])) est formé
de tous les multiples (avec facteur scalaire ) d’'un méme polynéme non nul; parmi ces polyndmes il y en
a un seul, P, qui est unitaire.
Soit d € [0,n] le degré de Py, et ag # 0 son coefficient dominant.
Alors deg X P/ < d et deg(1 — X)P| = d, donc, par somme, dega(Py) = d, et le coefficient de degré d
de a(Py) est celui de (1 — X )Py, soit (—1) x (dagq). Par ailleurs le coefficients de degré d de —kPy est
—kagq. Pour que a(Py) = —kPy, il faut donc que (—1) x (daq) = —kaq, soit d = k i.e. Py est de degré k.

7. Utilisons une intégration par parties, toutes les fonctions en jeu étant de classe C'' sur Rt. Soit A > 0 :
A A A
/ (P () + (1 — )P (£)Q(t)etdt — / P (H)Q(t)e~tdt + / (1= )P ()Q(t)e—"dt
0 0 0
" A A A
= [tP'(t)Q(t)e™"], —/ P’(t)Q'(t)te_tdt—/ (1 —t)P'(t)Q(t)e_tdt—l—/ (1—t)P'(t)Q(t)e 'dt
0 0 0

A A
— [tP'()Q()e ] — /O PO)Q ()te~"dt

Or  lim AP'A)Q(A)e™ =0 et [tP'(t)Q(t)e "],_, = 0. Donc
—+o00

+oo
(@(P),Q) = - / P/()Q (tte"dt = (P,a(Q))

au vu des roles symétriques joués par P et Q.
Ainsi, d’apres le théoreme spectral, les sous-espaces propres de a sont orthogonaux entre eux, donc la
famille (P, ..., P,) est orthogonale. Ainsi la famille (P,..., P,) est une base orthogonale de R,,[X].
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SUJET N° 20

Pour (p,q) € (N*)?, on note M, ,(R) I'ensemble des matrices & p lignes et g colonnes a coefficients réels.

Si A = (a;;) et B = (b; ;) sont deux éléments de M, ,(R), on pose C = A x B la matrice de My, 4(R)
définie par, Vi € [1,p],Vj € [1,4],

Ci,j = Qg5 bi7j

Une matrice A € M, (R) est dite symétrique positive si :

e A est symétrique;

e pour tout U € M, 1(R), on a UAU > 0.

On note S (R) ensemble des matrices de M,,(R) symétriques positives.

1. Montrer que si (M, N) € (S;/(R))* et A >0, alors AM + N € S} (R).

2. Soit U € M,,1(R). Montrer que A =U'U € S/ (R)

3. Montrer que si U € M, 1(R) et V € M, 1(R), alors (UTU)* (VW)= (UxV){(UxV).

4

. Soit A € SF(R). On note (Uy,...,U,) une base orthonormée de vecteurs propres de A et on note
(A1,...,Ap) les valeurs propres correspondantes.

(a) Montrer que A; > 0 pour tout j € [1,p].

P
(b) Montrer que A = Z £\ U; ;.
j=1
5. Montrer que si A et B appartiennent & S,f (R), alors A« B appartient a S (R).
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SOLUTION DU SUJET N° 20
1. Si M, N € S,(R), alors AM + N est encore symétrique. Et si A > 0, alors

UTOM)U = NUTMU) >0

2. Ona (UUT)T =UUT et XTUUTX = ||UTX]|| > 0.
Uy U1
3. Soit U = et V=1 : |.Alors (UT) = (wu;) et (VV) = (v;v;).
Up Up
Donc (UU) » (VW) = (ujujv;vj). De méme (U x V) = (wv;) et (U *V)(U % V) = (uviu;vj).
4. (a) Les valeurs propres d’une matrice symétrique positive sont positives. Car si X est un vecteur propre
associé a la valeur propre A :

AX =2X = 0< XAX = \|X|P= A= 0 car [|[X]|| >0

(b) En utilisant le fait que (U, ...,Up) est orthonormée, le calcul donne :
P
VE, | Y NU; Uy | Uk = MU

Par ailleurs on a : Vk, AU, = A, Ui. Comme les endomorphismes canoniquement associés a A et
P

E AU tUj sont égaux, puisqu’ils coincident sur une base, leurs matrices sont égales.
j=1

P P
5. Il reste a appliquer les résultats précédents. On a A = Z AU tUj, B= Zujvj 75VJ
j=1 j=1
En utilisant la distributivité (évidente) de x sur la somme, on obtient :

p p

AxB= ZZAMWU =33 XU V) (U V) >

=1 j=1 i=1 j=1
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SUJET N° 22

1. Soit &€ I'ensemble des suites réelles (up)pen vérifiant la relation

(a)
(b)
()
(d)

VpEN, upyz=4upio — duppy + 2up

Montrer que £ est un R-espace vectoriel de dimension 3.
Vérifier que la suite (p)pen appartient a €.
Déterminer les suites géométriques appartenant a &.

En déduire ’expression des suites appartenant a &£.

2. Soit f ’endomorphisme de R3 de matrice dans la base canonique

7 3 -4
A= -6 -2 5
4 2 -1

Vérifier que 1 et 2 sont valeurs propres de A.

La matrice A est-elle diagonalisable ?

) Justifier que A est semblable a

T =

O O =
N OO

1
1
0

En déduire que le polynome P(X) = (X — 1)?(X —2) est annulateur de A.

Justifier que
Vp e N, I(ap,bp,cp) ER?, AP =q, A + b, A+c, I3

ou A a été définie dans la question précédente.

Montrer que (a,)pen € €.

) Expliciter AP en fonction de A2, A, I3.

La matrice A est-elle inversible 7 Si oui, expliciter son inverse.



CHAPITRE 1. ALGEBRE 19

SOLUTION DU SUJET N° 22

1.

(a)

& est un espace vectoriel (vérification immédiate). On a dim(E) = 3. En effet p : E — R3 définie
par (up) — (uo, u1,us2) est un isomorphime. L’application ¢ est linéaire. On vérifie que Ker ¢ = {0}
et que ¢ est surjective par définition de la suite (u,).

Vérification : Vp, 4(p+2)—5(p+1)+2p=p+3.

On a (rP)pen € € si et seulement si 0 = r® —4r? + 5r — 2 = (r — 1)?(r — 2) si et seulement si
re{l1,2}.

On vient de trouver 3 suites éléments de £. On vérifie que ces trois suites forment une famille libre

(systeme de trois équations et on prend les trois premiers termes de la suite combinaison linéaire).
C’est une base de £. Ainsi

€ = Veet((@)pen, (1), ()pen) = {(ap+b+e2") o, (a,b,) € R

-1 1
On a E; = Ker(A — I5) = Vect(ey) avec ey = | 2 | et Ker(A — 2I3) = Vect(es) avec eg = [ 1
0 2

Supposons que A soit diagonalisable. Alors
AwD:diag()\,l,Z) =4=tr(A)=tr(D)=A+3=A=1

En contradiction avec dim E; = 1. Donc A n’est pas diagonalisable.

11 suffit de trouver es tel que B = (61,62, 63) soit une base de R? et f(e2) = e1 + ea, soit

x 6 3 -4\ [z ~1
A-I) |yl =|-6 -3 5| [y]=]2 @{Q%Ly - }
z 4 2 —2) \z 0 ¥

0
On peut prendre e; = | 1
1

On montre par calcul que (T — I3)? (T — 213) = 0, puis que P est annulateur de A par similitude.

) Par récurrence, A% =4 A? —5 A+ 21I3. On suppose que AP = a, A% + b, A+ ¢, I3; alors APT! =

ap A% + b, A% + ¢, A puis en remplagant :

apr1 =4a, + by
bp+1 = —5ap -+ Cp
Cp+1 = 2a,

Puis par substitution, ay+1 — 4a, + 5ap—1 — 2a,—2 =0 soit (a,) € €.

) D’ou lexistence de (o, 3,7) € R®, V¥p € N, a, = a2P + Bp+ v ; puis ag =a; =0 et ag =1

donnent a, = 2P —p — 1, puis
AP = (2P —p—1) A% + (=2PT +3p+2) A+ (2P — 2p) I
Comme 0 ¢ Sp (A), la matrice A est inversible. Alors

P(A) =0= A[A® —4A+ 515 :213:>A‘1:%[A2—4A+513]
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SUJET N° 27

Dans cet exercice, K désigne soit R, soit C. On note Is la matrice identité d’ordre 2.
On note GL2(K) 'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients dans K qui sont inversibles .
Pour tout A dans Ms(K), on note S(A) I'ensemble des matrices semblables & A, soit :

S(A) = {PAP~! | P € GLy(K)}.

Dans les quatre premieres questions, on a K = R.
1. Soit A une matrice non nulle de M3 (R).
(a) L’ensemble S(A) est-il un sous-espace vectoriel de Mo (R)?

(b) On suppose que pour tout (M, N) € S(A)%, M + N € S(A). Montrer que tr(A) = 0.
La réciproque est-elle vraie ?

2. Déterminer S(A) lorsque A = zI, avec x réel.

3. On suppose dans cette question que A est diagonale.
L’ensemble S(A) est-il constitué uniquement de matrices diagonales ?

4. On admet que Papplication (M, N) + tr(M'N) est un produit scalaire sur My (R), ot *M désigne la
transposée de la matrice M. On note || - || la norme euclidienne associée.
On dit qu’une partie X de M3(R) est bornée lorsqu’il existe une constante C' > 0 telle que

VM e X, ||M]| < C.

(a) Pour tout A € R, on pose Ey = <(1) i‘) et F = (/1\ (1)> Calculer Ey ' et F) 1.

(b) Montrer que ’ensemble S(A) est borné si et seulement si A = z15, avec x réel.

5. Dans cette question, K = C et A est une matrice de My (C).

(a) Justifier que A admet au moins une valeur propre dans C.
(b) On suppose que 24 € S(A).
i. Soit A une valeur propre de A. Montrer que pour tout n € N, 2™\ est valeur propre de A.
ii. En déduire que tr(A) = det(A) = 0 puis que A% = 0.
(¢) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que 24 € S(A).
( On pourra considérer f 'endomorphisme canoniquement associé a A)
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SOLUTION DU SUJET N° 27
1. Soit A € My(R).

(a)
(b)

Si S(A) est un sev de M (R), alors 05 € S(A). Il existe donc P € GLa(R) tel que 0o = P~1AP et
alors A = 02. Or on a supposé que A # 05. Ainsi S(A) n’est pas un sous-espace vectoriel.

Soient P et @ dans GLy(R). Supposons que S(A) soit stable pour 'addition. Alors PAP~! +
QAQ™! € S(A) et il existe H € GL2(R) tel que PAP™1+QAQ~' = HAH!. Donc tr(HAH ') =
tr(PAP™1) + tr(QAQ™1) soit tr(A) = 2tr(A) et tr(A) = 0.

Prenons A = ((1) 01) et P = (01 (1)) Onatr(Ad) =0et P~1 = Pet PAP"!=—-A4.0Ona
alors A € S(A) et PAP~! € S(A) mais A+ PAP™1 =0y ¢ S(A) car sinon A = 0,.

La réciproque est fausse.

2. Soit x € R. On a alors S(zlz) = {x]>}.
3. Bien évidemment non. Toute matrice diagonalisable non diagonale est semblable & une matrice diagonale.

4. (a)

(b)

(b)

(c)

Un calcul élémentaire (pivot) ou le cours donne Ey ' = ((1) _1>\> et Fy' = <_1)\ (1))

Soit A = (CCL Z) telle que S(A) est bornée.

Il existe alors une constante C' > 0 telle que VP € GLy(R), [|[PAP1||?> < C2.
Or, pour P = E), il vient

_ 1 f(a+X —Xa+A)+b+ Ad
Comme b'%o,jo < Z b?’j = ||BJ|? les quatre coefficients ci-dessus sont bornés quand A varie.

.
Donc ¢ =0 et a = d. On recommence le méme travail avec F) : il vient en plus b = 0.
Donc A = als. La réciproque est évidente.

Le nombre A € C est valeur propre de A si et seulement si det(A — A\l3) = 0.
Or A — det(A — Al3) est un polynéme de degré deux, qui admet au moins une racine complexe,
d’apres le théoréeme de D’ ALEMBERT-(GAUSS.

i. Soit A une valeur propre de A, alors 2\ est une valeur propre de 24 et donc de A, puisque A et
2A sont semblables. Par récurrence, pour tout n € N, 2™\ est valeur propre de A.

ii. Si A #£ 0, alors A admet une infinité de valeurs propres, ce qui est impossible. Donc A = 0 et
sp(A) = {0} ; par suite, A n’est pas inversible donc det(A) = 0.

Or si 'on note 4 = (¢ Z), alors det(A — A\3) = A2 — (a + d)\ + ad — be = A(A — a — d),
car ad — be = det(A) = 0. Comme 0 est la seule racine de ce polynéme en A (puisque 0 est la

seule valeur propre), on a a = —d et 0 = ad — bc = —a? — be. Alors le calcul donne :
2
o (a*+bc 0 _
A_( 0 a2+bc>_0'

Réciproquement supposons A # 0y et A2 = 0,.

Soit f I’endomorphisme canoniquement associé a A. Comme A # 0, alors f # 0. Il existe
e1 € My 1(R) tel que f(er) # 0. Et B = (f(e1),e1) est une base de Ma 1(R).

Enfin, on a B = Matg(f) = (8 é
On pose maintenant : B = (f(e1),2e1). La famille B’ reste une base de Mz 1(R) et on a B’ =

Matp (f) = (8 (2] = 2B = Matp(2f). La matrice B’ est encore semblable & A et aussi a 2A.

). Ainsi B est semblable & A et appartient donc a S(A).

Donc 2A est semblable & A et est donc dans S(A). La condition est donc suffisante.



22 ESCP 2022 — Oral

SUJET N° 28

Soit n € N avec n > 2. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n.
On note Oz(g) 'endomorphisme nul de E et Idg I'identité de E.

Pour tout endomorphisme f de E, on définit la suite d’endomorphismes (f¥);>o par récurrence par :
% =1dg et, pour tout k > 1: f* = fo fF=1L

1. Montrer que la suite (Ker(f*)).>0 est croissante au sens de l'inclusion.

2. (a) Montrer l'existence d'un entier ¢ < n tel que Ker(f?) = Ker(f+!).
On pose alors : p = min{q € N/ Ker(f9) = Ker(f41)}.

(b) Montrer que la suite finie (Ker(f*))o<k<p est strictement croissante au sens de I'inclusion
et que la suite (Ker(f*))x>, est constante.

Soit a un réel non nul. On considére la famille de polynoémes P, = X*(X — ) avec k € [0,n — 1].
Dans la suite de ’exercice, f désigne un endomorphisme de FE tel que :

Vk € [0,n —2], P.(f) # 0z(p) et Poo1(f) = 0z(my

Le but de Iexercice est d’établir que p =n — 1.
3. Dans cette question, on suppose que f7~! = 0z(g)- Montrer que Yk € [0,n — 2], fr £ Oz (g et conclure.
4. Dans cette question, on suppose : f7"~1 # Oz(E)-

(a) Déterminer les valeurs propres de f.

(b) Montrer : Im(f"~1) = Ker(f — oldg).

(c) En déduire que Ker(f"~1) et Ker(f — aidg) sont supplémentaires dans E.

)

(d) Conclure par I’absurde en distinguant successivement les deux cas p=mn et p <mn — 1.
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SOLUTION DU SUJET N° 28

1. Pour tout k >0, on a : f¥(x) = 0= f*1(z) = 0 d’out la croissance de la suite des noyaux (Ker(f*))s>o.

2. (a) Pour k > 0, posons dj, = dim(Ker(f*)). Cette suite d’entiers naturels est croissante et majorée par
n. Elle est donc stationnaire a partir d'un certain rang et ce rang est inférieur a n. Il existe donc ¢
tel que Ker(f9) = Ker(f9™). Soit p = min{q € N/ Ker(f?) = Ker(f9t1)}.

(b) Par définition de p, la suite (Ker(f*))o<r<p est strictement croissante.
(c) Montrons par récurrence sur j > 1 que Ker(fP*7) = Ker(f?).
e Pour j =1, c’est vrai par définition de p

e On a fPH*l(z) = 0= fPHi(f(z)) = 0= fP(f(z)) = 0, puis par hypothese de récurrence.
= fP(x) = 0. Donc Ker(fpﬁ) C Ker(f?). L’inclusion réciproque ayant été établie a la question
1, on a montré que Ker(fPT7+1) = Ker(fP), ce qui achéve la récurrence.
3.0na:0#P, off)=frt—aff2=—afr 2,
Donc f?=2 #£0, et a fortiori f*¥ #0si k <n—2. Ainsi, p=n — 1.
4. Supposons f"7 # 0zp)
(a) Les valeurs propres de f sont incluses dans les racines de tout polynoéme annulateur, donc dans
{0, a}.
e Si a n’est pas valeur propre, alors f — aldg est bijective et f7~! = 0, ce qui est absurde.

e Si 0 n’est pas valeur propre, alors f bijective entraine f — aldg = 0 ce qui est impossible car,
par définition de f, le polyndme Py = X — « n’est pas annulateur de f (car n > 2).

On a z € Ker(f —aldg) = f(z) = az = f"Hz) =a"lz =z =" (Fs) =o€
Im(f"1).

Réciproquement, x € Im(f*~!) = Iy € E, f*1(y) =z. Et on a
0= f""'o[f—aldg](y) = (f — ddg)[f" *(y)] = (f — aldg)(z) = = € Ker(f — aldg)

Donc Im(f*~ 1) = Ker(f — aldg).

(c) Lorsque a # 0, on montre que Ker(f"~1) et Ker(f — aldg) sont en somme directe. En effet :

—~
o
[ ]

z € Ker(f" M) NKer(f —aldg) = f" Hx)=0et f" (z)=a" 'z

ce qui entraine = Og car a # 0.
Le théoréme du rang affirme alors que Ker(f"~!) est supplémentaire de Im(f"~!) = Ker(f — aldg).

(d) ) Slp =n, dp = dn = n = Ker(fﬂ) = F = fn — O,C(E) et dans ce cas : Pnfl(f) = OC(E) =
Y f —aldg) = 0= af"! =0. Absurde.

o sip<n—1, Ker(fP) = Ker(f*!) d’ott en utilisant (c) : Ker(f?) et Ker(f — aldg) sont donc
supplémentaires dans F.
Soit x € E. On a & = x1 + 25 avec x1 € Ker(fP),zo € Ker(f — aldg) et

Bpy(f)(x) = Bp(f)(x1) + Po(f)(22) = (f = aldg) o (f7)(z1) + [P o (f — aldg)(z2) =0

cela contredit 'hypotheése P,(f) # 0 (en contradiction avec la définition de p).
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SUJET N° 31

Soit E un espace vectoriel complexe de dimension finie et u un endomorphisme de FE.
On désigne par Id I'endomorphisme identité de E. Le noyau et I'image d’un endomorphisme v sont notés
Ker(v) et Im(v) respectivement. Dans cet exercice, on considére un scalaire A € C.

1.

2.

Soit v un endomorphisme de E.

Prouver I’équivalence suivante :
E =Ker (v) @ Im (v) <= Ker (v) = Ker(v?)
ol la notation v? désigne I’endomorphisme v o v.

Prouver qu’on a également 1’équivalence :

Ker (v) = Ker(v?) <= Im (v) = Im(v?)

Soit u un endomorphime de E.

3.

Prouver que si (A1, A\2) € C% avec A\; # g, on a Ker (u — A\ Id) C Im (u — A\p Id).

. On note Sp(u) 'ensemble des valeurs propres de 'endomorphisme u. Soit Ag € C tel que Sp(u)\{ o} # @.

Montrer alors que :
@ Ker (u — AId) C Im (u — Ao Id)
A€Sp(u)\{Xo}

On justifiera tout d’abord la raison pour laquelle la somme @ Ker (u — A1Id) est bien directe.
A€Sp(u)\{Xo}

. En déduire que s’il existe Ao € C tel que Ker (u — Ao Id) # Ker ((u — Ao Id)?), alors u n’est pas diagona-

lisable.

Indication : on pourra montrer en premier lieu que Ag € Sp(u).

Prouver que s'il existe Ag € C tel que Im (u — Ao Id) # Im ((u — Ao Id)?), alors u n’est pas diagonalisable.
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SOLUTION DU SUJET N° 31

1. De maniére générale, on montre aisément que Ker(v) C Ker(v?). Supposons maintenant que E =
Ker (v) @ Im (v). Soit z € Ker (v?), il vient v(v(z)) = 0. Donc v(z) € Ker (v) NIm (v) = {0}. Ainsi,
v(z) = 0 et donc z € Ker(v). On conclut que Ker(v) = Ker(v?).

Supposons réciproquement que Ker(v?) = Ker(v). Soit z € Ker(v) N Im (v), alors il existe y € E tel que
x = v(y) avec v(xz) = 0. Donc v*(y) = 0 et y € Ker(v?) = Ker(v), il s’ensuit que v(y) = 0 = z. Par
conséquent, comme 0 € Ker(v) NIm (v), on a Ker(v) NIm (v) = {0}.

Comme Ker(v) NIm (v) = {0}, en utilisant le théoréme du rang, on obtient :

dim (Ker(v) @ Im(v)) = dim (Ker(v)) + dim (Im(v)) = dim(E).

Or, Ker(v) ® Im(v) C E et par suite, on conclut que E = Ker(v) @ Im(v).

2. De maniere générale, on montre aisément que Im(v?) C Im(v). De méme, on a toujours Ker(v) C Ker(v?).
1l s’ensuit que Ker(v) = Ker(v?) <= dim(Ker(v)) = dim(Ker(v?)), ce qui est encore équivalent & I'aide
du théoréme du rang & dim(Im(v)) = dim(Im(v?)) <= Im(v?) = Im(v) (car Im(v?) C Im(v)).

3. 81z € Ker(u — A1 Id) alors u(x) = Mz et (u— A Id)z = (A1 — A2)z. Comme A; # A2, on a
v = (u—AId)(z/(A\1 — A2)) € Im(u—A2Id). On conclut que Ker(u — A;1d) C Im(u— A21d).

4. La somme @ Ker(u — A1Id) est bien directe car il s’agit de sous-espaces propres associés a des

AeSp(u)\{Xo}
valeurs propres distinctes

Et pour tout A € Sp(u) \ {Xo}, on a X # Ay, donc d’apres la question 3), Ker (u — AId) C Im (u — Ao Id).

Par somme on en déduit que Z Ker(u — A1d) C Im (u — A\ Id).
AeSp(u)\{ Mo}

5. Montrons d’abord que A\g € Sp(u). Comme Ker (u— \gId) C Ker ((u — AgId)?) (question 1), on a
par hypothese Ker ((u— A\gId)?) # {0}. Il existe donc @ # 0 tel que (u — Ao Id)(u(z) — Aox) = 0. Si
y=u(z) — Aox =0, 0naz e Ker(u—AId)\ {0}. On obtient alors Ao € Sp(u). Si y # 0, comme on a
y € Ker (u — AgId), il vient encore A\g € Sp(u).

Raisonnons par I'absurde, supposons que u est diagonalisable. Comme Ao € Sp(u), on a soit Sp(u) = {0},
soit Sp(u) \ {Mo} # @. Si Sp(u) = {Ao}, il vient immédiatement u = A\gId et on arrive & la contradic-
tion E = Ker (u — Ao Id) = Ker ((u — Ao Id)?). Si Sp(u) \ {\o} # @, on a E = Ker(u — X\gId) & V ou
V= @ Ker(u—AId). On en déduit que dim(V) = n—dim(Ker(u— Ao Id)) = dim((Im(u— Ao Id))

AeSp(u)\{ o}

(par théoréme du rang) et comme V C Im(u — Ag Id) d’apres la question 4), on obtient V = Im(u — A\ Id).
Il s’ensuit que £ = Ker(u — AgId) @ Im(u — AgId), ce qui est absurde d’aprés la question 1) car
Ker (u — Ao Id) # Ker ((u — Ao Id)?).

6. Silm (u — AgId) # Im ((u — A9 Id)?), on obtient d’apres la question 2), Ker (u — Ao Id) # Ker ((u — Ao Id)?).
On conclut alors avec la question 5) que u n’est pas diagonalisable.
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SUJET N° 34

Soit @ un nombre réel strictement positif. Soient les deux suites réelles strictement positives (ag)gen et
(bk)ken telles que ag = a, bp =1 et :

1 1 1 1
VeEeN, agr1==-laxg+— ), bks1 == b+ — | .
2 b 2 Qg

1
1. Montrer que pour tout réel x >0,ona:z+2+ — > 4.
x

2. Etablir une relation de récurrence vérifiée par les termes de la suite (ug)gen définie par :
Vk e N, U = apbg .

En déduire que la suite (uy)ren converge vers 1.

3. Montrer que les suites (ay)ren et (br)ren sont proportionnelles et convergentes.
Déterminer leurs limites respectives.

Soit n € N*. Une matrice S € M, (R) est dite symétrique définie positive lorsque :
S symétrique et VX € M, 1(R) — {0}, ‘XSX > 0.

4. L’ensemble des matrices symétriques définies positives est-il un sous-espace vectoriel de M,,(R)?

5. Montrer que toute matrice symétrique définie positive est inversible et que son inverse est symétrique
définie positive.

6. En déduire que si A est une matrice symétrique définie positive, on peut définir deux suites de matrices
symétriques définies positives (A(k))ken et (B(k))ren de M, (R) telles que :

A(0) = A, B0) = I,
et VkEN, A(k+1) = % (A(k) + B(k)™"), Bk +1) = % (B(k) + A(k)Y).

On dit qu’une suite de matrices (U(k))ren de My, (R) est convergente lorsque, pour tout i,j € [1,n], la suite
(u;,;(k))ken des coefficients de la i-éme ligne et de la j-éme colonne converge (quand k tend vers +00). On
appelle alors limite de cette suite la matrice de M, (R) dont le coefficient de la i-éme ligne et de la j-éme
colonne vaut kEToo w;i,j(k), pour tout i et tout j. On pourra utiliser sans démonstration que le produit de deux

suites de matrices convergentes est convergente et que sa limite est le produit (de matrices) des limites.

7. Montrer que les suites (A(k))ren et (B(k))ren sont toutes deux convergentes dans M, (R).
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SOLUTION DU SUJET N° 34

1
1. Soit la fonction f:ax+— x+2+ —.
x

2
-1
Comme f'(z) = xfz’ f est minimale sur R en 1 ol elle vaut 4.
x
1 1 1 1 1 1 1 1
2. Ona:upyr = apr1bpr1 = = | ax + — bp+— | =-(abpg+1+14+— ) == |upr+24+— ).
2 bk ag 4 kbk 4 Up

D’apres la question précédente, on a donc ur > 1 pour tout k > 1. Et donc :

—3u? + 2ug + 1 _ (ug — 1)(—3ur — 1)

< 0.
4y duy,

Uk4+1 — Uk =

La suite (ux) est décroissante et minorée, donc elle converge. Sa limite ¢ vérifie f(¢) = ¢, soit £ —1 =10
ou —3¢ — 1 =0, impossible car u; > 1. Donc ¢ = 1.

1 1
41 2 (a’“ + H) arby +1  ay

a a
3. Ona: = = = % La suite de terme général 2k est constante et
br+1 1 (b + L) b agbp+1 by b,
2 k ag
ag . N
vaut — = a , soit ar = abi. D’ou :
0
— Va et b ! — l\f L
a = = —uf au a e .= —a —Va=—.
k ai = k ko e A Ja

4. Non, il est stable par somme, mais pas par produit par un scalaire (sauf si le scalaire est strictement
positif). De plus il ne contient pas 0.

5. Pour toute matrice S symétrique définie positive, si (A, X) est un couple propre de S, alors :

0<!XSX='XAX=X |X|° d’ott A > 0.
——
>0 car X=#0

Donc, 0 n’étant pas valeur propre de S, la matrice S est inversible.
En transposant SS~! = I, on obtient t(S_l)(tS) = I, donc t(S_l) = (*S)~1 = S~ et par suite, la
matrice S™1 est symétrique. De plus, pour tout X # 0, on a :

IXSTIX =S X)S(STIX) >0 car STIX #£0.

6. Les stabilités par somme, inverse et produit par un scalaire strictement positif permettent de montrer
par récurrence sur k > 0 la relation : « A(k) et B(k) sont bien définies et sont symétriques définies
positives ».

7. D’aprés le théoréme spectral, on diagonalise A(0) = A = PDP~! avec P orthogonale et D diagonale &
valeurs propres strictement positives. Comme B(0) = [ = PIP~!, par récurrence, on a A(k) = PD(k)P~1

et B(k) = PA(k)P~!, avec D(k) = diag (a,(c ), . (" ) et A(k) = diag (b,(:), . .7b,(€n)) diagonales qui
vérifient : 1 1
Dy =D, Ay =1, Dy41 = (Dk + A ) Ak+1 = 5 (Ak + Dk_l) .
Alors, d’apres la question 3, pour tout i € [[1,n]], ona:
i i i 1
lim a,(c) = a(()) et lim b( ) = .
k—-+o0 k— 400 a(l)
0

Donc, les suites (D(k)) et (A(k)) convergent et par produit (A(k) = PD(k)P~1), la suite (A(k))ren
converge et de méme pour (B(k))ken-
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SUJET N° 39
On dira qu’une matrice M de M,,(C) (n > 2) est nilpotente s’il existe un entier p € N* tel que :

MP=1£0 et MP =0

1. Montrer que si une matrice triangulaire supérieure T a ses éléments diagonaux nuls, alors elle est
nilpotente.

2. Montrer que 'inversibilité d’une matrice est équivalente a celle de sa transposée.

3. Soit p un entier naturel non nul. On considére des réels Aq,..., A, deux & deux distincts et non nuls.
Ao A
Soit la matrice N = € M,(C)
Ap AR
aj
a2
(a) Soit X = | . € M,1(C).
ap

P
Montrer que, si NX = 0, alors pour tout &k de [1, p], on a I'égalité Z ai)\i_l =0.
i=1
(b) En déduire que N est inversible.

4. Soit une matrice triangulaire supérieure B € M,,(C) telle que Vk € [1,n], Tr (B*) = 0.

Montrer que les éléments diagonaux de B sont nuls (on pourra raisonner par ’absurde en supposant que
B possede p éléments diagonaux 2 a 2 distincts et non nuls, certains pouvant étre répétés).
En déduire que B est nilpotente.

5. Soit une matrice M € M,,(C) telle que Vk € [1,n], Tr (M*) = 0.

(a) En admettant que toute matrice M,,(C) est semblable & une matrice triangulaire, montrer que M
est nilpotente.

(b) Le raisonnement précédent est-il encore valable dans M,,(R) ?
Plus précisément, si M € M, (R), existe-t-il toujours une matrice triangulaire T de M,,(R) et une
matrice inversible P € M,,(R) telles que M = PTP~1?
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SOLUTION DU SUJET N° 39

1.

5.

En considérant ’'endomorphisme f de C™ canoniquement associé a la matrice T, et si on note (e, ..., e,)
la base canonique de C™, on a (avec des notations évidentes) :

f(e1) =0, f(es)=ti2e; donc f>(e2) =0, f(e3)="t13€e1+tazes donc f°(e3) =0

Une récurrence (ou une simple itération) montre que : Yk € [1,n], f* (ex) = 0.
On a, a fortiori : Vk € [1,n], f™ (ex) = 0. Ainsi, f™ =0, donc T™ = 0.
Comme T° = I,, # 0, entier p = min{k € N*|M* = 0} existe, donc T est nilpotente.

. A inversible & 3B € M,,(C),AB =1 < 3B € M, (C),'B'A = I < ' A inversible.

P
(a) Le systeme NX = 0 s’écrit : Vk € [1,p], Zai)\L = 0, et en simplifiant par Ay # 0, on obtient :

i=1
p .
Vk € [L,p], Y aix; ' =0
i=1
p .
(b) En notant P le polynome ZaiY“l de R,[Y], ce qui précede montre que P possede Aq,..., A,
i=1
comme racines distinctes. Comme P est de degré inférieur ou égal & p — 1, P est le polynéme nul
donc ses coefficients (les a; ) sont nuls, ce qui prouve que X = 0 et ainsi N est inversible.
. Notons d, ..., d, les coefficients diagonaux de B.
Comme, pour tout k de [1,n], on a Tr (B¥) = 0, on obtient : (1) Vk € [1,n],df + ...+ d~ = 0.
Si on suppose que parmi les réels dy, ..., d,, il en existe p qui sont 2 & 2 distincts et non nuls, et en les
notant Aq,..., A\, (pour coller & ce qui précede), alors, en désignant par ¢; le nombre d’occurrences de \;

sur la diagonale de B, I’équation (1) devient :
Vk € [Ln],alAf + ...+ ¢Ah =0
cl)\1+...+cp)\p:0

cl)\%—i—...—i—cp)\%:O
En prenant les p premieres équations, on obtient le systéme : .

cl)\’er...Jrcp/\g:O

Moo A
A2 ... N2
gy . . N 1 D
En considérant cy,...,c, comme les inconnues, la matrice de ce systeme est : M = . .
)\117 .. )\g
Mo N
Ona'tM = : : et la question 2 nous garantit que *M est inversible donc M aussi.
Ap AR
On conclut que le systéme écrit plus haut est de CRAMER et ainsi (c1,...,¢,) = (0,0,...,0), ce qui

prouve, par ’absurde, qu’aucun \; n’est différent de 0.
Finalement, tous les \; sont nuls donc, grace a la premiere question, B est nilpotente.
(a) Soit B une matrice de M, (C). Elle est semblable & une matrice triangulaire T', donc il existe une
matrice inversible P telle que : B = PTP~!. On en déduit : Vk € N, B¥ = pT*P~1.
Comme pour tout entier naturel k£, on a Tr (Bk) = 0, alors Tr (Tk) = 0 (car deux matrices
semblables ont méme trace) et d’apres la question 4, T est nilpotente donc B aussi.

-1 . s . . . L
(b) Non, par exemple : M = (1) L Si M était semblable & une matrice triangulaire réelle T,
alors, les éléments diagonaux de T seraient valeurs propres de M, ce qui est impossible puisque les

valeurs propres de M ne sont pas réelles.
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SUJET N° 40

Soit un entier n > 1. Soit E un espace euclidien de dimension n dont le produit scalaire est noté (,-);
la norme euclidienne associée est notée || - ||. On désigne par L(E) I'ensemble des endomorphismes de E.

Soit u un endomorphisme symétrique de L(FE). Le but de cet exercice est de construire des approximations

de valeurs propres et de vecteurs propres de u. A cette fin, on suppose qu’il existe un vecteur = € E et deux
réels A € R et € > 0 tels que
lu(z) = Azl <e et x| =1.

1. (a) Justifier qu’il existe n réels A1, ..., \, ordonnés par ordre croissant et une base orthonormée
(e1,...,e,) de E et (z1,...,2,) € R™ tels que :

x:Zxkek et wu(ex) = Apex, VEe{l,...,n}.
k=1

(b) Exprimer ||u(x) — Az||? en fonction de ), des i, et des xy.
(¢) En déduire qu'il existe ig € [1,n] tel que |A — A; | < e.
2. Soit d > €. On définit les ensembles d’indices I et J par :
I={ie[l,n] |[A=X|<d} et J=[lLn]\I

(a) Justifier que I # .
(b) On définit les vecteurs =y et x; par
Ty = Zaziei et x5 = Zacjej
i€l jed
5

avec la convention que z; =0 si J = @. Montrer que ||z ;|| < d

(¢) Montrer que 1 — ||zf|| < ||z || et que 0 < ||z/]| < 1.

(d) Conclure que

e
r— —.
eI d

(e) Que peut-on en déduire sur = dans le cas ou {\;,7 € I} est un singleton ?
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SOLUTION DU SUJET N° 40

1. (a) L’endomorphisme u est symétrique réel. D’apres le cours, son spectre est réel et il est diagonalisable
dans une base orthonormée. On peut choisir cette base orthonormée (eq, ..., e,) de vecteurs propres
tels que les valeurs propres associées A, pour k = 1,...,n satisfassent A\; < ... < \,. Les x; sont
alors les coefficients du vecteur = dans cette base. Avec ce choix, on obtient les relations demandées.

(b) On a = ka er et u(x Z)\k xi ex. En utilisant le fait que (e1,...,e,) est une base
k=1
orthonormale 11 vient :
(@) = Al = 'S0 = Nawerl = 30w — N2k (1.1)
k=1 k=1

(¢) En utilisant les hypotheses : [|u(z) — Az|| < € et ||z]| = 1 et la relation (1.1), on obtient :

n n
Z (Ar — 1<e?  avec in =1 (1.2)
k=1 k=1

1l existe alors un indice ig tel que |A—\;,|? = i rrlun |A—Ax|?. Tl découle alors de (1.2) la minoration :

.....

A= P <D (A = A af < €2
k=1
Il vient |\ — A;,| < &. On conclut que A est une approximation de la valeur propre \;, a € pres.
2. (a) D’apres 1), il existe ig € [1,n] tel que |A — \;)| < € et comme e < d,onaig €I dou I # 3.
(b) Si J =, onaxy =0, donc l'inégalité demandée est vérifiée. Si J # @, il découle avec (1.2) que

P2 lul@) = Azl =) (N =Nl 4+ Y (= N2l =) (N =Nl > d? ) ad =d oy,

jeJ jeI jeJ jeJ

(ot I'inégalité stricte utilise que J # @ et la définition de J) ce qui est équivalent au résultat

demandé.
n

(¢) On observe que x = Zwkek =zrtuxy.

k=1
D’apres la question 2), on a donc ||z|| = ||zr + zs|| < ||z7]| + ||z s]| et done ||z|| — ||z < ||zs]|-
On obtient alors la premiere inégalité en utilisant le fait que ||z|| = 1. Pour la seconde inégalité, on
remarque que xy et x; sont orthogonaux (car la base (eq,...,e,) est orthonormale).
On a donc 1 = ||z|? = ||| + || || et ainsi |jz7] < 1.
Si on avait ||zf|| = 0, alors z; = z et I =0, ce qui contredirait la question 2.a).
(d) On a
Ty
o= gl =l =t = g e = o = 2 = ot o = 2 09
|$1|| |331|| [E210 [l

On a alors en utilisant la question 2)c) :

Ty
sl = 1) | = sl = 11 = (1 = ) < i
H ||$1H H H [Eal
11 découle alors avec (1.3) que Hx = e ‘ < 2|l || et on conclut avec la question 2)b).

3. Si{A;,i € I} est un singleton, on a nécessairement {\;,i € I} = {\;,} car d’aprés 2)a) ig € I. Le vecteur
xr/||xr]| est donc un vecteur propre unitaire associé & la valeur propre \;,
Le vecteur unitaire x est donc une approximation a 2e/d pres de ce vecteur propre.
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SUJET N° 44

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On note ST (R) ’ensemble des matrices symétriques réelles de
M., (R) dont les valeurs propres sont strictement positives.

1. Soit A € M,,(R) une matrice symétrique. Montrer que A € S;F"(R) si et seulement si pour toute matrice
colonne non nulle X € M,, 1(R), ‘’XXAX > 0.

2. Soit P € M,,(R) une matrice inversible. Montrer que A € S;' " (R) si et seulement si ‘PAP € S;F T (R).
3. Soient A et B deux matrices appartenant a ST (R) et A une valeur propre réelle de AB.
(a) Montrer que pour toute matrice non nulle X € M,, 1(R), on a: ‘X *BABX > 0. Montrer que A > 0.
(b) En déduire que AB € S,/ T (R) si et seulement si AB = BA.
4. Soient A, B et C trois matrices appartenant a S,/ *(R). On suppose que ABC est symétrique.
(a) Montrer qu’il existe @ € M,,(R) inversible telle que B = Q Q.
(b) Montrer que ‘QABCQ € S;F+(R).
(¢) Quen déduit-on sur ABC'?
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SOLUTION DU SUJET N° 44

1.

3.

Soit A € §;7T(R). A est donc diagonalisable. Si (X, X, ..., X,) est une base orthonormée de vecteurs
propres de A associée aux valeurs propres (pas nécessairement distinctes) (A1, A2, ..., A, ), alors on a :
n

n

A= Z Mo X5 ¢ X, d’ott pour toute X matrice colonne non nulle, {XAX = Z M (P X X,)% Comme X
k=1 k=1

est non nulle, il existe un 7 dans [1, n] tel que ‘X X; # 0, et comme A € S,/ T(R), on a donc : X AX > 0.

Réciproquement, soit A une matrice symétrique réelle, donc diagonalisable, telle que I’'on a pour tout

vecteur colonne X non nul : *XAX > 0. En particulier pour A € Sp (A4) et X vecteur propre associé a A

on obtient : A*X X >0, d’ott A > 0 car ‘XX > 0 (X étant un vecteur propre donc non nul).

. Soit A € SFT(R). Alors ‘PAP est symétrique. De plus, soit X un vecteur colonne non nul, alors :

IX'PAPX = Y(PX)A(PX), avec PX # 0 car P est inversible.
D'ou *X'PAPX = '(PX)A(PX) > 0 car A € §T(R), ainsi *PAP € §;/*(R) en utilisant la question
1.
Réciproquement, si {PAP € S (R), alors A = *(P~1)(!PAP)(P~!) et on applique ce qu’on vient de
montrer & *PAP et P71,
(a) B € ST (R) donc B est inversible (0 n’est pas valeur propre), alors pour X # 0 : {BAB € S (R)
d’aprés la question 2. Ainsi, {X!BABX > 0. Or X'BABX = X XBX, dou A > 0car {XBX > 0.
(b) Supposons que AB = BA. Comme A et B sont symétriques réelles, ‘A = A,'B = B. Ainsi
AB = BA = AB = {AB) et AB € S,(R). Ses valeurs propres sont réelles et donc strictement
positives par la question précédente.
Réciproquement, si AB € S;F*(R), ses valeurs propres sont réelles strictement positives et {(AB) =
AB & 'BtA= AB < AB = BA.
(a) B est diagonalisable dans une base orthonormée, donc 3P € O,(R) : B = PA'P ou A est
diagonale. Les éléments diagonaux de A étant strictement positifs, il existe une matrice U diagonale
3 coefficients strictement positifs telle que : U2 = A. Ainsi : B = PUU*P. Posons Q = PU. On a
alors : tU'P = U'P, d’ott B = Q'Q et @ est inversible comme produit de matrices inversibles.
(b) Ona: 'QABCQ = 'QAQ'QCQ = A'B' on A’ = 'QAQ € ST+(R) et B = 'QCQ € S (R). Et
B'A = {QCQRIQAQ = 'QCBAQ = *QABC(Q par symétrie de ABC, donc on a : B'A’ = A'B’.
D’aprés la question 3b, on a donc A’B’ € S+ (R), c’est & dire : ‘QABCQ € S;FT(R).
(c) D’aprés la question 2, on a donc ABC € S;FF(R) avec P = Q1.
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SUJET N° 46

Soit E un espace euclidien de dimension n > 2 muni du produit scalaire ( ) et de la norme || || associée.

On note Id g 'endomorphisme identité de E

1.

Soit f un endomorphisme symétrique de E' que 1'on suppose non bijectif et non nul. Montrer que 0 est

valeur propre de f et que f admet au moins une valeur propre non nulle.

On suppose désormais et jusqu’a la fin de ’exercice que f admet exactement k+ 1 valeurs propres

deux & deux distinctes (X\;)ocj<k avec k > 1 et

)\O:Oet0<|)\1|<<|)\k\

Pour tout j € [0, k], on note Ej; le sous-espace propre associé¢ & la valeur propre A;. On rappelle que

k

FE = @EAJ. et que ces sous-espaces sont orthogonaux. On note p; le projecteur orthogonal sur Ej;

=0

. Montrer que les sous-espaces Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires orthogonaux.

(c’est-a-dire le projecteur sur £, parallelement a son orthogonal E)%] ).

k

. Montrer que : Id g = ij.

Jj=0
k

. Démontrer que : f = Z/\jpj.

j=1

Soit p le projecteur orthogonal sur Im(f). Montrer que 'on a : p =

k
1
On note alors g 'endomorphisme de E défini par : g = Z )\—pj,
j=1""

6. Montrer que l'on a : fog=p.

7. Soit y un vecteur de E. Montrer que 'on a :

k

D v

j=1

Ve e B, |f(z) —yll = inf |If() —yll <= 2 — g(y) € Ker(f)

ESCP 2022 — Oral
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SOLUTION DU SUJET N° 46

1.

Comme f est un endomorphisme symétrique réel, il est diagonalisable. Le fait que ’endomorphisme f
soit non bijectif est équivalent a 0 valeur propre de f et le fait qu’il ne soit pas I’endomorphisme nul et
diagonalisable permet d’affirmer qu’il admet au moins une autre valeur propre non nulle.

. Soit x € Ker f et y € Im f. Alors y = f(2) et, par endomorphisme symétrique

0= (f(2),2) = (&, f(2)) = (z,y)-

Ainsi Ker f et Im f sont orthogonaux. Ils sont supplémentaires par le théoréeme du rang.

k
L’endomorphisme f est diagonalisable. Ainsi £ = @E,\j. Donc tout vecteur « € E s’écrit de maniere
j=0
unique x = o + 21 + - - - + 1 avec x; € E)y, et alors p;(x) = x;.
k
Donc IdE = ij.
j=0
De méme
k k k
F@) =" f) =0+ Naj =Y Ajpj(x)
j=0 j=1 j=1
k
On sait que Ey = Ker f, que Ker f & Im f et que @ E\; CIm f et qu’ils sont de méme dimension, car
j=1
tous deux supplémentaires orthogonaux de Ker f (méme égaux car il n’existe qu'un seul supplémentaire
k k
orthogonal d’un sous-espace vectoriel). Donc @ Eyx,=Imfetp= Z Dj-
j=1 j=1
On remarque que p; o p; = 6; ;p;. Donc

k k
s wiop) =) pi=p
= =1

Fog=) A

=1 J

<

1

Il s’agit ici du théoréme de la projection orthogonale.

Soit y € E, 1l existe un couple (z, f(2)) € Ker f x Im f tel que y =z + f(y) et z et f(y) orthogonaux.

De plus in]fﬂ If(z) —y|l = d(y,Im f); cette distance est atteinte par le projeté orthogonal de y sur Im f
z€

et elle vaut ||x||. Ainsi

I£(2) =yl = inf [|f(2) —yll == = — g(y) € Ker(f)
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SUJET N° 49

Soit un entier naturel n > 2. Soit F un espace euclidien de dimension n dont le produit scalaire est noté
(+,-) et la norme euclidienne associée est notée || - ||.
Un endomorphisme f de E est appelé une contraction si pour tout z de E, ||f(z)|] < ||z|]-

1. Soit p un projecteur orthogonal de E. Montrer que p est une contraction.

2. Dans cette question, f est un endomorphisme symétrique de F,
c’est-a-dire que pour tout (z,y) € E2, (f(x),y) = (z, f(y)).
Montrer que f est une contraction si et seulement si toute valeur propre A de f vérifie || < 1.

3. Soit f un endomorphisme bijectif de E. On note M la matrice associée a f dans une base orthonormée
de E.

(a) Montrer que la matrice A = MM est une matrice symétrique dont les valeurs propres sont
strictement positives.

(b) En déduire qu’il existe une matrice symétrique S dont les valeurs propres sont strictement positives
telle que A = S2.

(c) Montrer qu'il existe une matrice €2 orthogonale telle que M = Q.S.

(d) Montrer que f est une contraction si et seulement si toute valeur propre A de s vérifie |A| < 1,
ou s désigne I'endomorphisme canoniquement associé a S.

4. Montrer qu’on a unicité du couple (£2,.5) dans la décomposition de M = Q.S avec Q orthogonale et S
symétrique a valeurs propres strictement positives.
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SOLUTION DU SUJET N° 49

1. Un projecteur orthogonal est un endomorphisme symétrique. On sait alors que E = Kerp @+ Im p. Donc

pour tout z € E, x = y + z avec (y,2) € Kerp x Imp et ||z||? = ||y||? + ||2||?. Ainsi
[p@)I1* = ll21* < [yl + ll=1* < J]2]]?
2. L’endomorphisme f est diagonalisable dans une base orthonormée (e, ...,e,) de vecteurs propres de f.
Soit « € E. Alors
n n n
w=Y wme; = |af|* =Y af, et ||f(@)][P =Y Nia?
i=1 i=1 i=1

o si [Ai| <1, alors ||f(2)[]* < ||z,

e si pour tout z € E, ||f(x)|| < ||x||, ceci est encore vrai pour x = e; et |A;| < 1, puisque e; # 0.

3. (a) La matrice A est clairement symétrique réelle et si AX = AX, alors X'MMX = AXX ou
[|[MX]||? = M| X||?. La matrice M étant inversible (f bijectif), il vient A > 0.

(b) I existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D = diag(ayq,...,ay) avec a; > 0
telles que A ='PDP. On pose A = diag(y/aq, ..., /ay). Il vient A = 'PDP = 'PAPP'AP = 52,
avec S symétrique a valeurs propres strictement positives, car S est orthosemblable a une matrice
A diagonale a valeurs propres strictement positives.

(c) On pose Q = MS~™L. On a alors QQ = S~V MS~! = §71525-1 = [,. La matrice Q est
orthogonale.

(d) Soit w et s les endomorphismes canoniquement associés a 2 et S. On peut écrire que f =wo s et
[lf (@) = llw(s(@))]| = ||s(z)]||- On est ainsi ramené & la question 2.

4. Supposons que M = Q157 = 555, sous les conditions demandées. Alors ‘MM = S5 = S2. Soit (A, X) un
couple propre de 57, alors S2X = S?X = A\?2X. Ainsi A\? est une valeur propre de S3. La matrice S5 — \21
n’est pas inversible, le produit (Sz — AI)(S2 + AI) non plus. Mais la matrice So 4+ I est inversible puisque
les valeurs propres de Sy sont toutes strictement positives. Donc (A, X) est un couple propre de Ss.
En inversant les roles de S et Sy, on obtient que ces deux matrices ont les mémes valeurs propres et
les mémes vecteurs propres. Elles sont diagonalisables dans cette base commune de vecteurs propres et
semblables a la méme matrice diagonale. Donc S7 = S et 21 = 9, puisque S; est inversible.
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SUJET N° 54

On considere un espace euclidien E de dimension supérieure ou égale & 2. On note L(E) Iensemble des
endomorphismes de E et pour u € L(E) on désigne par Ker(u) le noyau de w.

1. Soit p € L(E) un projecteur orthogonal dont l'image est notée F. En utilisant la décomposition
orthogonale E = F @ F*-, montrer que |[p(z)| < ||=|| et que I'on a égalité si et seulement si x € F.

2. On considére un deuxiéme projecteur orthogonal ¢ € L(E) et on note G son image. On introduit
I’endomorphisme u = p o gop.

(a) Montrer que u est un endomorphisme symétrique de E. Qu’en déduire quant a la diagonalisabilité
de u?

Montrer que ensemble Sp (u) des valeurs propres de u est contenu dans le segment [0, 1].
Montrer que Ker(u — Idg) = FNG.
On suppose que F'N G = {0}. Soit « € E. Prouver que la suite (||u™(x)||) tend vers 0.

Lorsque F' NG # {0}, justifier existence d’une base orthonormée (g1, - ,&,) de E dans laquelle

u se diagonalise et telle que (e1,--- ,¢,) soit une base orthonormée de F'N G (n = dim(E) et

p =dim(F NG)).

(f) En déduire que dans tous les cas, pour tout z € E, on a hr—? lu™(z) — prac(z)|| = 0 ot prrG est
n—-—+0o0

la projection orthogonale sur F N G.

3. On se donne zy € F et pour n € N*, on pose x,, = pp(2,—1) ol la suite (p,)n>1 est définie par

{p si n est impair
Pn = . .
q sin est pair

(a) Exprimer zoy (resp. xox+1) en faisant intervenir u pour k > 2 (resp. k > 1).

(b) En déduire que (z,,) converge dans E vers ppng(zo) (c’est a dire que lirf lzn — Prac(zo)|| = 0).
n—-—+oo

4. Dans cette question, on se place dans le cas ott E = R3 et on note (eg, €2, e3) la base canonique de R3.
e1t+es ex+e
1; 3, 2—; 3) et que zg = (1,2,1).
Vers quel point de R? la suite (x,) converge-t-elle ?

On suppose que F' = Vect (eq, e2), G = Vect
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SOLUTION DU SUJET N° 54

1. Soit @ € E, écrivons & = 1 + x5 dans la décomposition orthogonale E = F @ F: alors nous avons
lp(@)||? = ||z1]]? < ||z1]|? +||z2]|* = ||=||* d’ou I'inégalité souhaitée. Si on est dans le cas d’égalité, d’apres
ce qui précede on a nécessairement ||z2|| = 0 et par suite © = x1 € F. La réciproque est évidente.

2. (a) Le cours nous dit qu'un projecteur orthogonal est symétrique, d’ot pour tout z,y € F, (u(x) |
y) = (plgop(@)) | y) = (gop(x) | p(y)) = --- = (x| uly)) et par conséquent u est symétrique.
L’endomorphisme u est donc diagonalisable dans une base orthonormée.

(b) Soit A une valeur propre de u et x un vecteur propre unitaire associé a A, il vient A = (u(x) | z) =
{qop(x) | p(z)) = |lgop(x)||* (¢ est un projecteur symétrique). On voit donc que A > 0, et par
ailleurs A < [|p(z)]|? < ||z||* = 1 avec la question 1.). Il en découle bien que Sp (u) C [0, 1].

(c) Soit x € Ker(u — Idg), on a donc z = p(q o p(x)) € Im(p) = F. Avec 1.), on en déduit d’abord

que [[z| = [lu(z)|| < llgop(z)]| = [lg(z)] < ||lz|| (on sait déja que p(x) = x puisque z € F), d’ott
lz]l = |lg(z)] et par suite z € G. On a donc bien x € F' N G. L’inclusion réciproque est évidente.
(d) Notons (g1, - ,&,) une base orthonormée de vecteurs propres de u et A1, - - , A\, les valeurs propres

correspondantes. Compte tenu de la question 2. b) ’hypothese F ﬂ G = {0} implique que tous les

A\ appartiennent a lintervalle [0, 1[. II s’ensuit que [|u™(z)]|* = Z A | ex)? décroit vers 0, ce

k=1
qui termine la question.

(e) Comme u est symétrique, ses sous-espaces propres fournissent une décomposition orthogonale de E.

11 suffit donc de choisir une base orthonormée (g1, ,¢p) de Ker(u — Idg) = F' NG, de choisir
ensuite une base orthonormée dans chacun des sous-espaces propres restants et de terminer par
concaténation.

(f) La question 2.d) donne la réponse lorsque FF NG = {0}. Si F NG # {0}, avec les notations déja
introduites et adaptées a la base orthonormée construite dans la question précédente, il vient

P
Z x| ex)er + Z Az | erer = prac(x Z Aplx | ex)er. Ce qui implique

k=1 k=p+1 k=p+1
n

I0'(@) = pea@IF = 3 el e)? T 0car A€ 01 powr £ =pt 1.
=p+

k—

3. (a) Par récurrence, on montre que xop = q o u¥~1(xq) pour k > 2 et xop1 = uF(z0) pour k > 1

(b) Pour k > 2, on en déduit que

22 — prac(zo) | = llg (u*~(20) = prac(z0)) || < "~ (z0) — prac (zo)ll-

En notant |y] la partie entiére d’un réel y, il est alors clair que pour n > 4

[0 — prac(zo)|| < [[ul 217 (20) — prac(xo)|| + [ul®! (z0) — praG (z0)]-

Gréce a la question 2. f) on peut alors en conclure que z,, converge dans F vers ppng(2o)-
€1 — €2

V2

alors que prng(zo) = (U'U) X = (zg | u)u. En utilisant maintenant la question 3. b), on en déduit que

1
57570)'

. Le cours nous dit

4. On observe que F NG = Vect (e1 — e2). On considére le vecteur unitaire u =

la suite (z,) converge vers le point (—
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SUJET N° 55

Soit un entier naturel n > 2.

1. Montrer qu’il existe une unique famille de polynéme Ly, ..., L, € R,[X] telle que :
o 9 . 1 sii=y
V(zaj)e[[ovnﬂ ) Ll(]): .. .
0 sit#j

Pour tout i € [0, n]), préciser le degré et le coefficient dominant A; de L;.
2. Montrer que la famille £ = (Lo, ..., L,) est une base de R, [X].
Déterminer les coordonnées de tout polynéme P € R, [X] dans cette base.
3. Soit I'application R, [X] - R définie par : p(P) = P (0).
Montrer que ¢ est linéaire et calculer la matrice-ligne U, = (¢(Lo), - .., ¢(Ly)).

4. Soit la matrice-ligne K,, = (¢(1), o(X) ..., o(X™)). Soit V,, la matrice de passage de la base £ & la base
C=(1,X,...,X"). Montrer que K,, = U,V,.

- o Jo sijefon—1
5. En déduire que : Z (n) (=) = { Sl] €lon—1]
—\1 n!  sij=n.
6. Soit f: R — R une fonction de classe C™ sur R. Soit x¢ € R. Calculer :
1 n
lim —— (Z) (=1)* f(xo + kh).

h—0 h"
k=0
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SOLUTION DU SUJET N° 55
1. La condition L;(j) = 0 si j # ¢ donne n racines de L;, distinctes donc simples puisque L; € R,,[X], d’ou :
n 1 B (_1)n—i
- H(l_]) il(n — )l
J#i G
D’oti lexistence et 'unicité de L; (pour tout %), qui est de degré n.

L=\ H(X —j), avec \; € R. Alors : Li(i) =1 <= \; =
j=0

2. Comme l'espace R, [X] est de dimension n + 1, la famille de n + 1 vecteurs Ly, ..., L, est une base si et
seulement si elle est libre.
Or, pour tout pg,...,un € R, si poLg + -+ + pn Ly, = 0, alors en évaluant cette égalité en j, on obtient
p; =0, car Li(j) =0sii#jet Lj(j) =1 Donc: poLo+ -+ pnln =0=po=--- = pt, =0.
Les coordonnées de P € R,[X] dans la base Ly,..., L, sont les nombres ay,...,qa, € R tels que :
agLo+ -+ a,L, = P. En évaluant cette égalité en j, on a alors : a;; = P(j).

3. L’application ¢ est linéaire d’apres les linéarités de la dérivation et de P +— P(0).
Comme (X*)™) =0si k <n et (X™)™ =n!, pour tout i € [0,n], on a : LE") (0) = \nl = (=1)" (7).
Donc la matrice-ligne recherchée est : U, = ( (=1)"(3) (=1)"*(7) -+ (=1)°(1) ).

4. Pour tout j € [0,n], en numérotant & partir de 0, le j-éme coefficient de la matrice ligne U, V,, est
le produit de U,, avec la j-¢me colonne de V;,, colonne qui est formée des coefficients v; ; tels que

n n n
Xi = va'Li; ce produit vaut donc : Z e(Li)vij = (Z vw-Li) = p(X7),
i=0 i=0 i=0
qui est le j-eme coefficient de la matrice-ligne K,.

5. D’aprés la question 2, les coordonnées de P dans la base £, sont (P(0), P(1),..., P(n)).
Donc Vn = (ij)0<i7j<n.

Par produit de matrices, on en déduit que : K,, = U, V,, = ( cop - Cp ) avec ¢; = Z(—l)”*i (n) il
i
i=0
Par ailleurs, comme ¢(X*) =0 si k < n et (X™) =nl, on a directement K, =( 0 0 --- n! ).

Ainsi : zn: (") (1) = {0 sij € [0,n—1]

= n! sij=n.
6. D’apres la formule de TAYLOR-YOUNG a lordre n en xg, on a : f(zo+h) o E f'f(J)(:co)hJ +o(h").
—0 £~ 4!
Jj=0

Pour tout k € [0, n], comme kh tend vers 0 quand h tend vers 0, on peut remplacer h par kh, d’ot :

= (Z) (1 Fao + k) = 2 [ 3 (Z) (—1)'“;_:0 %f(%o) x (khY +o (k")

k=0 k=0

= n > (Z)(—l)kjllf(j)(xo) x (kh)’ | +0(1)

Uiy (ST (Y o
n‘_0<ﬂf (o) (;(k)< 1)k>>+ W

h
J
= f™(z0) +0(1) d’aprés la question précédente
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SUJET N° 58

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (Q2, T, P).
On suppose que X et Y admettent des moments d’ordre 2 et on suppose que X n’a pas une variance nulle.

Soit la matrice : A = <EE<()§;)) E(lX )> .

1. Pour tout (a,b) € R?, montrer I'existence de I'espérance E((Y —aX —b)?) et trouver une matrice colonne
B et un nombre C' € R (qui ne dépendent ni de a ni de b) tels que :

E((Y —aX —b)?) ='UAU — 2'BU + C avec U = (Z) .

On souhaite montrer I'existence et trouver (a,b) € R? tel que E((Y — aX — b)?) soit minimal.
On pose f(a,b) = BE((Y —aX —b)?).

Montrer que f admet une borne inférieure sur R2.
Montrer que A est diagonalisable et que ses valeurs propres sont strictement positives.

En déduire I'existence d’un minimum pour f sur R2.

ANl

Trouver explicitement tous les couples (a,b) pour lesquels ce minimum est atteint.
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SOLUTION DU SUJET N° 58

1.Ona: (Y —aX -0)?2=Y?+a’X%+? — 2aXY — 2bY + 2abX.
Comme E(X?) et E(Y?) existent, on en déduit que E(XY) existe (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ).
Comme E(X?) (resp. E(Y?)) existe, on en déduit que E(X) (resp. E(Y)) existe.
Donc, par linéarité de 'espérance, E((Y — aX — b)?) existe et :

E((Y —aX —b)?) = a’E(X?) + 2abE(X) + V* — 2aE(XY) — 2bE(Y) + E(Y?) = 'UAU — 2'BU + C,

BE(XY)
E(Y)

2. La fonction f est minorée (par 0, d’apres la positivité de 'espérance), donc elle admet un borne inférieure.

en posant B = ( ) et C = E(Y?).

3. La matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable, d’apres le théoreme spectral — semblable a
D = diag (A1, A2). Ses valeurs propres \; et Ay sont strictement positives puisque :

MAA=tr(A)=BE(XH)+1>0 et A\l =det(4d) = B(X?) - F*(X) =V(X) >0.

Autre idée : "X AX = E((x1X + x2)?)...

4. D’apres le théoréme spectral encore, il existe une matrice P € O2(R) telle que A = PD!P. On a alors :

f(a,b) ="UPD'PU — 2'BP'PU + C

!
='U'DU" —2'B'U' + C avec U' = 'PU = (‘g,) et B'='PB = ( Zl >
2

= Aa"? 4+ Mob? = 2p10" — 2u0 + C

2 2 2 2
- r_ M r_ M2 Y )
—)\1 <(1 ) +)\2 (b ) +C )\1 )\2

2 2
Comme A\; > 0 et A\s > 0, on en déduit que la borne inférieure est C' — ’;—1 — ’;—i et qu’elle est atteinte en

un unique point donné par a’ = §* et b’ = §2 — qui détermine un unique couple (a, b).

2

2

5. La fonction f est polynomiale. Elle est de classe C' sur R? qui est ouvert, donc ce minimum est atteint
en un point critique. Or :

o1 f(a,b) =2aB(X?) +20E(X) —2E(XY) et  0af(a,b) =2aE(X)+2b—2E(Y).

Donc les points critiques sont les points (a, b) tels que

{GE(XQHI)E(X SEXY) L MU=B e U=M"'B

)
aB(X)+b=E(Y),
Soit, :
~ Cov(X,Y) ot - Cov(X, XY) — Cov(X2)Y)
TV (X) - V(X)

qui ne peut étre que le point ou le minimum est atteint.
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SUJET N° 63

Soit n € N*. Soit F un R-espace vectoriel de dimension 2n. Soient E; et Ey deux sous-espaces vectoriels
supplémentaires dans F, chacun de dimension n, de bases respectives B; et Bs.

On note B la base de E obtenue en concaténant By et By — c’est a dire que si By = (e1,...,&,) et

By = (g1,...,¢€}), alors B=(e1,...,en,€1,--.,€0).

ren e n

Soit u un endomorphisme de F; diagonalisable. Soit f I’application linéaire de F sur Fs dont la matrice
dans les bases By et Bs est I, (matrice identité de M, (R)).
Pour tout vecteur x = 1 + x de E, avec 1 € F; et x5 € E5, on pose :

F(z) = u(z1) + f(z1) + 7 (22)

1. (a) Montrer que F est linéaire. Calculer Ker F.

(b) Montrer que F' est un automorphisme de E.
2. Soit p une valeur propre de F' et © = x1 + x2 un vecteur propre associé, avec x1 € E; et xo € Fs.

(a) Montrer que z1 # 0 et x2 # 0.

(b) Montrer que z7 est un vecteur propre de u. Déterminer sa valeur propre associée en fonction de p.
3. Soit A une valeur propre de u et x7 un vecteur propre associé.

(a) Montrer que I’équation d’inconnue p € R* suivante :

p——=2A
W

admet deux solutions réelles distinctes p1, pa.

(b) Montrer que p; et ps sont des valeurs propres de F' et donner, en fonction de 1, un vecteur propre
associé a chacune de ces valeurs propres.

4. Montrer que F' est diagonalisable.
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SOLUTION DU SUJET N° 63

1. (a) La linéarité de F est donnée la linéarité des applications u, f et f~!, ainsi que celle des projections
sur Fq et E5. En outre,

F(x) =0 <= u(x))+ f(x1) + fH(zp) =0 <= {

Or, f est bijective, donc x1 = 0 et, en reportant : f~1(x3) = 0, d’olt x5 = 0 (par bijectivité de f~1),
ainsi, x = 0. Donc Ker F' = {0}.
(b) Ainsi, F est injective, donc bijective car E est de dimension finie.
2. (a) Puisque F(x) = px, alors u(z1) + f(z1) + f~'(x2) = pxy + pre donc, en identifiant, on a :
u(@1) + [~ (22) = paret fa1) = pas.
Siz1 =0, alors pze = 0 et donc x9 = 0 (1 # 0 car F' est bijective). Par suite, x = 0 : absurde.
Si 29 =0, alors f(z1) =0, donc z1 = 0 (car f est bijective). Par suite, 2 = 0 : absurde.
(b) D’une part, z; # 0. D’autre part, en reprenant la deuxieéme égalité de la question précédente, comme
u # 0 puisque f bijective, on déduit que x5 = i f(z1) puis, en reportant dans la premieére égalité :
u(zy) + xl = pxy d’ot u(zy) = (u - 7> xq.
3. (a) L’équation équivaut a la suivante : u? — Ay — 1 =0 (avec p # 0).
Le discriminant de cette équation vaut A2 + 4. Il est strictement positif, d’ot la réponse.

(b) Etudions le cas de j; et posons & = x1 + if(xl) Comme z1 # 0 et if(xl) € FE,, alors z # 0. En
outre,

Fe) = u(wn) + flan) + (;ﬂxn) =ty )+ oy = s+ f ) = g

On en déduit que w1 est une valeur propre de F et x1 + i f (1) est un vecteur propre associé.

De méme, o est une valeur propre de F' et x1 + i f(x1) est un vecteur propre associé.
4. On note (eq,...,e,) une base de vecteurs propres de u. Pour tout ¢ € [1,n], on note \; la valeur
propre de w associée a e;, et on note ,ugi) et ,uéi) les solutions de I’équation p — i = );. On note encore
Yi = e —5fle;) et 2z =e; + ﬁf(el) et on considere la famille C = (y1,...,Yn, 215+ - - Zn)-
D’apres la quebtlon précédente, C est formée de vecteurs propres de F'. Montrons que c’est une base.
D’aprés la dimension, il suffit de montrer qu’elle est libre; pour cela considérons as, ..., an, b1, ...,b, € R
tels que :

Zazyz—l—szz—O c’est-a-dire Za’<i — >+Zb ( f(ei)>:0
1 2
ie.: Z(ai + bi)eiJrZ (Ll(z) + b(i)> flei) =0 dou: Z (a;+b;)e; = Z < b( ) fles) =0
i=1 i=1 \ M1 Mo =1 1

i=1 2

SN S

Or, la famille (eq, ..., e,) est libre et la famille (f(e1), ..., f(en)) aussi car f est bijective, donc :

b;
+ =0.

Vi e [1,n],a; +b; =0 et (Z)

0
Comme ugi) + uéi), on en déduit que : Vi € [1,n],a; = b; = 0.
La famille (eq,...,en, f(e1),..., f(en)) est une base de vecteurs propres de F'; ainsi, F' est diagonalisable.
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SUJET N° 65
On note j = ¢!% . On considére la matrice C' = j et on pose A = C''C. Par ailleurs, on note 03 la

matrice nulle de Mj3(C).
1. Donner les valeurs de 1+ j + j2 et 52 puis expliciter les matrices A et A2.
2. (a) Déterminer le rang de A et en déduire son spectre.
(b) La matrice A est-elle diagonalisable ?
On note ¢ l'application qui a toute matrice M de M3(C) associe p(M) = AMA.
3. (a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de M3(C).
(b) Donner 'image de la matrice A par ¢. Qu’en déduire concernant I’endomorphisme ¢ ?
(c) Montrer que ¢ n’a pas de valeur propre non nulle.
(d) L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?
4. Pour tout couple (k, ) de [1,3]?, on note Ej ¢ la matrice dont tous les éléments sont nuls sauf celui situé
a l'intersection de la k€ ligne et de la /¢ colonne, et on rappelle que la famille des 9 matrices (Ey ¢), <k.0<3

est une base du C - espace vectoriel M3(C).

Pour tout k de [[1, 3], on note e, I’élément de M3 1(C) dont tous les éléments sont nuls, sauf celui situé a
la k° ligne qui vaut 1. En vérifiant que, pour tout couple (k, £) de [1,3]?, on a Ej = ey es, montrer que :

V(/f, 6) € [[1a 3]]27 2 (Ek,e) = ijrZizA

5. (a) Déterminer Im(¢p) et en déduire la dimension de Ker(yp).

(b) Déduire des calculs faits & la question 4 une base de Ker(yp).



CHAPITRE 1. ALGEBRE 47

SOLUTION DU SUJET N° 65

1. On trouve ou on sait que 1+ j + j2 = 0 et 53 = 1 (racines cubiques de 1'unité).
Comme C € Mj31(C) et L € M;3(C), alors A € M3(C), et apres calculs, on obtient : A =
. .2

T4 7
i it 1
A

Grace aux relations 52 = 1 et 1+ j + j2 = 0, on trouve : A% = 0.
2. (a) En notant Cy,Cy, C3 les colonnes de A, on voit, toujours grace a la relation j3 = 1, que Cy = jCj,
Cs = j2C; et comme C] n’est pas la colonne nulle, on peut conclure : rg(A4) = 1.
Ceci prouve que A n’est pas inversible, donc 0 est valeur propre de A. De plus, le polynéme X2 est
annulateur de A et sa seule racine est 0 donc la seule valeur propre possible de A est 0 . On peut
donc conclure que sp(A) = {0}.
(b) Pour que A soit diagonalisable, il faut que son seul sous-espace propre soit de dimension 3, or il
n’est que de dimension 2 (étant donné que rg(A) =1 ); donc A n’est pas diagonalisable.
3. (a) e Par stabilité de M3(C) pour le produit matriciel, (M) appartient & M3 (C).
e Si lon prend deux matrices M et N de M3(C) et un complexe A, on a (M + AN) =
A(M + AN)A, et par propriété du produit matriciel, on obtient :
oM+ AN)=AMA + AANA = p(M) + Ap(N)
e Ainsi, ¢ est un endomorphisme de Mj3(C).
(b) On a p(A) = A3 = A2A et comme A? = 03, on peut conclure : ¢(A) = 03. La matrice A n’est pas
nulle et appartient au noyau de ¢, donc ¢ n’est pas injectif.
(¢) On a:
VM € M3(C),p?(M) = A(AMA)A = A2M A? = 03, car A% = 03. Ceci prouve que ¢? = 0 et ainsi
le polynéme X? est annulateur de . Sa seule racine étant 0, on en conclut que 0 est la seule valeur
propre possible de ¢, et comme @ n’est pas injectif, ceci veut dire que ¢ admet 0 comme seule
valeur propre donc que ¢ n’a pas de valeur propre non nulle.
(d) Si ¢ était diagonalisable, sa matrice dans une base de vecteurs propres serait la matrice diagonale
nulle, donc ¢ serait I’endomorphisme nul, ce qui n’est pas le cas. Par conséquent, ¢ n’est pas
diagonalisable

4. Comme *Cej, = j*~1 pour tout k, on a :
¢ (Bpe) = ABp A = C'Cei'e,C'C = C ('Cey) (fe,C) 'C = j* 1710 C = jHH2 A

5. (a) On sait que Im(y) est engendré par la famille des images par ¢ des vecteurs de la base (Ek,¢); . s<3
et on constate, grace a la question 4, que Im(p) = Vect(A).
Comme A n’est pas nulle, on en déduit que rg(¢) = 1 et comme dim (M3(C)) =9, le théoréme du
rang permet de conclure : dim(Ker(y)) = 8.

(b) On va utiliser le calcul fait & la question 4) pour trouver une famille de 8 matrices de Ker ().

Comme ¢ (E71,1) = A, on en déduit, par linéarité de ¢ :
©(Er2—jE11) =¢(Ea1 —jE11) = 03carp (Er2) = ¢ (E21) = jA.
¢ (B3 —j2E11) = ¢ (B3 — j2E11) = 03 car ¢ (E13) = ¢ (E31) = j2A.
(B3 — E11) =9 (B2 — F11) =03 car ¢ (B2 3) = ¢ (E32) = A
¢ (Ea2 — j?E11) = ¢ (B33 — jE11) = Oscarp (Eap) = j2A et ¢ (E33) = jA
Les matrices By = E1,2 - jE1,1, By = E2,1 - jE1,1, B3 = E1,3 - j2E1,17 By = E3,1 - j2E1,17
Bs =FEy3—F11,Bs =E32—F11,B7 = E» —jQELl, Bg = E3 3 — jE; 1 forment une famille libre
(conséquence de la liberté de la famille (Ekl)1<k,e<3)v et ainsi, la famille (By,..., Bg) est une base
de Ker(yp).



