1
ANALYSE

Exercice 1.01.

Pour tout entier p > 1, on définit la fonction f, sur [1, 4+o0[, par

1
fp(t>:t(t—|—1)---(t—|—p)

400
1. Montrer que l'intégrale / fp(t) dt converge. Pour tout p € N*, on pose alors :
1
+o0
I, - / £(t) dt
1

2. Pour tout ¢ € [1, +oo[, étudier la convergence de la suite (fp(t))p>1-

3. Déterminer la limite éventuelle de la suite (Ip)p>1.

4. Pour p fixé, on admet I'existence de nombres réels ay, ..., a, tels que :
P
93
Vte R\ [—p,0], t) = .
Vol 60 =305

(-1
e — )"
Pour tout j € [0,p], on pourra multiplier la relation admise par (t + j) et choisir une valeur
particuliére de t.

Montrer que pour tout j € [0,p], on a: a; =

P
5. Calculer g ay, et en déduire une expression de I, sans intégrale, sous la forme d’une somme.
k=0
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Solution :
1. La fonction f, est continue sur [1,4o00[, donc la convergence ne pose probleme qu’en +oo.
En +oo, on a: 0 < fp(t)

oo dt
convergente / sy (puisque p+1>2>1).
1

~ —=. D’ou la convergence par comparaison avec l'intégrale
t—+oo Pt

1
(p+ 1)

2. Pour tout t > 1 et tout ¢ € [0,p],onat+i>i+1, donc 0 < f,(t) < Donc, par

théoreme d’encadrement, on obtient : lim f,(¢) = 0.
p—+4o00

3. De méme que précédemment, en mettant a part les deux premiers facteurs, on a :

0< fp(t) < ! N X 2 <l>< 2
SO+ ) x3x - x (p+1)  tt+1) T (p+D)! T 27 (p+1)Y

Par croissance de l'intégration, comme les deux intégrales convergent, on en déduit :

2 oo qt
oglpg—'/ .
(p+ 1)/, t

Donc, par théoreme d’encadrement, on obtient : lirjp I, =0.
p-) oo

4. Pour tout j € [0, p], en multipliant la relation admise par ¢ + j, on obtient :

1 P ak(t—i-j)
vVte R\ [—p,0], ] ] - otk
\ [-p,0] tt+1) - (t+j-Dt+5+1)---(t+p) aﬂLk:%#j Lk

En faisant tendre ¢t vers —j (puisque les fonctions ¢ — sont continues sur R\ [—p,0]), on

obtient :

t+k

,_ 1 (-1
YT ENE D DM =g =

5. D’apres la formule du binéme, on a :

k=0 P o
" ta
On peut également écrire tf,(t) = Z —k, puis faire tendre t vers +oo.
it k
E oo qt
On ne peut pas écrire I, = Z Qg / P car ces intégrales divergent toutes. Donc, plus
1

k=0
prudemment, pour tout X > 1, on a :
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X p X dt
t) dt = —_—
| 5o kgjak/ =
p
X +k k
_I_

k=0
p p k?
=InX (Z ak |+ o (m (1 + Y) —In(1 + k))
k=0 k=0
———
=0
p
—r - akln(l—l—k):Ik
X —4o00 =0

Exercice 1.02. |

Soit un entier n > 2. L’espace vectoriel R™ est muni de son produit scalaire canonique ( , ) et
de la norme euclidienne || || associée.

On dit qu'une matrice symétrique A de M, (R) est positive (resp. définie positive) si son spectre
Sp(A) est contenu dans Ry (resp. R%).

On admet qu'une matrice A est positive (resp. définie positive) si et seulement si le produit
scalaire (Ax, x) est positif pour tout  de R™ (resp. strictement positif pour tout = de R™\ {0}).

On admet également que si A est une matrice positive, alors (Az,x) = 0 si et seulement si

x € Ker(A).

1. Soit u = (u1,u2) un point de R%. On définit la fonction f, sur R? par :

V (21, 22) € R?, fu(z1,20) = ||z —ul| = \/(wl —up)? + (w2 — u2)’.
a) On note O, 'ouvert R? \ {u}. Justifier que f, est de classe C? sur O,.

b) Déterminer le gradient de f, en tout point x = (x1,x2) € O,,.

c¢) Déterminer la matrice hessienne V2(f,,)(x) en tout point z de O,.
Montrer que V2(f,)(z) n’est pas inversible. Déterminer Sp (VZ(f.)(x)).

d) Soit z € O,. Montrer que V2(f,)(z) est positive et que h = (hy, h2) appartient au noyau de
V2(f.)(z) si et seulement si h appartient & la droite d’équation (zo — us)y; = (21 — u1)yo.

2. Soit a, b, ¢ trois points non alignés de R2. On note O l'ouvert R? \ {a, b, c}.

Soit f la fonction définie sur R? par f(x) = fo(z) + fo(z) + fe(x).

On admet que f admet un minimum global et on suppose dans toute la suite que ce minimum
global n’est pas atteint en 'un des points a, b et c.

a) Montrer que si m = (mq,mgy) est un point ot ce minimum global est atteint, alors on a :
1

fa(m)

1
(m—a)+m(m—b)+

(m —¢) = Oge.

1
fe(m)
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b) Prouver que la hessienne V2(f)(z) est définie positive en tout point x de O.

¢) Supposons que x et y sont deux points distincts ol le minimum global est atteint.

Pour ¢t € [0,1], on pose g(t) = f((1 —t)x + ty) = f(z + t(y — z)). En utilisant 'inégalité
triangulaire pour la norme, montrer que g est constante. Vérifier que le segment de droite
[z,y] = {(1—t)z+ty; t € [0,1]} est contenu dans O. Trouver alors une contradiction. Conclure.

Solution :

1. a) La fonction t —» v/Z est C™ sur R*t et la fonction (z1,22) — (21 — u1)® + (z2 — uz)?
est O sur R2.

Par composition, on voit que la fonction f, est de classe C* sur O,,.

b) On trouve : V(f,)(z) =

(371 —U1,T2 — Uz)-

1
fulz)
c) On obtient :

V2(fu) (@) = 1 (_( (22 — ua)? — (@1 — uy)(w2 — Uz)) '

fulz)? x1 — u1) (T2 — ug) (21 — u1)?
Le déterminant de f, est clairement nul, par conséquent la matrice V2(f,)(x) n’est pas
inversible.

On vient de voir que 0 € Sp (V2( fu)(a:)) ; on trouve la deuxiéme valeur propre de cette matrice
symétrique réelle en calculant sa trace. D’ou :

5o 925060 - (0. )

d) Soit x € O,,. La matrice V2(f,)(z) est positive car son spectre est inclus dans R, .
Le systeme V2(f,)(z)(h) = 0 est clairement équivalent (x € Oy) & (22 —ug)h1 — (w1 —u1)he = 0,
c’est-a-dire que h appartient a la droite d’équation (zo — u2)y1 = (21 — u1)ye.

2. Montrons l'existence du minimum global de f. On voit que | Hlim | f(z)|| = +oo. I existe
x| —+00

donc un boule fermée B centrée en 0 en dehors de laquelle f(x) > f(0). La fonction f étant
positive, on en déduit alors que :

0 < inf {f(z);2 € R*} = inf{f(z);z € B}
qui est atteint en un point de B puisque f est continue.

a) Un point m = (my,mz) ou le minimum global est atteint appartient nécessairement a O
d’apres ’hypothese. Alors on doit avoir : 0 = V(f)(m) = V(fa)(m) + V(fp)(m)+ V(f.)(m), ce
qui donne bien la relation voulue.

b) Comme
(V2(H)(m)h, h) = (V*(fa)(m)h, h) + (V2(fo) (m)h, h) + (V2 (fe) (m)h, h),

on voit avec la question 1. ¢) et la premiére propriété admise au début de 1’énoncé que la matrice
hessienne V?2(f)(z) est positive en tout point = de O.
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c) Maintenant, comme la somme ci-dessus est un somme de termes positifs, elle est nulle si et
seulement si chacun des termes est nul. Ce qui revient a dire, d’apres la deuxieme propriété
admise au début de 1’énoncé et la question 1. d), que h appartient au noyau de V2(f)(m) si et
seulement si :

(ﬂ@g-—-GQ)hq ::(Tnl —-al)hg, (H@Q-—-bg)hq ::(Tnl _'bl)hQ et (7n2 —-Cg)hl :Z(Tnl —-Cl)hg

Si on suppose h # 0, alors, a, b et ¢ appartiennent a la droite d’équation (mg — y2)hy =
(m1 — y1)ha, ce qui est contradictoire. La hessienne V2(f)(x) est donc définie positive. Avec
I'inégalité triangulaire vérifiée par la norme, on voit que ’on doit avoir

f@) = fly) <g(t) <A =) f(z) +1f(y) = f(2)
La fonction g est donc constante sur [0, 1].

Comme le minimum global n’est pas atteint en 1'un des points a, b et ¢, on a nécessairement
[z,y] € O.

Le cours nous dit alors que ¢”(t) = (V2(f)(z +t(y —2))(y —x),y —x) > 0 car ¢ # y; on
aboutit donc a une contradiction. Il y a donc un unique point ot le minimum global est atteint.

|Exercice 1.03.|
Soit f : [1,+oo[— R de classe C'.

1. Montrer que pour tout n € N*, on a :

n+1 n+1
/ ft)dt = f(n) +/ (n+1—1t)f'(t)dt

+oo
2. On suppose que l'intégrale / f'(t) dt converge absolument.
1

n+1
a) On pose : Vn € N*, v, = / f(t)dt — f(n). Quelle est la nature de la série de terme

général v,, 7

b) En déduire que la série Z f(n) converge si et seulement si la suite ( / f@@) dt)
1 n>1

n> 1 =
converge.

3.a) A T’aide du changement de variable u = /z, établir I’égalité :

[y, [t

b) Etudier la convergence de la série Z
n

n=1

4. Montrer I'existence d’un réel ¢ qui vérifie la relation : = + 0+ 0o(1).
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Solution :
1. Puisque f est de classe C*, sur [1,+oc, elle admet une primitive F' qui est de classe C2.

On peut ainsi appliquer a F' la formule de Taylor avec reste intégral a l'ordre 1,

n+1 n+1

n+1
/ f@t)dt = F(n+1)—F(n) = F’(n)+/ (n+1-t)F"(t)dt = f(n)+/ (n+1—t)f'(t) dt

n n

n+1
2. a) Pour n € N*, on pose v, = / f(t)dt — f(n). En utilisant la question précédente, on a
n

n+1

n+1
wl< [ sr-drolas [ 17

N N+1 +oo
Ainsi, soit N € N*, Z lug| < / |f/ ()] dt < / |f/(t)] dt. Par la convergence absolue de
1 1

k=1
I'intégrale, on en déduit que la série Z v, converge absolument.
n=1
n+1 n n
b) Pour tout n € N* on a / ft)dt = ka + Z f(k). De plus, puisque ka converge,
1 k=1 k=1 k>1

on en déduit I’équivalence entre la convergence de Z f(n) et celle de la suite ( / f (t))
1 n>1

n>=1
converge.

cos(v/7)

. La fonction f est bien C! sur [1,+oc[, de dérivée sur
x

3. Soit la fonction f : z +—

[1, +o0], X X
f(x) = NG sin(v/) — = cos(Vx)

1 1 1 1
Or N O (W) et Fcos(ﬁ) =0 (W)

+oo
On en déduit, en utilisant les régles de comparaison de Riemann, que / |f/(t)] dt converge
1

absolument.
En appliquant la question 2, on en déduit qu’il suffit de montrer la convergence de la

suite ( / f@@) dt) pour conclure. Or & l'aide d’un changement de variable, u(xz) = /z,
1 n>1

fonction de classe C!, bijective, strictement croissante, de [1,+oo[ dans [1,+oo[, il vient

/nde:2/ﬁC°S(“> du.

T u

_ . . . . 1
Effectuons une intégration par parties aux fonctions u + sin(u) et u — —, toutes deux C! sur
u

V7 cos(u) . [sin(u)] vn . /ﬁ sin(u)

2

u u

[1, +oo[. Ainsi, /
1 u 1
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v sin(u) . - !
Or 5— du converge, de méme que le crochet, donc la suite f@t)dt converge.
1 U 1

n=1

Ainsi, Z M converge.
n=1 n

1
4. La fonction f : z — n(:z;), vérifie bien les hypotheses. En effet, elle est C! sur [1, +oo, de

x
1 In(z In(x

dérivée, f'(z) = = — (2 ) Comme précédemment, puisque (2 ) = 0 ( 3—/2), on en déduit
x x xr° Foo

par théoreme de comparaison et par les intégrales de Riemann, que / |f/(t)| dt converge.
1

Ainsi, en revenant a la démonstration du 2.b) et aux notations de la question 2.a), on a montré
n

que la série g v converge, donc il existe £ € R tel que E Uk = ¢ + o(1). Finalement,
o0
k>1 k>1

lnl(f) - /1n+1 FO)dt+ €+ o(1) = W# 404 o(1).

NE

k=1

|Exercice 1.04.|
Soit A et A deux réels strictement positifs. Soit I = [0, A].

1. Soit t € Ry et (up(t))n>1 la suite définie par :

(_1)n—|—1
Vn e N, u,(t) = —— ™M
n!
Montrer que la série Z un(t) est convergente et calculer sa somme S(¢ Z U (t
n>1
2. On pose R, ( Z ug(t). Soit f une fonction continue sur I & valeurs réelles.

a) Montrer qu’il ex1ste une constante M > 0 telle que pour tout ¢t € I, on a :

g A
F ()R (1) W‘Ze ,
q=0 T
b) En déduire ’égalité :
NS CDE ! \
ZT/O e tf(t)dt:/o (1 —exp(—e™)) f(t)dt
k=1 )

3. Soit ¢ € RT. Déterminer lim (1 — exp(—e”)).

A— 400

4. En découpant U'intervalle [0, A] en deux intervalles [0, 0] et [0, A], avec 6 > 0 judicieusement
choisi, montrer
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que l'on a :

A T00 / Nk+1 pA
/Of(t)dt:/\li)rfoo (lk)! /Oek’\tf(t)dt

Solution :

1. On reconnait une série exponentielle. Ainsi :
+oo
St)=1- un(t)=1—exp(—e™)
n=0

2. a) La fonction f est continue donc bornée par M sur le segment [0, A]. Ainsi :

—+o00
ekAt

FORA0] < MY
k=n

qAA
nAA E :
|
qu

A[enAA
n!

::C& X

Cette derniere quantité tend vers 0 lorsque n tend vers 400 indépendamment de ¢.

) On écrit : (S,—1 représente la somme partielle d’ordre n — 1 de la série .S)

/ F(t) dt:/OAf(t)Sn_l(t)dt+/0Af(t) t)dt = Z/ wp (t dt+/ f(t)

MM

t| <AxCy x

n!

Il reste a faire tendre n vers +oo.

3.0mn a
lim 1—exp(—

A—+oo

1
e)\t): 1—e S}t—o
1 sit>0

4. Soit € > 0. Nous allons évaluer la différence

A A
/0 F(t)dt — / (1 — exp(—eM)) £ (1)t
Pour § > 0 :
)
/0 (exp(—e) f(t)de| < M(e™1)8 < M

On choisit alors 0 < § < e/(2M).
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De plus
A
/5 (exp(—) F(D)dt] < (exp(—c*))AM

Cette derniere quantité tend vers 0 lorsque A tend vers +oc. Il existe A tel que si A > A, cette
quantité est inférieure a £/2.

Il reste a regrouper les deux sommes pour conclure.

|Exercice 1.05.|

1
On pose pour tout n entier naturel : a,, = / "1 —t2 dt.
0

1.a) Montrer que la suite (a,) est décroissante. En déduire qu’elle converge.

b) A Taide du changement de variable ¢ = sinu, calculer ag.

2. a) Montrer que pour tout n € N, on a: (n 4+ 4)ap+2 = (n+ 1)a,.

b) Soit (w,,) la suite définie par : pour tout n € N*, w,, = n(n+ 1)(n + 2)a,a,—1.
Montrer que la suite (w,,) est constante et calculer cette constante.

c) Montrer que a, 3 Gnt

K

d) Etablir existence d'un réel K > 0 que l'on calculera, tel que a, ~ —.
n—-+4oo n /2

e) En déduire la nature de la série de terme général b,, = (—1)"a,,.

n 1
/11—t
3.a) Mont I : i b = — dt.
a) Montrer que 'on a n_lgl@}gzo k /o T
1

[1—t V-t
b) En utilisant le changement de variable u = {/ —— calculer I'intégrale / — dt.
1+1¢ 0 1+t

Quelle est la somme de la série Y b, ?
n>0

Solution :

1. On remarque que ces intégrales ne sont pas généralisées, mais intégrales de fonctions continues
sur un segment.

La suite (a,,) est décroissante car pour t € [0,1], on a 0 < ¢t"T1 < ¢" (puis on utilise la positivité
de l'intégrale) et a,, > 0 pour tout n € N. La suite (a,,) converge.

2. a) Soit n € N fixé. Effectuons une intégration par parties dans a,42. Les fonctions en jeu
étant de classe C* sur [0, 1], il vient :

1

1 [t 1
+(n; >/ (1 = 2)V/T— 2 dt = anyo = "o (an — anss)

0 0 3

3
2

1
Unt2 = [—tn+1§(1 — )
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soit : (n 4+ 4)ant2 = (n+ 1ay,

b) Calculons wy,+1 = (n+1)(n+2)(n+3)anr1a, = (n+2)(n+3)an+1(n+4)an12 = wyy2, d’apres
la question précédente et la définition de la suite w. Ainsi, Vn € N, w,+1 = wp12 = wy = 6a;jap.
Or :

i

1 i
1
aO:/ V1—t2 dt:/2C082udu:§/2(cos(2u)+1) du:%,enposantt:sinu
0 0

0
Et

m:At¢f3%ﬁ [@ﬁﬁré

0

Ainsi, Vn € N* w,, = g
c) D’apres les deux premieres questions, on a pour tout entier naturel n :
n+1
0<apya = man < py1 < ap
Le théoreme d’encadrement permet alors de conclure que a,,+1 W On
d) En combinant les résultats des deux dernieéres questions, on obtient n®a? e g

n—4+oo

T
Rappelons aussi que a,, > 0. Ainsi : a,, ~ \/; n=3/2,

e) Par le critére des séries de Riemann, les séries Y a, et > b, sont donc absolument
convergentes.

3. a) Il vient :
n 1 1 1 1
1 — (=1)ntignt 1—1¢ 1—t
by = V1 —t2dt = dt DI Ly p—
Z;k ,A 1+t / Vit lA Vi+e

La fonction t — @/ dt est continue sur [0, 1] donc majorée par une constante M. Ainsi :

t"+1,/ 0
/ 1—|— n+2n%+oo

1—-1¢
b) Effectuons le changement de variable C? (et bijectif) sur [0,2] pour 0 < z < 1, u = 1T
1—t 1—u? 2 —4u
w="— t(u?+1)=1—-u?donct= :—1+ et dt = ——=du. Ainsi :
ET 1+’ u? (1+u?)?

/ 1+t / +
\/ du
L+t 1 u?

Effectuons une intégration par parties. On a :
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1 %—CE 1—2x 400
+x 14+ T

B, =12 — 2 |arct — —14 == by

[ ug U2L [arctan(u)], v 5 ;:0

|Exercice 1.06.

Soit f la fonction définie sur R? par :

2 2

x%y ,

——— si(«x, 0,0
[z y)—<{ 2> +9° (@) # )

0 si (z,y) = (0,0)
Soit D l'ouvert de R? défini par D = R?\ {(0,0)}
1. Justifier que f est une fonction continue sur R2.

2. a) Justifier que f est de classe C? sur D et déterminer son gradient en tout point de D.

b) Expliciter le développement limité a 'ordre 1 de f au point a = (1,1).

3. Déterminer les extrema locaux et globaux de f sur D, s’il y en a.

4. Déterminer les extrema de f sur I'ensemble C = {(z,y) € D,z + y? = 2} .

5. La fonction f admet elle des extrema sur I’ensemble B = {(m, y) €D, x?+y? < 2} ?

6. Vérifier a ’aide du développement limité de f a l'ordre 1 que le point a = (1,1) n’est pas
un maximum local de f sur D.

Solution :

1.On a0 < |f(x,y)| <
en (0,0).

<(fff2 +y°)°

21y > — 0 lorsque ||(z,y)|| — 0. Donc f est bien continue

1
2
2.a) La fonction f € C?(D,R) comme fraction rationnelle, et

O )

b) Le DL; en a est :

111
fL+u1+0) =5+ gu+tgo+o(ll(u o))

3. Les points critiques de f sont obtenus pour (0,y) ou (z,0); comme f est positive sur D, ce
sont des minima globaux.
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2
x
D’autre part, f(x,z) = o) — 00 lorsque x — oo ; donc f n’est pas majorée.

4. On a:
glz,y) = 2® +y> =2 = V(g)(2,y) = (22,2y) # O sur D
Il existe A € R tel que :
2zy* 2y’ )
, = A(2x,2
((w2 +99)? 7 (a® +y?)° (220
22 +y? =2 z? +y? =2

D’ou les points critiques :

e x=0=y=4v2et A\=0,doit A:(0,—v2) et A" : (0,v/2);

e y=0=>z==4v2 et A=0, d’ott B:(—v2,0) et B’ : (v/2,0);

o y#A0=at=4 \=y*=>z=+y puisa?=1let A=1/4don F: (1,1), F': (—1,-1) et
G:(1,-1),G :(-1,1).

La fonction f est continue sur C fermé borné, donc admet des extrema globaux atteints sur C,

qui sont :

F(A4) = F(A) = f(B)= f(B) =0 et J(F)= f(F') = (&)= [(C") = §

5. Sur Pouvert B/ = B\ C = {(w,y) €D, 2?2+ < 2}, f n’a pas de maximum local mais des

minima globaux (nuls) aux points tels que x = 0 ou y = 0.

1
Donc f a des maxima globaux sur B en F,F' G,G’ de valeur 5 et des minima globaux nuls

aux points tels que z =0 ou y = 0.

6. On a :

1 1
FL4u140) =5 = Suto(ll(w,v)]]
qui change de signe comme u au voisinage de 0.

Exercice 1.07.

Soit E I’ensemble des suites (uy,)nen convergentes pour lesquelles il existe un entier naturel N
tel que :
Vk > N,up # limu,

A toute suite (up)nen de E , de limite égale & ¢, on associe la suite (uf)nen définie & partir
d’un certain rang par :

. un+1—£
o u, =4

On note E* I'ensemble des éléments (u,)nen de E pour lesquels la suite (u)) est convergente.
Soit (tn)nen de E* et £* la limite de (u))nen. On admet que £* € [0, 1].
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e si /* =1, on dit que la vitesse de convergence de (uy,)nen est lente ;
e si /* €]0, 1[, on dit que la vitesse de convergence de (uy)nen est géométrique de rapport £* ;

e si /* =0, on dit que la vitesse de convergence de (uy)nen est rapide.

1
1. a) Montrer que la suite (—,) € E* et donner sa vitesse de convergence.
n!

2n
1
b) On pose, pour tout n € N, v,, = (1 + 2—n> )

. , .. e 1
1) Montrer qu’au voisinage de 400, on a v,, = e — gt + 0(2—n>.

ii) Montrer que la suite (v,) € E* et donner sa vitesse de convergence.

2. Soit o > 1. La série de terme général — converge et a pour somme le réel ¢.
n

no1
On pose Sy =0 et pour tout n > 1, S,, = > -
k=1
) Mont >1 L X 1 < S, < 1 X 1
a) Montrer que pour n > 1, on a : — </-5, < —.
q p a—1 (n_|_1)a1 n a—1 nal

b) En déduire que (S,,) € E* et donner sa vitesse de convergence.

3. Soit X une variable aléatoire discrete définie sur (€2,.4, P) et « un réel strictement positif.

On dit que X admet un moment exponentiel d’ordre o si la variable aléatoire e®!X| est
d’espérance finie.

a) On suppose que X suit une loi de Poisson de parametre A > 0.

Déterminer les réels a > 0 pour lesquels X admet un moment exponentiel d’ordre « et calculer
ce moment

dans ce cas.

b) On suppose que X(©) = {(xp)pen}. Soit (Xi)ren+- une suite de variables aléatoires
n
mutuellement indépendantes de méme loi que X . Pour tout entier n > 0, on pose S,, = > Xk.
k=1
Soit o > 0. On suppose que X admet un moment exponentiel d’ordre .

i) Montrer que pour tout réel u, on a : e* > 14 u > u.

ii) Montrer que X admet une espérance finie notée m et une variance notée o2.

n

iii) Soit un réel £ > 0. Montrer que P < — — m' > 5) est majorée par une suite a convergence
n

lente.
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Solution :
1. a) La suite (u,) a pour limite 0 et Untl) _ — 0. Donc ¢* = 0. On a convergence
U, n+1
rapide.
1
b) i) On écrit v,, = exp (2"’ In (1 + 2—n)) Un DL2 du logarithme donne le résultat.
ii) On a liril v, = e et pour n assez grand v, # e. De plus :
n—-—+0oo
—e 1
Upt1 — € 2n+2+0(2n+1) 1 " 1+o0(1) _>1
v, —e | | —e 127 140(1) 2

1
gt olg)

1
Donc (v,,) a une vitesse de convergence géométrique de rapport 3

+o0o
2.a)Soita>1. £—S,= >, L Soit k € N*. Pour tout z € [k, k + 1],

k:n—i—lka.
k+1
1 </ L T i’" 1o 1 <+§ 1
(E+1)> = ) x> =k~ (k+1)* “a—-1" p> 1~ k>
% k=n k=n
1 1 1 1 1 1
it ¢ — S, < X <Ul—5,_1, et X </-5, < X )
SO1 n XX a—1 na_l n—1, € o—1 (n+1)a_1 X n X a—1 na_l

b) Donc par le théoréeme d’encadrement des limites, lirf S, = £. D’apres ce qui précede :
n——+0oo

1
- S,
1 1 1 1
X g l— Sn g X
a-1" (n+2)*" T la-1" !
n~! 0 — Sni1
(n+2)t = (-5,

(@ — 1)t < <(a—1D(n+ 1)t

et

En multipliant membre a membre ces inégalités, on obtient : < 1.

Donc ¢* =1 et la convergence est lente.

+oo k,—X
3.a) On a X(Q) = N. Et e/X| admet une espérance si et seulement si eak% converge
k=0 '
absolument.

Ce qui est le cas pour tout « réel et on trouve E(e®Xl) = Me"=1),
b)i) La fonction exponentielle est convexe.

i) On a o | zp |[< el = 0 | 2 | P(X = 21) < e®1®IP(X = 2). Bt Y el P(X = 1)
converge. bt

iii) On sait que ‘ |lim z2e~l*l = 0. 1l existe donc a > 0 tel que Vz, | z |> a = 22 < e®l?l.
x| —+oo
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D’autre part | z |< a = 2% < a®. Donc pour tout x réel, 22 < a? + eIzl Ainsi,
0 < mf,P(X =1,) < (a® + e hP(X = 12,) <a®P(X = z,) + ™I P(X = 1)
Or Y a®?P(X = z,) = a et Y e®IP(X = 2,) = E(e*X) = la série ZwiP(X = Tp)

peN peEN
converge.

Les variables aléatoires (Xg)gen+ sont de méme loi, possedent toutes un moment d’ordre 2 et

p

. 7 n 7 .
sont mutuellement indépendantes ; donc — admet une espérance et une variance. De plus

n
Sh Sn o2
E(—)=metV(—)=—
)y =met v(Zry =7
e : . . Sy, o?
D’apres I'inégalité de Bienaymé Tchebicheff, Ve > 0, P(| — —m |> ¢) < —5. En posant
n ne

2

o . :
Un = 3 la suite (u,) convient.
n

Exercice 1.08. |

1. Pour tout = €] — 1, +00[, comparer In(1 + z) et .

2. Soit ag > 0. Soit (a,) la suite de premier terme ag et définie par récurrence par :
VneN, apy1 =In(1+ ay).
a) Montrer que la suite (a,) est bien définie et a termes positifs.

b) Montrer que la suite (a,,) converge et déterminer sa limite.

1 1
c) Déterminer la limite de la suite de terme général u,, = - —

an—l—l anp,

3. On admet que si (z,) est une suite réelle qui converge vers ¢, alors la suite de terme général
1 n
n+1

E x) converge aussi vers /.
k=0

A

Déterminer un équivalent de a,, de la forme —, quand n tend vers +oo, ou A est un réel a
n

préciser.

4. Pour tout n € N, écrire la formule de Taylor avec reste intégral pour la fonction g définie

par g(t) = —In(1 — t) entre les points 0 et > 0. En déduire que 'on a :

“+oo n
X
n=1

5. Pour tout = €]0, 1], établir la convergence de la série ) a,z".

6. Pour ¢ > 0 fixé, montrer I'existence de NV € N tel que :

“+o00 9 N
> (w2 <2

n=1

- In(1 —z).

1
VYV €]0,1], )

2
Ay — —
n
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+o0
En déduire un équivalent de f(z) = Z a,x" quand x tend vers 1 par valeurs inférieures.

n=1

Solution :

1. Par concavité stricte de = + In(1 4+ x), on a : Vo > —1, In(1 + z) < z, avec égalité si et
seulement si x = 0.

2. a) On montre par récurrence évidente sur n € N la relation « a,, est défini et strictement
positif ».

b) D’apres la premiere question, a,+1 = In(1+ a,) < a,. Ainsi la suite (a,) est décroissante et
minorée, donc elle converge vers une limite ¢ telle que In(1 4 ¢) = ¢ (par continuité), soit £ = 0
(d’apres la question 1).

c) Comme (a,,) tend vers 0, on a In(1+ a,,) L0 an et ap, —In(1+ay,) W % (avec un DL
d’ordre 2).
tn
Donc : u, = an — In(1+ an) ~ 2 = l Ainsi lim(u,) = 1
anIn(l+a,) n—to a? 2

1 1  — 2
3.0na: ——:(n—|—1)<—zuk> ~ E,d’oﬁan ~ =

An+1 ap n+1 P n—+oo 2 n—+oo N
—)%
(k—1)!

4. Comme g(0) =0 et g¥)(t) = - pour tout k € N* (par récurrence évidente), la formule

11

de Taylor avec reste intégral donne :

g(l’):ig(k)(o)xk+/0m Mg(n—i—l)(t) dt:i(k_l)!xk_}_/o% (m—t)” ol o

! n! £ gl nl (1—t)"t?

r—t
L’étude de la fonction t — 17 montre qu’elle est décroissante sur [0, z] C [0, 1] donc majorée

par sa valeur z en t = 0, d’ou la preuve du résultat pour tout x € [0, 1. En effet

/ (x—)H dt <" [ -2 =27 In(1 - 2)]
o |[(1—=2t)" o 1—1
5. Par théoreme de comparaison pour les séries, on a :
2 2
< n ~ “,.n 4 “.n :
0 < anx ple T et la série g —a" converge si & €]0,1[.
2 1 o s e .
6. Comme a, = — + o — |, par définition de la limite, il existe N € N tel que : Vn >
n n
2
N, |a, — —‘ < -
n 2n
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Par théoreme de comparaison avec la série de la question 5, on déduit la convergence de la série

2
Z a, — —|z". On peut donc écrire 'inégalité triangulaire suivante :
n
+oo +oo N +oo
2 2 2 2
Z(an—ﬁ)xné an—ﬁx”:Zan—ﬁx"—F Z an—ﬁx”
n=1 n=1 n=1 n=N-+1
N +o00 N +o00
2 n 2 € x"
DI D DI D Dl U R D D
n=1 n=N+1 n=1 =
N
2
:Z an — — — —In(1—2)
n=1
N N
) 2 € . T 1 2 €
Par suite, |f(z) — 2g(z)| < Z Ay — ﬁ' + §g(.r) Soit : ‘% — 2’ < @) Z an — + 7
n=1 n=1
1 al , R 2| e
Comme lim —:Oetz a, — —| constant, on a : AN’,Vn > N’, —Z a, — —| < =.
a—1- g(z) — n 9(x) 7= n| 2

|Exercice 1.09.

1
Soit f une fonction continue et positive sur I = [0, 1] telle que v = / fldt < 1.
0

On considere une fonction ug continue sur I qui vérifie :
x
Veel, up(x) <1 +/ uo(t) f(t)dt
0
On définit par récurrence la suite de fonctions (uy,)n>0 en posant pour tout n entier naturel :

Ve el, upyi(z) =1+ /033 un () f(t)dt

1. Soit « € I. A l'aide d’un raisonnement par récurrence, montrer que la suite (uy(z))n>0 est
croissante.

2. a) Justifier pour tout n > 0, que la fonction z — u,(z) est continue sur I.

En déduire, que pour tout entier naturel n, le nombre réel M,, = max {|u,(z)|;z € I} est bien
défini.

b) Montrer que pour tout n > 0, on a M, 11 < 1+ yM,.

Pour n > 1, majorer M,, en fonction de My et de . En déduire que la suite (M,,) est bornée.

c) Justifier que pour tout = € I, la suite (u,(z))n>0 est convergente. On note u(z) sa limite.
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3. a) Soit x et y deux éléments de I tels que z < y. Montrer qu’il existe une constante M telle
que :

y
Vn>1, |un(y) —un(z)] < M/ f)dt
En déduire que la fonction u est continue sur I. ’

b) Pour n > 1, montrer que la fonction x — v, (x) = up41(x) —u,(x) est dérivable et croissante
sur [.

¢) Soit n > 1. Montrer que pour tout € I, on a :

0 < tny1(2) = un(z) <7 (Un(z) — up-1(2))
En déduire pour tout x € I et tout entier p > 1, ’encadrement suivant :

0 < Untp(x) = un(z) <"1 =7) 7" (ur(2) — uo(x))
d) Soit = € I. Montrer que /ﬂf un(t) f(t)dt converge vers /93 u(t) f(t)dt.
0 0

En déduire que la fonction u est de classe C! sur I.

Solution :

1. Soit P,, 'hypothese de récurrence : « u,(s) < up4+1(s) pour tout s € [0,1]». On voit que Py
est vraie par hypotheése. Supposons que P, soit vraie. Alors, on a pour tout x € [0,1] :

tnt2(@) = nia(e) = [ funa(t) = un () S > 0
0
puisque l'intégrande est positive.

Dong, la propriété P,, est vraie pour tout n € N et la suite (u,(z))n>0 est croissante pour tout
x€[0,1] .

2. a) La fonction ug est continue sur I et par une récurrence immédiate, on voit que la fonction
Up+1 est continue comme primitive de la fonction continue u,,. Le réel M,, est bien défini puisque
la fonction wu,, est continue sur le segment I, elle donc bornée et atteint ses bornes.

b) On voit que

T 1
|un+1<x>|<1+/0 (1) (2) 1+/ fun (D1 (1) 1+Mn/0 F(H)dt = 1+ M,

D’ou M,, < (1 +y 4T 1) + "My < 1— + My = C. La suite (M,,) est donc bornée.
Y

c) La suite (u,(x))n>0 est croissante d’apres a) et bornée d’apres b), elle est donc convergente.

[ () — (3 /|un1 )£t /f

En prenant la limite lorsque n tend vers +o0, il vient

ju(y) — u(z)| < C / " ftyar

3. a) Il vient :
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Il reste a faire tendre y vers x puis a échanger les roles de y et = pour obtenir que la fonction
u est donc continue sur I.

b) Pour n > 1, on a : v,(z) = /OJE [t (t) — un—1 ()] f(t)dt.

L’intégrande est une fonction continue. Par suite, v, est dérivable et, d’apres la question 1 :
U () = [un (@) — un—1(2)] f(z) 2 0

La fonction v,, est donc croissante sur 1.

c) Soit n > 1. L’inégalité de gauche est évidente d’apres 1. De plus, avec la croissance de la
fonction v,, il vient

pour tout z € I :

i (2) — (1) = / [t (t) = s (O] FOE < [t () — 01 ()] / " f(0ydr

=7 (un(z) — tup—1(x))
En utilisant ce qui précede et en écrivant w,i,(z) — un(z) = Z [Untk+1(T) — Uptk(z)], on
obtient :

0 <t (@) (@) < (14 +777) (g (2) — ()
<

=) 7" (ua (@) — uo()) .-
d) En faisant tendre p vers I'infini, il vient :

0 < u(@) —un(2) < (1-7)719" (ua(@) — uo(x))
D’ou ‘/ u(t)f(t)dt—/ un(t)f(t)dt) < (1—7) "'y (Mo4+-My) — 0( quand n tend vers +00).
0 0
On peut alors passer a la limite dans I’égalité définissant u, 11 et on obtient

u(z) =1+ /(:lc u(t) f(t)dt

On en déduit facilement que u est de classe C! sur I. En dérivant 1'égalité précédente, il vient
u(z) = f(z)u(z).
En posant N” = max(N, N’), on a prouvé que : Ve > 0,3IN”, Vn > N"|
fl@) ~ 2g(x).

r—1

— —2‘ < €, soit
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|Exercice 1.10.|

U
n+1

2
n

On considere une suite (uy,),>o définie par up € Ret Vn € N, upy1 =

On suppose que ug > 0.

1
On pose v,, = H;Qin).
1. Montrer que pour tout n € N*, v,, est bien définie.
In(k) < In(k)
2.a) Montrer que la série converge. On pose 0 = — .

b) En déduire que la suite (vy,),>0 converge. Exprimer sa limite ¢ en fonction de ug et o.

3. On suppose dans cette question que ug # e~ 7. Etudier le comportement en +o0o de la suite
(Un)nZO-

4. On suppose dans cette question que ug = e °.

. =X In(k)
a) Vérifier que pour tout n € N, on a : v, = Z F
k=n-+1

b) En déduire lim w,,.
n—-+o0o

Solution :

1. On montre par récurrence, que pour tout n > 0, u,, > 0.

S . ) In(k 1
2.a) A laide des croissances comparées, on remarque que oF =0 =) On conclut en
utilisant les théoremes de comparaisons des séries a termes positifs, et la convergence de la série
) 1
de Riemann E —.
]{72

k>1

b) La suite (v, )n>0 vérifie la relation de récurrence, pour tout k > 1, vy — vp—1 = —

en déduit par télescopage que, pour tout n € N*,

Z(vk —Vp_1) = — Z n(k) = v, — Vg = v, — In(up)

k
k=1 k=1 2
" In(k
Ainsi, v, = In(ug) — Z n2(k )
k=1

Comme somme de suites qui convergent, on en déduit a ’aide des précédentes notations, que
la suite (vy,)n>0 converge, vers ¢ = In(ug) + o.

3. e Supposons que ug > e 7. On a alors £ > 0, et donc lim In(u,) = lim 2"v, = +oc.
n—-+oo n—-+oo
Ainsi, par composition des limites, lim w, = 4o0.
n—r—+oo
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e Supposons que ug < e~ 7. On a alors £ < 0, et donc lim In(u,) = lim 2"v, = —oco. Ainsi,
n—-+oo n——4oo
par composition des limites, lim wu, = 0.
n——+oo
4. a) On reprend l'expression donnée, en 3., en remplagant In(ug) = —o. Ainsi, pour tout n € N,

on a

n n oo o=
D SE. I Sl U ST SR )

n

k=1 k=1 k=1 k=1 k=n+1
+oo
1 1
b) Puisque Z 2" ¥ 1n(k) > 0, on en déduit de la question précédente que 2"v,, > —n(n2+ ),
k=n+2
ce qui permet de conclure que lim In(u,)= lim 2"v, = +oco et donc lim wu, = +o0.

n——+oo n—-+oo n—-+oo

Exercice 1.11.

+o0 +o0
1. Montrer que pour tout x réel, les intégrales / cos(xt)e_t2dt et / sin(:z:t)e_tht
0 0

convergent.
+00 9 +o0 5
On pose alors pour tout z réel : C(z) = / cos(zt)e " dt et S(x) = / sin(zt)e ™" dt.
0 0

2. a) Montrer que les deux fonctions C' et S sont continues sur R.
b) Montrer que pour tous réels u et h, on a :

h2
2

c) En déduire que S est dérivable sur R et calculer pour tout x réel, S’'(x) .

|sin(u + h) — sin(u) — hcos(u)| <

3. Déterminer pour tout x réel, une relation entre S’(x) et S(z).

4. a) Soit f une fonction de classe C! sur R. Calculer la dérivée de g : z — er’ /A f ().

En déduire les solutions de I’équation différentielle 2f'(z) + zf(z) = 0.

b) On suppose qu’on peut écrire pour tout x réel, S(x) = A(ZL‘)B_IQ/4 avec A de classe C! sur

R.

’ —£E2/4 x 2
Etablir la relation : Vo € R, S(z) = < 5 / et /4dt.
0

5. Déterminer un équivalent de S(x) au voisinage de +oo.

Solution :

1. Pour tout z réel, t — sin(zt)e~! est continue sur RT et |sin(zt)e | < e~*" dont lintégrale

converge.
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La démonstration est identique pour ¢ — cos(zt)e=t".

2. a) L’inégalité des accroissements finis donne, pour tout réels = et a’ :
|sin(z) — sin(z’)| < |z — 2|

Ainsi :

+oo +oo
w&ymﬂdﬂgé mm@w—gmfww*wmgm—xwé te—tdt <

|z — |
La fonction f est lipchitzienne donc continue sur R.
b) On utilise une inégalité de Taylor. On a :

. . h? : h?
s u —Sm(u) —NCos( )| & — sup S11 S

[ sin(u + h) —sin(u) — hcos(u)| < |sin(?)] <
te€[u,u+h] 2

c¢) On étudie la limite du candidat proposé a étre la dérivée de S(z) avec u remplacé par zt et
h par ht. 1l vient :

+00 h2 +oo h2
/ (sin((xz + h)t) — sin(xt) — ht cos(xt))e_tzdt‘ < 7/ e dt = CT
0 0

Ainsi : oo
S'(x) = lim Sz + h})l — 5(@) = / Cos(xt)te_tht
0

h—0

3. On utilise une intégration par parties, les fonctions en jeu étant de classe C' sur RT. Soit
A>0.0na:

A 2 6_t2 A €T A 2
/ cos(xt)te™ " dt = | — cos(xt) - —/ sin(xt)e™ " dt
0 2 1o 2Jo

En prenant la limite lorsque A tend vers +o0, il vient :

Aw@:%—ga@

4. a) La dérivée se calcule aisément. On obtient ¢'(z) = 6:62/4(,]0/(56) + %f(:c))
Si la fonction f vérifie 2f'(x) + x f(x) = 0, alors ¢'(x) = 0 et g(x) = C. Donc, on a :
fz) = Cem=/4

2 1
On peut écrire S(z) = A(x)e=® /% avec S vérifiant équation S'(z) = 5~ gS(CL’) En dérivant,
il vient :

Al(z)e ™ = % = A(z) = %/ et + C

0
Comme S(0) = 0, on obtient :

1 .2 [7
S(z)=-e* / et /gy
2 0

5. La fonction S est impaire : on étudie la limite en +oc.
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1
On fait deux intégrations par parties sur le segment [1,x]. L’intégrale / e’ /4dt est une

0

constante :
x Ty 2t2/4 2 z2/4 x t?/4
/ et2/4dt:/ [2e gy = 2 —C+2/ S—
1 1 t/2 z 1t
2 z?/4 T 4/9 t2/4 9 z?/4 z?/4 x /4
== —0+4/ be g 2Ly +K—12/ S
x 1 t3 x a3 .ttt
Donc
2 4 T /4 2 2
S(x):—+—3+Me_w2/4+126_m2/4/ ¢ 1 dtz——l—o(—)
A 1t x z

|Exercice 1.12.|

1. Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b. Soit f et g deux fonctions continues sur le segment

[a, b].
On suppose de plus que pour tout x > 0, on a g(z) > 0.

a) Justifier 'existence de deux réels o et B appartenant a l'intervalle [a, b] tels que m = f(«a),

M = f(B) et pour tout z € [a,b], m < f(x) < M.
b b
b) En déduire qu’il existe un réel ¢ € [a, b] tel que / f(t)g(t)dt = f(c)/ g(t)dt.

2. Soit un entier n > 2 . Soit f : R — R une fonction impaire et de classe C" sur R.

a) On suppose que f’ est strictement monotone. Montrer qu’il existe une fonction 6 : R — [0, 1]

telle que pour tout réel x, on a f(x) = xf’ (a:@(:z:))

2
b) Soit z > 0. Prouver qu’il existe un réel d, € [0,z] tel que f(x) = zf'(0) + %f”(dm).

¢) Soit z > 0. Prouver qu’il existe un réel h, €]0, x| tel que f(x) = zf'(0) + 220(x) f"(h.).

d) On suppose que f(0) # 0. Déterminer lin% 0(x)
T—r

3. On suppose dans cette question que la fonction f est définie sur R par : f(z) = Arctan(z).

a) Expliciter la fonction 6 sur R*.

b) Déterminer lin% 6(x). Obtient-on une contradiction du résultat de la question 27
T—r

Solution :

1. a) Comme la fonction f est continue sur le segment [a, b], elle est bornée sur [a, b] et atteint

ses bornes.
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b) Par positivité de la fonction g, croissance de I'intégrale et en posant A = / f(x)g(x)dx et
a

m< f(x) KM = mg(r) < f(x)g(x) < Mg(zr) = mB<A<LMB.

Si B = 0, I'inégalité précédente implique A = 0 et tout choix de ¢ convient.

A
Sinon, en divisant par B > 0, on obtient : f(a) =m < B <M = f(B).

Le théoreme des valeurs intermédiaires assure alors l'existence d’un réel ¢ € [a,b] tel que
A

f(C)ZE-

2. a) Comme f est impaire, f(0) = 0. Considérons = > 0. On applique la question précédente
avec les fonctions f’ et ¢ — 1 continues sur [0, z]. Il existe alors un réel ¢, € [0, z] tel que :

— _o:x'd:$1'd:’x$1d:’m.
f@) = f@) = 1O = [ ria= [ 1x i pe) [ ae pe
Comme ¢, € [0, z], il existe 0(x) € [0, 1] tel que ¢, = z0(x). On a alors f(z) = xf’ (m@(x))
b) Soit > 0. Une intégration par parties donne :

[ @-orwi=[@-ora] + [ £ =—-ar©+ s
Ainsi, f(z) = xf'(0) + /0 (x —t)f"(t)dt.

Par la question 1 appliquée aux fonctions f” et t — x — ¢ sur [0, z], il existe un réel d, € [0, z]
tel que :

x2

_f//(dm)

/O (x—t)f”(t)dt:f”(dw)/o (x —t)dt = 5

2
Ainsi, il existe un réel d, € [0,z] tel que f(z) = zf'(0) + $7]”"(dx).

c¢) On applique le théoreme des accroissements finis a la fonction f’ entre les points x6(x) et 0.
Il existe alors hy, €]0,260(x)[C|0, z] tel que :

f'(@0(x)) = f'(0) + 20(x) f"(he), dott f(x) = zf'(x6(x)) = 2f'(0) + 220(x) " (ha)-

1
d) Par suite, Vo > 0, xf’(O)—i—%f”(dx) = 2f'(0)+2%0(z) f"(hs), dot, §f"(dx) =0(x)f" (hy).
On fait tendre z vers 0T. Les réels h, et d, tendent alors vers 0 . Comme la fonction f” est

1 1
continue, il vient §f”(0) = 6(0) ”(0). Comme f”(0) # 0, on conclut que 6(0) = 3

3. a) Dans ce cas, pour tout z € R, f/(z) = 5. Ainsi, pour tout € R*, on a :

1+=x
X

1 1
1+ 2%6%(x) 72

20\ _ _
= @)= x Arctan(z)

flz)=xf (x@(a:)) & Arctan(z) =
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Comme 6(z) > 0, on obtient : Vo € R*, f(z) =

\/ I I — Arctan(x)
o Arctan(r) 2

x Arctan(z) =z z? Arctan(z)

b) Le DL3 de la fonction Arctan au voisinage de 0 est Arctan(z) = z —

Par suite,
x — Arctan(z)  2°/3+o0(z®) 2°/3 1
2% Arctan(z) 24 o(2®) o 23 3
ce qui entraine
— Arct 1
lim 6(z) = lim ( x _ rc an(x)> _
2—0 2—0 x* Arctan(z) V3
Il n’y a pas de contradiction avec la question 3 car nous ne sommes plus sous les mémes
—2x
hypotheses. Ici, f(x) = —————, d’ou f”(0) =0
v 1'@) = G don 110

Exercice 1.13. |

Soit un réel xg > 0. On définit la suite (z,,) par : Vn € N, z,11 =z, + —.
Tn
1
On admet que E ™ In(n) lorsque n tend vers +oc.
k=1

1. Montrer que la suite (x,,) est monotone et préciser sa monotonie.

2. En utilisant un raisonnement par ’absurde, montrer que la suite (z,,) admet une limite et la
déterminer.

3. Déterminer la nature de la série de terme général —.
Tn

4. Montrer que la suite (22, — 22),en converge.

5. Soit (ay) et (b,) des suites de réels strictement positifs tels que a,, ~ b, et Z a, diverge.

n

n n
On admet le résultat suivant : Z ap ~ Z br. lorsque n tend vers +oo.
k=0 k=0
2

x
a) Montrer que la suite (—”) converge et en déduire un équivalent de (x,,).
/) nen-

n

1

b) Déterminer un équivalent de 5 —.
x

k=0 "k

11 1
c) En déduire que z,, = v2n (1 + §$ +0< n(n)))

n
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Solution :

1. Comme zy > 0, on montre que (x,) est a valeurs strictement positives et que z,11 > x,.
Ainsi, la suite (z,,) est strictement croissante.

2. D’apres le théoreme de la limite monotone, (z,) tend vers un réel £ € R U {+oco}. Si ¢ est
fini, alors ¢ = ¢ + 7> ce qui est impossible. Ainsi, lim z, = +oc.

n—-+oo

— 1 - 1
3. Comme E — = Tp41 — X, alors la série E — diverge.
k—0 Tk Tn

4. D’apres la définition, 22, — 22 = 2 + Ainsi, comme (x,) tend vers +oo, alors

1
z2
lim (2., —22) =2.

n—>—|—oo( n+1 n)

5.a) Comme 22, —22 ~ 2 et 2 diverge, d’apres la question précédente, 22 — 2 ~ 2n. Ainsi,
n—+1 n ) P q p »n 0

22 ~2n et z, ~\2n.

1 1 1
b) D’apres la question précédente, — ~ —. Or, Z — diverge, donc, d’apres la question
x, 2n n
n
1 1 In(n)
Scédent — ~—-H, ~ )
précédente, ,;) 273 n 5

1

c) Comme 22, =22 +2(n+1) + —, d’apres la question précédente,
n+1 0 1_2
k=0 "k

22 = on + % In(n) + o(In(n)).

En utilisant le développement limité de x +— /1 + x en 0,

an\/%(l—f-é@—i—O(M)).

n

|Exercice 1.14.|

1. Soit f et g deux fonctions continues sur un segment [a, b] et dérivables sur |a, b| (a < b).

On considere la fonction h définie sur [a, b] par :

h(z) = f(b)g(x) — f(x)g(b) — f(a)g(z) + g(a) f ().
a) Calculer h(a) et h(b). Que remarque-t-on ?

b) En déduire qu’il existe un réel ¢ € ]a, b[ pour lequel on a :

(f(0) = f(a)) g'(c) = f'(c) (9(b) — g(a))
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2. Soit u et v deux fonctions continues sur [a, b]. On suppose que v ne s’annule pas sur |a, b.

On considere les fonctions f et g définies sur [a, b] par :
Ve lab], flz)= / w(B)o(t)dt et g(z) :/ o(#)dt.

a) Justifier la continuité de f et g sur [a, b] et leur dérivabilité sur |a, b[.

b) En déduire 'existence d’un réel ¢ € ]a, b[ qui vérifie la relation :

/a ’ w(t)v(t)dt = u(c) / ’ v(t)dt.

c) Soit ¢ et 1 deux fonctions continues sur [0, 1] telles que ¢ + 1) ne s’annule pas sur |0, 1] et
telles que :

/01 (o(1)) dt = /01 ((t))dt

En utilisant la question précédente, montrer qu’il existe un réel s €0, 1] tel que p(s) = 1 (s).

Quel résultat obtient-on dans le cas on ¢(z) = x ?

Solution :

1. a) On trouve h(a) = f(b)g(a) — f(a)g(b) = h(b).
b) Les regles usuelles impliquent que h est continue sur un segment [a, b| et dérivable sur |a, b|.

De plus, on a h'(z) = (f(b) — f(a))g'(x) — f'(z)(g(b) — g(a)). Comme h(a) = h(b), le théoreme
de Rolle nous assure 'existence d’un réel ¢ €]a, b pour lequel on a :

(f(b) = f(a)) g'(c) = f'(c) (9(b) — g(a)) .

2. a) Les fonctions f et g sont deux primitives de fonctions continues, elles sont donc continues
sur [a, b] et dérivables sur ]a, b].

b) Comme f'(z) = u(z)v(x) et ¢'(x) = v(x) et en utilisant 1. b), il existe un réel ¢ € |a, b[ qui
vérifie :

v(c)/ u(t)v(t)dt:u(c)v(c)/ v(t)dt.

Or la fonction v ne s’annulant pas sur |a, b[, on peut simplifier par v(c).

c¢) On prend pour u et v les deux fonctions définies par u = p— 1 et v = @ +1. Elles vérifient les
hypotheses de la question précédente. Il existe donc s € |0, 1[ tel que : 0 = [p(s) — 1(s)] fol v(t)dt.

Puisque v est une fonction continue sur [0,1] qui ne s’annule pas sur |0, 1[, le théoreme des
valeurs intermédiaires nous dit que v est soit strictement positive sur |0, 1[ soit strictement

1
négative. Un raisonnement classique sur les primitives nous assure que / v(t)dt # 0 et par
0

conséquent on a p(s) = ¥(s).
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Lorsque 'on prend pour v la fonction identité et si ¢ est une fonction continue sur [0, 1] vérifiant

1
1
o(z) + x # 0 pour tout x de ]0, 1] et / o(t)*dt = 3’ alors la fonction ¢ admet un point fixe
0
appartenant a |0, 1.

|Exercice 1.15.|

400
1. a) Pour tout n € N, justifier I'existence de / 2"e™* /2dz. On pose :
0

+oo 9
VneN, I, = / e " 2dx
0

b) Trouver pour tout n > 2, une relation de récurrence entre I,, et I,,_o.

Pour tout n € N, calculer Iy, et Io,41.

2. Montrer que l'on a :
Vn € N*, /+OO =" exp ( — ﬂ)dm = /+OO =" Lexp ( — n—w2>dx
0 2 0
3. a) Etablir la relation :
Vn e N n_nTHITH_l - n_nTHIn = 1/4'00 " (:L’ + é — 2) exp ( — n—xQ>dm
0

b) En déduire ’encadrement suivant :
VneN*, 0<+vnl, <I,i.

1 2
VneN, 1/1—-— <4‘”( n)\/m<1.
2n n

2
En déduire un équivalent de ( n)

4. Etablir les inégalités :

n

Solution :

1. a) La fonction x — ze= /2 est définie, continue et positive sur RT. Cette fonction est

négligeable devant 1/2% en 400, on en déduit que l'intégrale I,, est convergente.

b) Pour n > 2, on effectue une intégration par parties en posant u(z) = 2" ! et v(z) = —em/2

d’ou
A

A
a"e 2y = [uv(z))3 —|—/ (n— 1)36"_26_“32/26133.
0 0

On fait tendre A vers +oo donc
In = (n — 1)In—2-
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On a Iy = V27 /2 et I; = 1. On montre par récurrence que

L, — (2n)! /_7r/2,

~27p)

et
I2n—|—1 = 2”(71')

«7e . 7 . . pa— 2
2. a) On utilise une intégration par parties en posant u(x) = " et v(z) = —1/ne™"* /2, on en
déduit 1’égalité pour tout entier n > 1

+oo 5 +o0 5
/ xn—l—le—nx /2d.fL' — / xn—le—nx /de
0 0

3.a) On remarque que
2 2

+o0 +o0
1
[ e (e [T (e (-
0 s 2 0 2

On effectue le changement de variable affine v = \/nz, et on obtient :

e 2/2 1 e 1 2/92 e 2/2
/ xne—nw / (.17 + - — 2)dm =92 (/ a:n—l— e—nw / dr — / xne—nw / dx)
0 x 0 0

n+2 n—+1
=2(n 2 I,y1—n 2 1I,)
Par conséquent, on a pour tout entier n :

2 T
b) Le membre de droite est positif d’ot1 Vn € N*, 0 < /nl, < L,1.

n+2 _n+1 1 1 +o0 2 1
n 2 I,y-n 2 I,= —/ a2 (g 4+ = — 2)dx.
0

4. On a pour tout entier n > 0 : V2nls, < Iz,41. Soit

\/%(271)! V/2 < 2™n!

2"

2 2n)!
On en déduit 4_"< n) Vvin < 1, puis V2n — 15,1 < %\/ﬂ'/?. Donc
n n!

2n n

1 2
1-—< 4"( n)\/wn.

471
VTN .

) .. 2n
Par conséquent, un équivalent de est
n
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Exercice 1.16.

7 2 =2
1. Soit la matrice A = 2 4 -1 | et ¢ 'endomorphisme de R? canoniquement associé
-2 -1 4

a A.
a) Déterminer 1’espace propre de ¢ associé a la valeur propre 3.
b) En déduire les valeurs propres et les vecteurs propres de .

2. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit f la fonction définie sur R™ a valeurs réelles telle
que :

Vu=(u,...,u,) € R", f(u)= Zuf
i=1

Soit .S une matrice symétrique réelle de M,,(R) et @ la forme quadratique associée a S définie
pour tout X

de R™ par : Q(X) = 'XSX.

On suppose que pour tout X € R”, on a Q(X) > 0 et que Q(X) = 0 si et seulement si X = 0.
a) Justifier que toutes les valeurs propres de S sont strictement positives.

b) Soit u € R™. Déterminer les extrema de f sous la contrainte Q(u) =1.

c) Appliquer & la forme quadratique sur R? :

Q(x,y, 2) = To? + 4y* + 427 + day — 4wz — 22

Solution :
x

1. a) On résoud le systtme AX =3X =3 |y | & 2x+y — 2z = 0, équation du plan
z

E5 = ker(p — 31d).
Ainsi le sous-espace propre associé a la valeur propre 3 est de dimension 2.

b) La matrice A est symétrique réelle. Elle est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont
orthogonaux.

La trace donne I’autre valeur propre, soit 9, d’ou :

2
ker(p — 9Id) = Vect | 1
-1

2.a) Si SX =X X, alors 0 <'XSX = \||X||3=)A>0 car X #0.
b) Soit ¢ € L(R™) (endomorphisme symétrique) associé a S. Alors :

g9(u) = Qu) =1 = (P(u),u) — 1
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g(u+h) = (p(u+h),u+h) —1=g(u) +2(P(u)
avec, par inégalité de Cauchy-Schwarz et linéarité de v : [(¢)(h), h

yh) + (b(h), h)

W< [ (R)2ll [All2 = o(lIA]]2)-
Par unicité du développement limité a 'ordre 1, V(g)(u) = 29 (u) . De méme, V(f)(u) =2u.

Remarque : On peut aussi calculer les dérivées partielles de g(u) ='XSX —1 et f(u) ='XX.

Par le cours, les conditions nécessaires d’extremum sous contrainte sont : IX € R, ¢(u) = Au.

En wug vecteur propre de 1 pour \g > 0 tel que g(ug) = g(ug+h) =0, 0n a:

g(uo + h) = g(uo) + 2 (Y (uo), h) + Q(h) = (ug, h) = _622()\};)
ﬂw+m=fww+uwmwuwgzﬂw%ﬂwg—Q%E

Mais on sait que :
w3 < Q) < I3 ot p=min(Sp(S)) et 4’ = max(Sp(S))

D’ou f(ug+ h) < f(ug) si Ao = u, et on a un minimum en ug associé a la plus petite valeur
propre ; ¢’est analogue pour le maximum et p'.

c¢) Applications.
e Pour p =3,

1
1=Q(z,y, 2z +y) =152 469>+ 122y = f(z,y, 2z +y) = /b2 +2y2 +4zxy = 7
e Pour pu =9,

1
1= Q(2t,t,—t) = 54t% = f(2t,t,—t) = /412 + 12 412 = 3

Exercice 1.17.|

n 1 n (_1)k—1>
Pour tout n € N*, on note H,, = - a,=H, —Innetu, = <1+— .
2 U

1. Montrer que : Vn € N*, u,, > 0.

2. Montrer que la série de terme général (a, 11 — a,) converge, puis en déduire que la suite (ay,)
converge.
3. Pour tout réel A > 0, on pose S,, = Z (_]{:A) .
k=1
a) Montrer que les suites (S2,,) et (S2,+1) sont monotones.

b) En déduire que la suite (S,,) converge.
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DT L
— —a, + Zwk, ol wy est le terme général d’une

k=1 \/E 2 k=1

série convergente. En déduire la nature de la suite (u,,).

4. Montrer que In(u,+/n)

n k—1
-1
5. Pour tout réel A > 0 et tout n € N*, on pose v,, = H (1 + %)
k=1

1
Montrer que la suite (v,,) converge. Montrer que sa limite est nulle si et seulement si A < 3

Solution :

(_l)k—l
Vk

1. On voit que u,, est le produit de facteurs strictement positifs car 1 + reste positif

pour tout k£ > 1.

1 1
2.0na:apt1 —an = (Hpy1 —In(n+1)) — (H, —In(n)) = e In (1 + 5) Un simple

développement limité de In(1 4 z) & Uordre 2 donne

Ainsi,on a : ap+1 — @ ~ ——.
’ o " n——+oo 2n2

. . 1 . .
Comme la série de Riemannn E — converge, par théoreme de comparaison pour les séries a
n

termes positifs, la série Z ap — an41 converge. Par télescopage, la suite (a,) admet une limite.

1
3. Posons b,, = —-
n

a) La suite (S2,,) décroit car Sy(11) — Son = bany2 — bany1 < 0 car (b,) décroissante.
La suite (S2n41) croit car Sap41)+1 — Sont1 = —b2nys + bani2 = 0 car (b,) décroissante.
b) On a Sgn+1 — Sgn = —b2n+1 — 0, car hm(bn) =0.

D’apres la question précédente les suites (Sa,,) et (Sa,+1) sont adjacentes ; donc elles convergent
vers la méme limite /.

Comme (S2,) et (Sa,+1) convergent vers £, il en est de méme de (S,,).
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4. On peut écrire

n _1\k—1 n _1\k—1
In (vnu,) — ¢+%an:Zln<1+( )

2 3 1

D’apres le développement limité In(1 + z) = x — % + % + o(z3), on a wy, oo 3T

1
Comme la série de Riemannn E —3/5 converge, par théoreme de comparaison pour les séries
n

a termes positifs, la série E wy, converge.

Ainsi, d’aprés les deux questions précédentes, la suite de terme général In (\/nu,) converge,
donc, par continuité de ’exponentielle, la suite (y/nu,) converge, donc, en la multipliant par

—— qui tend vers 0, on a lim(u,) = 0.

vn

5. En s’inspirant du cas A = % traité précédemment, on a v, > 0 et :
n k—1 k—1 k—1
(_1) / / (_1) (_1) 1
1 = E —_— E =In(1 — ~ .
e k=1 k> ! k:lwk e =T i A nodoo 2K
n (_1)]671
Comme la somme E A converge pour toute valeur de A, par comparaison de g wy,

k=1
avec une série de Riemann, la suite de terme général In(v,,) converge si et seulement si 2\ > 1,
et sinon sa somme partielle tend vers —oo. Dans le premier cas, la suite (v,,) converge vers une

limite strictement positive ; dans le second cas elle tend vers 0.

|Exercice 1.18.|

Soit n € N*, A € M,,(R) une matrice symétrique et ¢ I’endomorphisme de R™ canoniquement
associé. On note ( , ) le produit scalaire euclidien usuel de R™, || || la norme euclidienne associée
et F=R"\{0}.

On définit une application F' sur E par :

Ve eF, F(z)= %

1. a) Justifier que F est de classe C? sur E et montrer que son gradient en tout point x € E
s’écrit : 2 o(a) 5
o(x x
— (p(@),2) 7.
|||

V(F)(z) =

[l
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b) Déterminer ’ensemble des points critiques de F'.

2. Justifier I'existence de m = inf F(z) et M = sup F(x), puis les déterminer.

On remarquera que F'(z) = <gﬁ(_a|8|)’ ﬁ>
x x

3. a) Soit u un point critique de F, soit h un vecteur non nul de R™ et soit g ’application définie
sur R a valeurs réelles telle que :
g:t— F(u+th)
Expliciter le développement limité a ’ordre 2 de g en 0, et en déduire que la matrice hessienne
de F' au point u est :
2
[Jul[*

ou I, représente la matrice identité d’ordre n.

V2(F)(u) (A — F(u) In>

b) En déduire la nature de tous les points critiques de F.

Solution :

¢
1.a) On a F(x):i(X—é‘;(

dénominateur ne s’annulant pas sur E.

, donc F' € C?(E,R) comme quotient de fonctions polynomiales de
Par DL; de g : = +— (¢(z),x), de h: z+ ||z||* = (x, ) et identification, on obtient :

Vig)(z) =2¢(x) et V(h)(z)=2z
d’ou :
2¢(x) 2z

V(F)(z) = ZE (w(w),@w

b) Donc V(F)(z) =0 < ¢(x) = F(x)z. D’ou  # 0 est un vecteur propre de ¢.

Or A est symétrique réelle, donc diagonalisable, et = vecteur propre associé a A vérifie
o(z) = Az, donc F(x)=A\.

2. Si S est la sphere unité de R", on a :

) = :
F(x)=<w,w> donc m=;r€1fs<so(y),y> et M=Zlelg<so(y),y>

existent car y — (p(y),y) est continue sur S fermée bornée.

Les extrema de I’ sur E ouvert sont parmi les points critiques, c’est-a-dire les vecteurs propres
de ¢, pour lesquels F(z) = A valeur propre associée ; d’ou le min (resp. max) est atteint aux
vecteurs propres associés a la valeur propre A; minimale (resp. \,, maximale.)

3.a) On a:
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(p(u), u) + 2t {p(u), v) +1* (p(v), v)

ft) =

ul[> [1+ ||i|t|2 (u,v) + ||Z||2 [lol]?]
- et 2t ) £ B lplo)) [y 204, B
| | [Jul]
+ Hi# ({u,v))* + O(tQ)]
— F(u) + 2t {<‘p|’(;‘|)|’2v> - ﬁlfﬁl <u,v>} +
v [ Py ), GO0 g

d’ol1 par unicité du DLs,

'Ll/'U2 '02 u),v){u,v V),V
(V) =2 | o) 2R = Pl - St S

avec F'(u) = A si u est un vecteur propre associé a A, donc :
(V2(F)(u)(0),v) = 2 [ P oy + DD o w2(my() = 5 (A- Py 1,)

[Jull? [Jull? [Jul[*

b) Pour u (resp. v) vecteur propre normé associé a A (resp. \'), on a :
(VA(F)(u)(v),0) =2(N = A)

qui change de signe (en choisissant \" de part et d’autre de \) si A n’est pas I'une des valeurs
extrémes A1 ou \,.

|Exercice 1.19.|

1
ac\/mg—l.

1. a) Etudier les variations et le comportement aux bornes du domaine de définition de la
fonction f.

Soit f la fonction définie sur |1, +oo[ par : Vo € |1, 400, f(x) =

b) Représenter le graphe de la fonction f.
+oo

2. a) Montrer que l'intégrale / f(x) dx est convergente.
1

1
b) En utilisant les changements de variable u +— — puis u +— cos(u) que l'on justifiera, établir
u

la relation :
oo dx T

1 x x2—1_2
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+oo
1
3. Pour tout entier naturel n, on pose S,, = E _—
k=n+1 k v k? —n?

a) Montrer que, pour tout entier naturel n, le réel \S,, est bien défini.

b) Etablir pour tout entier naturel n non nul, 'encadrement suivant :
+o0

nS, — %f((n +1)/n) < /m/n F(t)dt < S,

c¢) En déduire un équivalent de S,, lorsque n tend vers +oc.

Solution :
1. a) La fonction f est décroissante (comme produit de fonctions positives décroissantes), a
valeurs positives.

Ona lim f(x)=+occet lim f(x)=0.De plus, f est continue et dérivable.
z—1+ T—+00

b) Laissé au lecteur possédant un outil graphique sous la main.

1
2. a) La fonction f est continue sur |1, +oo[ et a valeurs positives. De plus f(x) ol dont
© T
I'intégrale est convergente sur [2, +oo[ d’apres les intégrales de Riemann.

Egalement, f(x) dont 'intégrale converge qui sur |1,2] d’apres les intégrales de

1
Vi V21— 2
Riemann.
1
b) Comme u — — est C! et strictement décroissante sur |0, 1] et u — cos(u) est C! et strictement
U

décroissante sur |0, 7/2[, 'intégrabilité précédente est préservée et on a :

+o0 1 /2
du T
f(t)dt:/ —:/ df = —.
/1 0 vV1—u2 0 2

1

kv k2 — n?

1 1
3. a) Soit n € N. Comme ~ = lorsque k — +o0, alors g converge et
k

VE2 — n2
S, est bien défini.
b) D’apres la définition de f, on a :
1 =

k=n+1

Comme f est décroissante, pour tout t € [k/n, (k+ 1)/n], on a :
fU(E+1)/n) < f(t) < f(k/n)

| Nt N/n+1/n 1 X
= > k) < fdt <= > flk/n).

k=n+2 14+1/n k=n+1
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1 e ,
Comme f(xz) ~ —5, la suite (S, n)nN est croissante et majorée par / f(t)dt qui est
too x 1+1/n

convergente.

Ainsi, en passant a la limite dans 'inégalité, on obtient :

+oo

nS, =+ D/m < [ L, Joa<ns,

+00 Foo
v s, [ fwde (s /).

N Ji+1/n nJi+1/n

c) Comme f admet une intégrale convergente sur |1,4+o00[ et f((n + 1)/n) ~ \/g, alors (S,)

7
converge vers 0 et S, ~ o
n

Exercice 1.20. |

Soit une fonction f : [0,1] — [0,1] de classe C? et telle que :

ffz0, 720, f(1)=1, f/(0) <1, f(1)>0
On note m le réel f/(1) et on note (uy,)n>o la suite définie par : ug = 0et Vn € N, upy1 = f(un).
1. Donner un exemple de fonction f satisfaisant aux diverses contraintes.

2. a) Montrer que 1 est I'unique antécédent de 1 par f.

b) Montrer que pour tout n € N on a w,, # 1.
3. Montrer que la suite (uy,)n>0 est croissante et converge vers un réel noté /.

4. Montrer que 'ensemble J = {z € [0,1], f(x) = x} admet une borne inférieure o puis que
fla) = o
5. Montrer que ¢ = a.

On suppose désormais que 0 < m < 1.
6. Montrer que o =1

7. Pour tout n € N, on pose v, =1 — uy,.

On suppose établie la convergence absolue de la série de terme général v,,.

a) Etablir la convergence de la série :

S (—m‘("ff”““)
m v,
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b) En déduire I'existence d’une constante K > 0 telle que v, ~ Kx m" lorsque n tend vers
+00.

Solution :
e —1
e—1"

1. Par exemple : x — 22, = —

2. a) Raisonnons par I’absurde. Supposons qu’il existe 8 € [0, 1] tel que f(5) = 1. La croissance
de f (f’ > 0) entraine que f est constante sur [3,1] d’ou f' = f” = 0 sur [5, 1] ce qui est en
contradiction avec la donnée f(1) > 0. Donc f~1(1) = {1}.

b) Par récurrence sur n € N : on a ug = 0 # 1, si on suppose u,, # 1 alors u,4+1 = f(u,) =1
est absurde car u,, # 1 serait un antécédent de 1.

3. On établit par une récurrence immédiate : Vn € N, 0 < uy, < upy1 < 1.
Onaug=0=0=1wup <u = f(ug) <1 car f est croissante et a valeurs dans [0, 1]. De méme :
10 < up < Un41 S 1 alors f(un) < f(unJrl) et [f(un)7f(un+1)] - [07 1]

La suite réelle (uy,),>0 est croissante et majorée, elle converge donc vers un réel ¢ € [0, 1]

4. L’ensemble J est non vide (f(1) = 1) et minoré (par 0, car J C [0,1]) donc il admet une
borne inférieure a.
Soit (a,) € JN telle que lim «, = «a. Alors, par continuité de f, f(a) = lim f(a,) =

n—r—+00 n——+00
lim «, = .
n—-+o0o
5. On a bien up = 0 < « et si u, < « alors la croissance de f entraine que uy,+1 = f(u,) <
f(a) = @. On a donc montré par récurrence Vn € N, u,, < a, d’ou, par passage a la limite :
¢ < o Par ailleurs, f(¢) = ¢ (car f est continue) donc nécessairement : ¢ = « (unique point fixe

de JN[0,a]).

6. Ici m < 1. On pose g = f — Id, alors : ¢'(x) = f'(x) — 1 et ¢"(z) = f"(x) > 0. Donc ¢’ est
croissante et majorée par g’(1) = m — 1 < 0 donc ¢’ < 0 sur [0, 1].

On a g(a) = g(1) =0, si a < 1, on peut appliquer le théoreme de Rolle a g sur [«, 1] : il existe
B €10,1],¢'(8) = 0 incompatible avec ¢’ < 0 sur [0,1]. Donc a = 1.

2
7. a) Il vient up11 = f(un,) = f(1—v,) = f(1) — v, f'(1) + %f”(l) + o(v?) par application de
la formule de Taylor-Young a ’ordre 2 au point 1.

2

Dot 1 —vpe1 =1 —mu, + %f”(l) + 0(v?), et

n

ZZZ: =1- ;—;f”(l) + o(v,,) entraine

— 1 "
m~ "y, Un+1 (@)
In T — =In ~ Un
m- Uy, mMuy, 2m
qui est le terme général d’une série convergente, d’ou la convergence de la série

Un+1 .
E In Twr vers un réel S
m~ ",
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