Chapitre 1

Analyse

EXERCICE 1.1

1. a) Soit # € R\ {—1,1}. Montrer que la fonction § ~ In (2> — 2z cosf + 1) est continue sur [0, ].
On note alors F' la fonction définie sur R\ {—1,1} par :

Ve e R\ {-1,1}, F (x) :/ In (z* — 2z cos 0 + 1) df
0

b) Justifier que F est paire.

¢) Montrer que In (1 — cos ) est équivalent a 21In 6 quand 0 tend vers 0. En déduire que I’on peut définir F' (1)
et F'(—1).
On admet que la fonction F' ainsi définie est continue sur R.

2. Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
a) Résoudre dans C Iéquation 22" = 1.

b) En déduire ’égalité de polynémes suivante :

X 1= ﬁ (x—e®) = (x2- 1)711:[1 <X2 — 2X cos (T) +1)

k=—(n-1) k=1

¢) En faisant intervenir des sommes de Riemann, établir que, pour tout réel x € R\ {—1,1}, on a :
T 2 — 1
F = i —In| ———
(x) nﬁnfoonn<x2—1>
d) En déduire l'expression de F (z) si z €] —1,1[ et si z € |—00, —1[U]1, +o0].

e) Donner alors la valeur de F' (1) et F'(—1).

3.On pose: [ = /2 In (sin (¢)) dt. Calculer I.
0
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.1
1. a) Soit z € R\ {—1,1}. Pour tout 8 € [0, 7] , x cosf > —|z| donc :
2? —2xcosf+1>a° —2z|+1= (x| —1)° > 0.
donc la fonction  — In (z° — 2z cos @ + 1) est définie et continue sur [0, 7).
b) Pour tout € R\ {—1,1}, le changement de variable § = m — ¢ donne la parité de F'.

¢) L’équivalence provient de :

1
In =.
— 0 X n2

In(1 — cos6) 1 ln<l—c050)

2mne  ~ 2Ino 02

L’intégrale F(1) est impropre en 0. Or :

In(2—-2cosf) =In2+1In(1—cosf) = |In(2—2cosf)| ~ —2Inb
Par ailleurs la fonction 8 — In 6 admet une intégrale absolument convergente sur |0, w]. Donc F(1) converge; F'(—1)
aussi par changement de variable comme en 1b.

ik

2. a) Les solutions de cette équation sont les 2n complexes : e n

,ke€[-(n—1),n].

ik

b) Le polynéme X" — 1 est de degré 2n , unitaire et ses 2n racines sont les e'» , k € [—(n — 1),n], d’ott la premiere
égalité. Pour la seconde, on sort du produit les facteurs correspondant a k = n et k = 0 et on regroupe les autres par
conjugués.

¢) De ce qui précede, on déduit que, pour tout réel z € R\ {—1,1}, on a:
T 1n (x2n — 1) = ETi:lln <x2 — 2z cos (kl) + 1)
n x?2—1 n = n
:Lkzn:lln <x2 — 22 cos <k%> + 1) — %ln ((m + 1)2)

La fonction 6 — In (z° — 2z cos @ + 1) est continue sur [0, 7]. On reconnait dans le premier terme & droite une somme
de Riemann qui lui est associée. L’autre terme tend vers 0 quand n — +o0o. Ainsi,

2n T
lim Eln(x 1>:/ ln(x2—21:cost+l)dt:F(x)
0

2n
d)Sizel—1,1] F(z) = lim Eln<u):

n—+oo 1 z?2 -1
2n
-1
Silz|>1, F(z) = nkl}rloo % In (%) =27 ln|z|.

e) Par continuité de F, on a F (1) = lim1 F (z) = 0 et donc, par parité, F' (—1) = 0.

3.0naF(l)=0et

F(l):/Oﬂln(Q(l—cosé?))dH:/Owln <4Sin2 (g))dG:W1n4+2/oﬂln (sin <g))d9

On pose t = g Il vient :
/ In <sin (Q)) do = 2/ In (sin (¢)) dt = 21
0 2 0

[NE

Donc I = —ﬂan.
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EXERCICE 1.2

On note F 'ensemble des fonctions continues sur [0, 1], & valeurs réelles positives.
Pour tout f € E, on définit la fonction ¢(f) par :

Vo € [0.1], o(f)(x) = / " VI .

1. a) L’ensemble E est-il un espace vectoriel 7 L’application ¢ est-elle linéaire 7

b) Pour tout f € E, montrer que ¢(f) est de classe C! et exprimer sa dérivée en fonction de f.
¢) L’application ¢ est-elle injective ?

d) L’application ¢ est-elle surjective de E sur E?

On note fj la fonction constante égale & 1, puis, pour tout n € N, on pose fr+1 = @(fn)-

2. a) Montrer que pour tout n € N, la fonction f,, est de la forme x anzPr | avec ay, et 3, réels.
b) Donner des relations de récurrence vérifiées par les suites (o, )n>0 €t (Bn)n>0-

c¢) En déduire que pour tout n € N, on a 3, =2 — 2",

On42 Q41
3.a) Pour tout n € N, comparer 2 et | L
Ant1 79

b) En déduire que la suite (o, )n>0 converge et déterminer sa limite.

fulz) — 13:2

rRalt puis montrer que lim M, =0.

4. Pour tout n € N, justifier I'existence de M,, = max
n—-+oo

z€[0,1]

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.2

1. a) L’ensemble E n’est pas stable par multiplication par —1, donc n’est pas un espace vectoriel. Comme ¢ n’est pas
définie sur un espace vectoriel, elle ne peut étre linéaire.

b) Comme z + 1/ f(z) est continue, le théoréeme fondamental du calcul intégral indique que o(f) est de classe C*, de
dérivée donnée par : (Lp(f))/(m) =/ f(x).

¢) Si ¢(f) = ¢(g), en dérivant on obtient \/f = /g, donc f = g. Ainsi ¢ est bien injective.

d) Comme ¢(f) est de classe C* et & dérivée positive, 'application ¢ n’atteint pas les fonctions continues non C*, ni
les fonctions non croissantes. Ainsi ¢ n’est pas surjective sur E.

2. a)b) Montrons par récurrence sur n > 0 la relation : Jan, B = 0,Vz € [0,1], fn(z) = anx’n
e C’est vrai pour n = 0 en prenant ag = 1 et So = 0.

e Si c’est vrai pour n, alors :

Bn z
* t7+1 \ On Bn
frng1(x) :/ Vaptbr dt = | V/om 5 =3 zz L
0 % + 1 0 7” + 1
. o an Bn
Donc, la relation est vraie a 'ordre n + 1 en prenant a,+1 = Bo 11 et fny1 = 5 + 1.

2
c) La suite (8,) est arithmético-géométrique; le calcul habituel donne alors bien 3, = 2 — 2'™" (on peut aussi le
montrer par récurrence).

. . ’ 7z v a
3. a) D’apres la question précédente, on a : qni1 = ﬁ (x), donc :
Q42 _ Q41 2 — 27” An41
Qpt1 Qo 2 —92-n—1 Qo

puisque 0 < 2 — 27" <2 —27""1,
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Q41

1 . s .
b) Comme ap = 1,1 = 1 et az = > par récurrence évidente, on en déduit que < 1. Donc la suite (o) est

[(67)
décroissante ; or, par définition, elle est minorée par 0; d’apres le théoréme de la limite monotone, elle converge donc
- N - . s L. 1
vers une limite £ > 0. En passant & la limite dans la relation (x), on en déduit que £ = g, soit £=0oul = T Comme

la suite (a) est décroissante, la limite est = si et seulement si cette suite est minorée par 1 ceci se vérifie facilement

par récurrence

=

fd i Vn 1 . 1
I'h = Y9 S VA2 pone lim(an) = -
(pour I'hérédité, ony1 5w 5 4) onc lim (o) 1

4. La fonction x —

1 . . . .
fn(z) — 112’ est continue sur le segment [0, 1] (comme composée de fonctions continues), donc elle

est bornée et atteint ses bornes; en particulier, elle admet un maximum M,,.
Pour tout z € [0, 1], par l'inégalité triangulaire, on a :

L o

Jn(z) — 1% :

|18 Y D )Iﬁn .
4 4 4| 4 zeo,1]
R/—/ W_/
<1 —0

Qn

« ' 2P

2 ’

1l suffit donc de montrer que : lim  max_|g,(z)| = 0, ott 'on a posé gn(x) = 2°» — 2. On étudie les variations de gn.
n—+oo x€[0,1]

/Bn ) 1/(2=Bn)

Le maximum de g, est atteint en <?

D’ou :
1
Bn _ 2| — Bn\ 2P _ Bn IBJ _ 2 1[1” -1 -1 _
Irél[%ﬁ]x T gn<<2> >exp<2_ﬁnn2 exp Q—ﬂnHQ njwe e =0,
-2
puisque%Hlentraine:ln%(_ﬁ;)%— ZB"T

EXERCICE 1.3

(=n*
x4+ k

n
Pour tout & > 0, on pose : Vn € N*, S, (z) = Z
k=0

1. Montrer que les suites (S2,,(x))n et (S2n+1())n sont adjacentes. On note f(x) leur limite commune.

2. a) Soit a un réel strictement positif. Montrer que :
N —~ 1
¥(z,w0) € [a, +o0[?, ¥n € N*, S, (z) — Sp(20)| < |2 — 2] Z CEwAER
k=0

b) En déduire que la fonction f est continue sur R*.

3. Trouver une relation entre f(x + 1) et f(z). En déduire un équivalent de f(x) lorsque z tend vers 0F.

1 4z—1
t
4. Montrer que : Vo > 0, f(z) = / dt.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.3

1. Posons b, = L

r+n
La suite (S2n(x)) décroit car Sp(n41)(x) — S2n () = bani2 — bant1 < 0 car (bn) décroissante.

La suite (S2n41(x)) croit car Sp(ni1)+1(x) — Sent1(x) = —bany3 + bany2 > 0 car (bn) décroissante.
Ol’l a : Sgn+1(x) — SQn(ZE) = 7b2n+1($) n—>—+>oo 0.

Les suites (Sa2n(z)) et (San+1(z)) sont adjacentes; donc elles convergent vers la méme limite f(x). Et donc la suite
(Sn(x)) aussi.

2. a) Par 'inégalité triangulaire, on a :

n

1 1 - 1 - 1
Sn(z) — Sn(zo)| < — =lz—=z — < |z —=2 —
[ (2) (0)‘\k:0x+k :co—|—k‘ | O‘;(x+k)(:co+k)\‘ 0|k2:0(a+k)2
1
b) Par comparaison avec une série de Riemann convergente, la série Z W converge, donc on peut passer a la
a+n

limite dans I'inégalité large précédente, quand n tend vers +o0, ce qui donne :

=X
17 (@o) = @) < Jo = w0l 3 oy

Si on prend zo > a, le théoréme d’encadrement donne lim f(z) = f(zo) i.e. f continue en .
T—x(

Comme f est continue en tout point zo > a ceci pour tout a > 0, elle est donc continue sur R}, puisque la continuté
est une notion locale.

3. Par décalage d’indice, on a f(z + 1) = 1_ f(z), soit f(z) = 1_ f(z+1). Comme f est continue en 1, f(x + 1)
x x

converge vers f(1) quand x tend vers 0.
1 1

Donc f(x + 1) (qui converge) est négligeable devant ~ (qui tend vers 4+oc0). Ainsi f(x) ~ — au voisinage de 07.
x x

z—1 +oo
4. Pour tout ¢t € [0,1], on a

i (—1)"tzfl+". Comme z — 1+ n > —1 pour tout n € N, on peut intégrer :
n=0

n

/01 I {(1)’“;?2]: = S().

k=0

Donc :

1 t$71
dt — S,
/0 T 5@

/1 i" (1)t ttk

k=n+1

ltz+n 1 1
:/ dtg/ T A= ————.
o 1+t 0 r+n+1

1 ,z2—1
En passant a la limite quand n tend vers 400, on a donc bien f(x) = / dt pour tout = > 0.

1+1¢

EXERCICE 1.4
; +oo e~
1. Etablir la convergence de l'intégrale —— du; en donner une expression a l’aide de la fonction T.

o Vu

—nt

NG

1

e

2. En déduire que pour tout n € N, 'intégrale / dt est convergente. On la note u,,.
0

Déterminer la nature de la série E Uy -
n=0
(_n)ktk

Vix k'

3. Soit n € N fixé. Pour tout ¢ €]0,1] et tout k € N, on pose : ax(t) =
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a) Etablir la convergence de la série g ay(t) et préciser sa somme.
k>0

1 4o
b) Pour tout N € N, montrer I'existence de Iintégrale / Z ax(t) dt. On la note Zy.
0 k=N+1
¢) Trouver une série convergente ZAk telle que : Vk > 1, Vt €]0,1], |ag(t)] < Ag.
k>1
d) En déduire que la suite (Zn)n converge et déterminer sa limite.
+o00 (71)]@ k

7 . n
e) En déduire que u,, =2 ];) m

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.4

oo gTu 1
1. On reconnait que : —du =T (7), qui converge bien d’apres le cours.

0 Vu 2

2. Pour n = 0 l'intégrale uo (usuelle) converge.
Sin > 1, par changement de variable u = nt (01 strictement croissant), on a :

Uy = — — du.
Vvnlo Vu
D’apres la question 1, cette intégrale converge et, de plus, on a :

1 Foo gmu

Up ~ —— — du.
(+o0) VR Sy Vu

Comme la série de Riemann Z % diverge, par théoréme de comparaison (tout est positif), la série Z Uy, diverge.
+oo e—nt

3. a) On reconnalt une série exponentielle, donc elle converge et Z ak(t) = 7
k=0

b) D’apres la question précédente, la série converge, et l'on a :

+oo B +oo N _e_ntfl N (*n)ktk_f
2 )= a®) | —ao(®) =) a(®) = =7 -3

k=N+1 k=1 k=1
—+oo
Donc la fonction ¢ — Z ax(t) est continue sur ]0, 1] et se prolonge par continuité en 0 (par 0 puisque e™ ™' —1 Kool —nt).
—
k=N+1

Ceci prouve l'existence de son intégrale.
k
n
¢) Comme |tk7%\ < 1 pour tout k > 1 et tout ¢ €]0, 1], on voit que Ay = i convient (série exponentielle).

+oo —+oo
d) Par l'inégalité triangulaire on a : Vt €]0, 1], Z ar(t)] < Z Ag.
k=N+1 k=N4+1

Par I'inégalité triangulaire et la croissance de 'intégration, on en déduit que :

1 —+o0 1 —+o0 —+o0
> ax(t) dt </ D oat)| dt< Y Ay
0 k=N+1 0 |k=N+1 k=N+1

Le majorant tend vers 0 quand N tend vers +oo, car c’est le reste d’une série convergente, donc, par le théoreme

1 too
d’encadrement, on a : / Z ak(t) dt — 0.
0 p=N4+1
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e) Ainsi :

1 —nt 1too 1 N 1 foo
Up = / € dt = / Zak(t) dt (question 3.a) = / Zak(t) dt +/ Z ax(t) dt
o Vit 0 0 o

k=0 0 k=N+1
S 1 oo k, k
e §= Cu'n |
- 2 El(2k + 1) 2 T1/01. 1 1\ . .
kZ:O M2k + 1) + ; k:Z:NH ak(t) dt 2 M2k 1) (question 3.d)

EXERCICE 1.5

Soit f une fonction continue et strictement positive sur Ry = [0, +o00[ dont l'intégrale est divergente sur
[0, 4+00[. On définit la fonction F' sur R, par :

F(z) = /O " fyt.

1. Justifier que F est une fonction de classe C* sur Ry et qu’elle réalise une bijection de Ry sur Ry.

2. Soit = € R;. Montrer qu’il existe un unique réel y tel que y > x et tel que :

/wyf(t)dt =1

Dans toute la suite de l'exercice, on pose h(z) = y.

3. Dans cette question, on prend pour f la restriction & Ry de la fonction exponentielle u — e*. Déterminer
dans ce cas la fonction h.

4. On note G la fonction réciproque de F'.
a) Pour tout z € Ry, exprimer h(x) a laide des fonctions F et G.
)

b

c) Etudier les variations de h.

En déduire que h est une fonction de classe C! sur R,

1
d) On suppose de plus que la fonction f est de classe C! sur R, et que la fonction } est convexe. Montrer

alors que h est convexe.

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.5

1. Comme F est une primitive d’une fonction continue, elle est de classe C* sur R, . La fonction f étant strictement
positive, on en déduit que F est strictement croissante sur R4.. On a F(0) =0 et hgl F(x) = 400 puisque l'intégrale
xr—r+0o0

de f est divergente sur R . Il s’ensuit que F' réalise bien une bijection de R4 sur R .

2. 11 suffit de considérer la fonction ¢ donnée par ¢(t) = F(t) — F(z) qui est continue, strictement croissante, telle que
p(z) = 0 et telle que \ 1121 o(t) = +o0. Il en résulte qu’il existe un unique point y > = tel que p(y) = 1.
—+00

3. Les hypotheses de I’énoncé sont bien vérifiée dans ce cas, et on a e® — ¢® = 1, d’olt h(z) =1In(1 4+ €*).

4. a) Comme F(h(z)) =1+ F(z) € R4, on peut composer par G et on obtient h(z) = G(1 + F(x)).
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b) On remarque que G est C' car F = f # 0 est continue. La formule précédente et les regles de dérivation des
fonctions composées nous assurent que la fonction h est dérivable. En utilisant 1’égalité F'(h(z)) =1+ F'(z), on trouve
f(h(x))
c) Avec la formule précédente, on constate que h’ est strictement positive. La fonction h est donc strictement croissante
sur Ry .

ce qui entraine la continuité de h’.

d) La formule donnant la dérivée de h montre que h est deux fois dérivable et que ’on a apres simplifications :

v (@) L@ )~ /(@) f()?
1 (h(a))? |

r @)

La convexité de la fonction — nous dit que la fonction -~ est décroissante. Comme x < h(z), il vient Fw2 > Flhi@)?
x

ce qui implique la positivité de h” et par suite la convexité de h.

EXERCICE 1.6
b
On rappelle que application (g, h) — / g(t)h(t)dt définit un produit scalaire sur 'ensemble des fonctions

a
continues sur le segment [a,b] & valeurs réelles (auquel g et h appartiennent).
On note E I'ensemble des fonctions f définies sur [0, 1], & valeurs réelles, de classe C? et telles que f(0) = 0.

1. Soit f € E. Montrer que pour tout z € [0,1] :

F@)l = \ I f’(y)dy‘ |

2. Soit f € .
a) Montrer que pour tout z € [0,1] :

b) En déduire que :

3. Montrer que l'inégalité précédente peut étre fausse si 'on retire ’hypothese f(0) = 0.

4. Soit A un réel tel que A < 2. A Taide des questions précédentes, montrer qu’il n’existe pas de fonction f € F
non nulle telle que :

Ve e[0,1, — f'(@) = Af(@) et f(0) = f(1)=0.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.6
1. C’est le théoreme fondamental du calcul intégral, en ajoutant que f(0) = 0.

2. a) D’apres la question 1, on a :

Vo e 0,1, (f(x))° = (/ I () dy)2

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz au terme de droite, on obtient :

(/Om f/(y)dy)2 < (/Ozldy) </0z (f'(y))2dy>
<o (/ () ).

11 s’ensuit donc que pour tout x € [0,1] :
1
(@) < ([ (70 d)
0

b) En intégrant en x I'inégalité obtenue a la question 2.a), on conclut que :

/01 (f@)dr < (/Oxdx) (/0 (f’(y))Qdy)

=5 Cw)w

3. Pour f(0) # 0, la fonction constante f =1 sur [0, 1] est un contre-exemple immédiat de 'inégalité précédente.

4. Supposons que le couple (A, f) € R x C?([0,1]), avec f non nulle, satisfait I’équation donnée. Alors en multipliant la
premieére équation par f(z) et en intégrant sur [0, 1], on obtient :

1 1
/ —f(@)f" (z)dz = >\/ (f(z)) da.
0 0
En intégrant par parties le membre de gauche et en utilisant f(0) = f(1) =0, il vient :
! 2 ! 2
/ (f'(z))" dz = )\/ (f(z)) dz.
0 0
En utilisant I'inégalité de la question 2.b), on déduit donc :
! 2 A1 2
0 0

Comme f est non nulle et C?([0,1]), f? est positive, non nulle et continue dans [0,1]. Par conséquent, il vient :

1
/ f(a:)de > 0 et donc A\/2 > 1. Le probléeme n’admet donc pas de solution pour A < 2.
0

EXERCICE 1.7
Soit f une fonction définie et continue sur le segment [0, 1] & valeurs réelles.

Pour tout n € N*, on définit le polynéme B, (f) par :

B.(f)(X) = zf (5) (1) -
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1. Soit = €]0,1] et n € N*. On considére n variables aléatoires mutuellement indépendantes X1, ..., X, suivant
toutes la méme loi de Bernoulli de parametre x, et on pose :

X+ Xy,

n

Xy

a) Exprimer E(X,), V(X,) et E(f(X,)) en fonction de z, n et du polynéme B, (f).

b) En déduire I’encadrement :

n
k=0

k
T — =
n

(1) oy < VR <

2. Soit « un réel vérifiant 0 < o < 1.

a) Montrer que pour tout réel A > 0, on a: A® <1+ A

b) Pour tous z € [0,1], n € N* et k € [0,n], établir I'inégalité :
k

€T — —
n

<n % <1+\/ﬁ

)
n

3. On suppose que la fonction f vérifie la propriété suivante : il existe a €]0, 1] et K > 0 tel que

V(y,2) € [0,1]%, [f(y) = f(2)| < Ky — 2|

Soit n € N*. Montrer que :

3K 1
sup |f(z) = Bn(f)(z)| < 5 7
z€]0,1] nz
SOLUTION DE L’EXERCICE 1.7
o = - z(1—x) 1
1. a) Par le cours et indépendance, E(X,) =z et V(X,) = —= < P
n n

Par le théoréme de transfert et puisque les valeurs prises par les X, sont les % avec k € [0,n], on a :
— n k — " k n k n—k
BUED) =31 (5] PaXa =k =31 (5] (1 ]e 0= " = Bulf)@)
k=0 k=0

b) Si X est une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2, on a :
0<V(X) = B((X - E(X))*) = E(X*) - (B(X))” = (E(X))” < B(X?)

En appliquant & X = |X,, — |, il vient : (E(| X, — gc|))2 < E((X, —2)?) = V(X,). On utilise la question précédente

pour obtenir : )
(S (o) evens

k=0
L’autre inégalité a été démontrée lors de la premiere question.

xr — —
n

2. a) On distingue deux cas :

e si )\ € [0,1], alors comme o > 0, A® <1< 14X

e sinon A > 1 et donc A <\ (car a < 1) et A <1+ A
On a ainsi, pour tout A > 0, A* <1+ A,
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b) On utilise la relation précédente, avec A = \/n

T — E‘ 11 vient :
n

(v

x—ED <1l++vn
n

.
n

Ainsi,
«

vz €]0,1[,¥n € N*,Vk € [0,n],

k
r— =
n

n"% (1+\/ﬁ

2)
n

3. En utilisant la formule du binéme avec (z + (1 —z))", on a :

) =Y f(@) (Z) (1 —a)"
k=0
On en déduit que :
- k ny k n—k
- B, - _ r 1—
) =B =3 (501 ;1)) (k)x (1)
Par I'inégalité triangulaire puis avec ’hypothese faite sur f, on a :

@ -1 (%) (Z) H1 = )" Z

(@) = Ba(H)@)] <D

k

- n n—k
< 14 r— — (1l —=x
a2 (vl 3) (k) o
K Y _k n—k
- (oG
. . . R 3K 1
En utilisant la question 1.b, on peut majorer la somme et obtenir ainsi, |f(z) — Bn(f)(z)| < -5 T

11 suffit de passer & la borne supérieure sur = €]0, 1[ (qui est la méme que celle sur [0, 1] par continuité des fonctions)
pour conclure que :

3K 1
sup |f(z) = Ba(f)(@)| = If = Ba(f)llee < 5 —5
z€[0,1] n:z
EXERCICE 1.8
1. a) Montrer que pour tout réel ¢ et pour tout n € N, on a :
1 n t2n+2
— -1 k‘tQk -1 n+1>
1+ 2 ;f ) +(=1) 14 ¢2
b) En déduire que pour tout z € [0,1], on a :
too 2k+1
x
tanz = » (—1)"
(x) arctanz I;)( ) T

1
2n+3

—_
~—
b

puis que pour tout n € N, on a

—+oo
¢) Montrer que kz_o Q(k; s %,

T = l)k
4 kZ:O 2k +1

a) Soit = € [0, 1]. En utilisant le changement de variable ¢ = x cos @, que l'on justifiera, montrer que :
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Toodt T /2 sin 0
/ 72:72/ oW
o 1+t 1+2% Jp 1—:%5sin"0

1+x2

b) Soit = € [0,1]. Montrer que, pour tout n € N, on a :

2

n k  m/2
arctan x = ﬁ ( Z (lix2> / sin?* 19 d@) + Ry ()
k=0 0

avec |R,(z)| <

277,
/2
3. On pose pour tout n € N : [, = / sin™(6)d#.
0

a) Déterminer une relation de récurrence entre I, et I, o.

b) En déduire pour tout n € N, I'expression de 5,41 en fonction de n.

4. Montrer que pour tout z € [0,1], on a :

22n(n|) 2 n
(%) arctanz = T —|—x2 Z @n+1)] (1 pe

5. a) Laquelle des relations (x) et (x%) parait la plus efficace pour calculer une valeur approchée de % ?

b) La fonction factorial de Scilab permet de calculer les factorielles des entiers naturels. Ecrire un script Scilab

5In10
~1 .
2 6,60

qui donne une valeur approchée de % 4 10~° preés. On donne :

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.8

1. a) 11 s’agit de I’écriture de la somme partielle d’ordre n d’une série géométrique de raison —t2.

b) On integre 1’égalité précédente entre 0 et x; il vient, la somme étant finie,

x 2k:+1 x . t2n+2
arctanx:/o 1+t2*2 +/0 (-1) 1+t2dt

x 1 t2n+2 x 5 2 $2"+3 1
/0 (=)™ e dt‘ /0 "2 dt = T3 < i3 11 reste a faire tendre n vers +oo.

Or

¢) On prend = = 1 pour obtenir ’égalité demandée. L’inégalité demandée a été démontrée ci-dessus.

2. a) Le changement de variable proposé est de classe C' de [0, z] sur [0,7/2]. On obtient :

x /2 : /2 . /2 :
/ dt2 :/ xszm€2 d6‘:/ 2:Es1n26' - T 2/ 512n€ a0
o 1+t 0 14+ 22cos?26 0 14+ 22 —22sin” 6 1+z2 /, 1— -2 sin%9

1+a2

b) On écrit, pour n > 0

B Zn: ( )k sin?* 9 + < x> )nH sin?"*2 ¢
1-— sin’ @ 1+ 14 22 1— -2 sin26

1+ 2 =0 1422

puis, en intégrant

2 k
sinZt1p x
arctanx = 1—|—:c22/ (1—|—x2> df + R, (z)
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avec

z x2 n+1 /2 sin2n+39
|Rn(2)] = 5 5 —————df
1422 \1+2 0o 1—ifgsin®g
2 nt+l  ax/2 2 n+1
x T 1 x T o\ T
< do = 1 =
1+ 22 (1—1—232) /0 1_1i22 1+ 22 <1+m2>( +;r:)2
z? 1 ™ 1
Lorsque  varie sur [0,1], on a 0 < 12 Sgc qui donne |Ry, (z)| < n3 < on

/2
3. Il s’agit des intégrales de Wallis classiques. Il vient I,,42 = %In, Comme [} = / sin8df = 1, on obtient :
n 0

ﬁ 2k (2"n))?
2k+1 " (2n+1)!

Iong1 =
k=1

4. En faisant tendre n vers +o00, les questions précédentes démontrent que :

T X 22”(71!)2( z? )"

t —
MO T T e 2 a1 1 a2

5. a) Au vu des majorations obtenues dans les questions 2 et 4, mieux vaut utiliser la relation (xx).

1 5111 10 17 2n(n|)2
b) On résout I'inéquation o < 107° soit n > ) =~ 16.60. On prend donc n = 17 et on calcule %nz:‘; m

Voici une proposition :
1. s=1 // accumulateur
for n=1:17 // boucle
s=s+(2" (n)*factorial(n)~ 2)/factorial(2*n+1) // définition
end
disp (s/2) // affichage du résultat

a b wN

EXERCICE 1.9

+oo 71-2
On admet que —_ = —.
q p; 2=

(1!
1. Montrer que la série Z —_—

5 converge. Déterminer sa somme.
p=1

2. a) Montrer que pour tout € [0, 1], pour tout entier p > 1, on a :

p k+1 T p41
T t
k=0 0

b) Soit n € N* fixé. Montrer que pour tout entier p > 1 et tout = € [0,1], on a :

p+1

nk 1
In(1+z") = Z(q)kﬂ% + Ry(a) avee |Ry(n)] < ——
k=1 p
1 too k+1
(=D
3. a) Montrer que / In(1+2")dz = -
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b) Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n € N*, on a :

+oo k41 +oo k41
) P L I G0l P
— k(nk+1) = k2 n

1
¢) En déduire un équivalent de I,, = / In(1 + 2™)dz lorsque n tend vers +oo.
0

1
dt
4. Soit (u,) la suite définie sur N* par u,, = .
(1) parw, = [
Déduire de la question précédente que
In2 2 n
Up =1— — 0
" n 12n2 n?2
SOLUTION DE L’EXERCICE 1.9
1)p+!
1. La série Z est absolument convergente, donc convergente. Soit n fixé.
p>1
2n+1 n n 2n+1 n n
—1)P*! 1 1 1 1 1
S," = (7 = - ) S2n 1= - = +
e pz::l P? pzzo (2p+1) p; (2p)? ' p; P ;) (2p +1)2 ; (2p)?

En soustrayant les deux équations puis en prenant la limite lorsque n tend vers 4oo0, il vient :
2 too 2

fs+— Z 5

a) On utilise simplement :

1 P —1)PH1gptl
T+t (-t ith
k=0
puis on integre cette égalité entre 0 et x.
b) On remplace z par ™. Ainsi :
P n(k:+1) z"™ thrl
n(1 —1)PHt dt.
+az" Z +(=1) . 11

=0

Comme 0 <

1 1\p+1lp+1
/(Uitdt
0

1
< / Pt = m7 I’égalité demandée vient immédiatement, puisque 0 < z" < 1.
0

1+1¢

pt1 " 1
a) On reprend la question 2.b). On a In(1 + z") = Z( D + Ry(z™), avec |Rp(z™)| < ——.
— k p+2

En intégrant, il vient :

1 p+1 1 1 1 1
In(1+z")dx = -1 —_ d Ry(z™)dz| < ——
/0 n(l+ 2")dx kzz:l( ) k(nk+1)+/ R, (z")dz, avec / x PR

Il reste a faire tendre p vers +oo.

b) Chacune des séries étant convergente, il vient :

+oo k+1  too K1 +oo +oo
D XD RE e 1 1= ¢
‘”; Kk +1) 2= k2| ;( D7 mk+1)| S n ; B




CHAPITRE 1. ANALYSE 17

71,2

I, -
K 12

2

C . N
< —, ce qui entraine que I,, ~ —.
n 12n

¢) Ainsi,

4. La suite (un) est bien définie. Une intégration par parties donne :

1 n
In=[zln(l+2")—n [ ——de=1n2—-n(l—un
[zIn(1 +z™)], n/o Ty =1n n(l —uy)

.. In2 w2 1
Ainsi, up, =1 — T+ Ton? +O(ﬁ)'

EXERCICE 1.10
On rappelle que :

+oo
e la fonction I' est définie sur R* par: Vz >0, I'(z) = / t*~tetdt;
0
e pour tout > 0, on a I'(z + 1) = zT'(x).
On admet sans démonstration que la fonction I' est de classe C*° sur R et que l'on a :

“+o0
Vo >0, Vke N*, T () :/ (Int)kt*~Letdt avec T =T,
0

—+o0
1.a) Soit f une fonction définie et continue sur R, a valeurs dans R, et telle que / f(z)dx = 0. Montrer

— 00

que f est identiquement nulle sur R .
b) Montrer que pour tout > 0, on a I'(z) > 0.

c) Etudier la convexité de la fonction I' sur R7.

2.a) Etablir I'existence d’un réel 6 €]1,2] tel que I'(6) = 0.
b) Quel est le sens de variation de la fonction I' sur R% ?
¢) Montrer que mlir51+ I'(xz) = +00 et que wlgrfoo I'(x) = +o0.
d) Donner I'allure de la courbe représentative de la fonction I' sur R*.
3. La fonction ¥ = % est représentée en Scilab par dlgamma. Le programme suivant renvoie la valeur 1.4616699.
function y=Psi(x); y=dlgamma(x); endfunction
a=1; b=2;
while (b-a)> 0.001 do
if Psi((a+b)/2)> 0 then b=(a+b)/2; end
if Psi((a+b)/2)< 0 then a=(a+b)/2; end
if Psi((a+b)/2)==0 then b=(a+b)/2; a=(a+b)/2; end
end
disp ((at+b)/2)

Le réel renvoyé par le programme est une valeur approchée d’'une certaine quantité. Laquelle 7 Expliquer.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.10
+oo
1.a) Soit F' une primitive de f sur Ry. On a : / fz)dz = Blthl F(B) - F(0)=0.
0 — + 00

Or, pour tout réel > 0, F'(x) = f(z) > 0, donc la fonction F est croissante et puisque BliIE F(B) = F(0),
— +00

la fonction F' est constante sur Ry et par suite sa dérivée f est identiquement nulle sur R.

b) Soit > 0. La fonction hy : t — t*~l et est continue et strictement positive sur R} .
400 “+ oo
Par suite, hz(t)dt > 0. D’apres la question précédente, on ne peut avoir hz(t)dt = 0 que si hy est
0 0
identiquement nulle sur R, ce qui n’est pas le cas. Finalement, pour tout > 0, on a I'(z) > 0.

¢) Soit & > 0. La fonction ¢ — (Int)?> "~ e™* est continue, positive et non nulle sur R%.

Donc : Vz > 0, I'"(x) > 0 et la fonction I' est convexe sur RY.

2.a) On a I'(1) = T'(2) = 1. La fonction I' est continue sur [1, 2] et dérivable sur ]1,2[; le théoréme de Rolle
assure alors l'existence d’un réel 6 €]1, 2[ tel que I () = 0.

b) On sait que la fonction I est strictement positive sur R% , donc la fonction I est strictement croissante sur R et
puisqu’il existe un réel 0 tel que T'(6) = 0, le théoréme des valeurs intermédiaires assure que 6 est I'unique réel qui
IMz)<0 si0<z<0
I(z) >0 siz>0

et strictement croissante sur |6, +oo] et

annule I'. Par suite, { . Il en résulte que la fonction I' est strictement décroissante sur | 0,6 [

admet donc un minimum global en 6.
r 1 ra 1
¢) Au voisinage de 0, on a I'(z) = L+l ~ @ = —,donc lim I'(z) = +oo.
x z—0t T T z— 0t

Au voisinage de 400, la fonction I' est croissante donc admet une limite, finie ou infinie.

Or, pour n € N*, I'(n) = (n — 1)! a pour limite +00, donc on a lim I'(z) = 4oc.

Tr— 400
d) La représentation graphique de la fonction I' se déduit aisément des questions précédentes.
3. La fonction ¥ est C* sur R} comme quotient de deux fonctions C*° sur RY} dont le dénominateur ne s’annule pas
(I'(z) > 0). En particulier, la fonction ¥ est continue sur [1,2] et d’aprés la question 2b), la
fonction ¥ change de signe sur [1,2] et s’annule (une et une seule fois) en 6 €]1,2[. Par suite, le programme Scilab

proposé permet par un raisonnement dichotomique de renvoyer une valeur approchée de 6.

EXERCICE 1.11
On note E l'ensemble des fonctions réelles f définies et de classe C'* sur [0, 1] telles que f (0) = f (1) = 0.

1. Donner un équivalent de la fonction ¢ — — entg=0etenty=1.

1
sin (mt)
2. Soit f une fonction de F.
cos (t)

1
a) Montrer que I'intégrale / —_—
o sin (7t)

f(t) f' (t)dt converge. On note alors I (f) la valeur de cette intégrale.

b) Montrer que :

3. Etablir I'inégalité suivante :
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cos (mt)

1 2
On pourra considérer 'intégrale / (71 f@)—r (t)) dt.
0

sin (mt)

4. a) Montrer que le cas d’égalité dans I'inégalité précédente est obtenu si et seulement si :
vt € 10,1],mcos (mt) f () = f' (¢)sin (7t)

b) En considérant la fonction A définie sur ]0, 1] par :

f(t)

sin (7t)

Vit e]o,1, A(t) =

déterminer I’ensemble des fonctions de E qui réalisent le cas d’égalité dans I'inégalité (x).

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.11

_r 1

sin (wt) 7wt~

Pour étudier la fonction au voisinage de 1, on effectue le changement de variable u = 1 — ¢ qui nous rameéne au voisinage
1

1. Au voisinage de 0, sint ~ t. Donc,

1
de 0. Ainsi, Sin (=0) ~ =) au voisinage de 1.
. cos (7rt) , . . L R
2. a) La fonction t — — D) F(&)f'(t) est continue sur ]0, 1[. Au voisinage de 0, elle est équivalente &
sin (7
RO,
™ t

Or, f est dérivable en 0 et f (0) = 0, donc 7}in% %t) = f'(0). En outre, f est de classe C* en 0, donc :
—

i SO (mt) iy M
t—0 sin () AORAY) ™
Do, 1000 1. om0 1 U0

L’intégrale proposée est donc faussement impropre.

b) On intégre par parties sur [a,1 — a] , a €]0, %[, puis on fait tendre a vers 0. Cela donne le résultat demandé (limite
du crochet en faisant apparaitre des taux de variation).

/1—“ cos (mf)f ) 5 (1) dt = cos (7 (1 — a)) P-a) - cos (ma) )+ ™ /1—a 2 »

sin (t) ~ 2sin(7 (1 —a)) 2sin (7a) 2 sin? (t)
Or,

(eostrma) o eos(ra) o LI T ©)70) _

i—>0 (2sin(7r (1—a))f (1-a) 2sin (ra) ( )) 2m + 2m 0

3. On développe l'intégrale proposée. La positivité de I'intégrale assure la positivité du tout et 'un des termes est I(f),
soit :

/01 (rrcos(m)f(t) —f (t)>2dt—7r2 /O1 Mﬂ (t)dt—27r/0l cos () 1 ) ¢ (t)dt+/01 (f/)Q(t)dt

sin (7rt) sin? (7t) sin (7rt)
/0 (f' (1)) (t) dt > x* i %dt - 7r2/0 Z?nszi((:gﬁ (t)dt = 71'2/0 (F(t)) at.

4. a) Le cas d’égalité est obtenu si et seulement si I'intégrale d’une fonction continue et positive est nulle donc si et
seulement si c’est la fonction nulle, soit V¢ €]0,1[ , 7 cos (7t) f (t) = f' (t) sin (7). Par continuité, cette égalité peut étre
étendue a [0, 1].

b) Si f € E vérifie le cas d’égalité, alors la fonction X\ est dérivable sur ]0,1[ et on a :
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—mcos (mt) f (t) + sin (7t) f' ()

Vi 6}07 1[7 N (t) = sin? (Tl't)

=0.

On en déduit alors que A est constante sur |0, 1[. Il existe donc ¢ € R tel que : Vt €]0, 1], f (t) = csin (7t). Cette égalité
est encore vraie en 0 et en 1 car f(0) = f (1) =0.
On vérifie aisément la réciproque. En effet, s’il existe ¢ € R tel que : Vt € [0,1] , f (¢t) = csin (7t), alors on a :

/01 (WCOS ) p oy — f (t))2 dt = /01 (7 cos (mt) — 7 cos (mt))2 dt = 0

sin (7t)

Finalement, les fonctions de E qui réalisent le cas d’égalité dans 'inégalité (x) sont celles qui sont proportionnelles a
t +— sin (7t).

EXERCICE 1.12
On définit la suite (Cy,),, oy Par :

n
Co=1et pour tout n € N, C,11 = Z CrCh_p
k=0

1. Proposer une fonction Scilab d’en-téte function y=C(n) renvoyant la valeur de C,,. On pourra éventuellement
utiliser un vecteur u contenant les réels Cy, ..., Cy.

Soit (Vn),ey la suite définie par :

dn + 2

=1letVneN, =
Y0 €t vn Yn+1 n1 2

Tn

Pour tout entier naturel n , on note P, la fonction polynomiale définie par :

¥r € R, Py (2) = Y meyn—ka*t!
k=0

1
2. Pour tout entier naturel n et tout réel x non nul, montrer que z"*2P, () = P, (z).
x

n+2
2

. Montrer que pour tout entier naturel n et tout réel  , on a : P, | () = Y41 + 4P}, (x) — 2P, (z).

3. En déduire que pour tout entier naturel n, on a : P (1) = P, (1).

. Montrer alors par récurrence que, pour tout entier naturel n , on a : P, (1) = y,41.

. En déduire que : Vn € N, C,, = 7,.

N O Ot =

. En déduire enfin que 'on a :

Vn eN,C, = 1<2”)
n-+1
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.12

. Une proposition :
. function y=C(n)
u(1)=1
for k=1:n
s=0
for i=0:k
s=s+u(i)* u(k-i)
end
u(k+1)=s
. end

© 0N O WN

10. y=u(n+1) //Cn est la (n+l1)-éme composante du vecteur u
11. endfunction

2. On a, pour tout z € R* :

. 1 . n L n - n
2" t2p, (}) — T2 Z'}’k'}/n—kx k=1 _ Z%’yn—km k+1 _ Z’Yn—k’ykwkﬂ = P, ()
k=0

k=0 k=0
3. On dérive membre & membre puis on évalue en x =1 :
* n+1 1 n p/ 1 /
Ve e R*,(n+2)z"" P, o) P, | =] =P, ()

Donc, (n+2) P, (1) — P, (1) = P}, (1).

4. Par définition de (yn), ey« » ON a pour tout k > 1, (k+ 1) yx = (4k — 2) yx—1 , donc pour tout réel = , on a :

n+1 n+1

Prii(@) =Y (k+ 1) %mesz” =70me1 + Y (4k = 2) Yo 1Ynt1-kz"
k=0 k=1
n

n
= Yni1 + 4302 (k + 1) yryn—nz” — 22%%%9&’““ = Ynt1 + 4z P, (z) — 2P, ()

k=0 k=0

5. Par récurrence. pour tout z réel, Py (z) = véz = «, donc Py (1) = 1. Or, y1 = 40 = 1 , donc P (0) est vraie.

Soit n € N tel que P (n) est vraie. L’égalité précédente évaluée en 1 donne P; 11 (1) = yny1 + 4Py, (1) — 2P, (1) soit, en

tenant compte de P (n) : P, 1 (1) = 4P}, (1) — Yn+1. Or, on sait que :

, n+3 n+2 n+2

Prii(1) = =Pt (1) et P (1) = 5= Pa (1) = —5=Yn41
o n+3 2 X 2(2n + 3
Ainsi, 22 P (1) = 47 200 < s = @04 3) i, Dot P (1) = 220ED)

6. La formule établie a la question précédente s’écrit : Vn € N, Z’ykfyn,k = Yn+1. On a en outre 9 = 1.

k=0
Donc, Vn € N, Cp, = .

n+1\n

. . o 1 2n
7. Notons provisoirement (an),, oy la suite définie par : Vn € N, o, = < > Onaap=1et

"n4+2 " n+2n+1\n n+2\n+1

e dnt2, _an+2 1 (2n>_ 1 <2n+2>_an+1

Tn+1 = Yn+2-

Les suites (an),cy et (7n),cn Ont donc le méme premier terme et vérifient la méme relation de récurrence : elles sont

. . 1 2n
donc égales. Et puisque (7n),cn = (Cn),en alors, Vn € N,Cp, = vn = I ( >
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EXERCICE 1.13
sin(¢)
x+t

dt.

+oo
On considere 'intégrale suivante : /
0
1. a) A Taide d’une intégration par parties, montrer que cette intégrale est convergente pour tout = > 0.
b) Montrer que cette intégrale est convergente pour z = 0.

sin(t)
T+t

+oo
On pose alors, pour tout x > 0, f(x) = / dt.
0

2. A laide d’'un changement de variable affine, montrer que :

o sin(u o cos(u
Ve >0, f(z)= cos(z) / 7()du — sin(:z:)/ ydu.

u u

3. a) Montrer que f est dérivable sur RY et calculer f’(z) pour tout > 0.
b) Montrer que f est de classe C? sur ]0, +oo[ et calculer f”(x) pour tout z > 0.

¢) En déduire une relation entre z, f(x) et f”(z) pour tout = > 0.

4. Déterminer mgrfoof(x)

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.13

in(t
1.a) Soit = > 0. L’application ¢ — sin(t)
T+t

A A A
/ sin(t) i = [— cos(t)} n / cos(t) gt
0 r+t T+t 0 0 (l‘ + t)2
_ —cos(A) " 1 " A cos(t)
A4z T o (z+1)?

est définie sur R4. On effectue une intégration par parties, d’ott pour A > 0 :

oo cos(t) .
Or, / @t dt est absolument convergente donc convergente puisque
o T

| cos(t)| < 1

vt > 0, < .
(z+1)2 = (x+1)?
. —cos(A) s e
De plus, la limite quand A tend vers +oco de Atz est nulle. On en déduit que f est définie pour x > 0.
x

int
b) La fonction ¢t — % se prolonge continuement sur [0, +oo[. Pour montrer la convergence de l'intégrale de Dirichlet,

on effectue une intégration par parties sur [1, A] en dérivant ¢ — 1/t et en intégrant ¢t — sint¢.

2. On applique le changement de variable affine v = x + ¢; on obtient :

Vo >0, f(z) = /:OQ sin(u —2) 5 _ /:“’ (sin(U) cos(z)  cos(u) sin(x)) "

u u u

Les intégrales étant convergentes, on peut appliquer la linéarité d’ou :

T sin(u T cos(u
f(x) = cos(x) / #du — sin(;t)/ ( )du.

u

*°° sin(u)

sin(u) ‘

du représente une primitive de —
U

3. a) Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R. Enfin /
On en déduit que f est dérivable sur |0, 4oco[ et on a :

o0 sin(u sin(z oo cos(u cos(x
Vz >0, f'(z)=- sin(a:)/ #du — cos(w)% — cos(x)/ #du + sin(z)#.
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D’ou :

Vz >0, f'(z)=—sin(z) /+°° Sinuﬁdu _ Cos(x)/“" cosu(u) .

b) Pour les mémes raisons, on peut encore dériver d’ou :

+oo s 02 +o0 2
sin(u) du + S0 () " sin(x)/ cos(u) du + &5 (:r)
u x - u x

Vo >0, f'(z)= fcos(x)/

c) Soit f'(z) = —f(x) + % pour tout = > 0.

4. Les fonctions sinus et cosinus sont bornées, et les deux intégrales sont convergentes donc de limite nulle en +oo, tout
comme f.

EXERCICE 1.14

1. Soit n et m deux entiers naturels.
a) Etablir la formule :

vVt e R, sin(nt) — sin(mt) = 2sin (n _2 mt) cos (n _; mt>

jus

2 gi t
b) Montrer I'existence de l'intégrale / sin(nt)
0

sin(t)

dt. On la note J,.

¢) Calculer J,, pour n =0,1,2.

2. Pour tout réel A > 0, on pose :

a) Montrer que lim u(\) = 0.

A——+oco
b) En déduire la convergence de la suite (J,, — Jp—1)n>1-
3. a) Exprimer J,, — J,,_o pour n > 2.
b) En déduire la convergence de la suite (J,,)n>0 et déterminer sa limite.

(-1
+1

4. Montrer la convergence de la série E et calculer sa somme.

p=0

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.14
1.a) En passant en exponentielle complexe, il vient :

(n4m) (n—m) (n—m)
sin(nt) — sin(mt) = Im [el N (L t)} = 2sin (n

— mt) cos (n—;mt)

sin(nt)

sin(t)

sin(nt) nt

sin(t) t

b) La fonction ¢ — se prolonge par continuité en 0 car

™

c¢) Calculs élémentaires : Jo =0, J1 = g et Jo = /2 2 cos(t)dt = 2.
0
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2. a) On inteégre par parties :

cos(3) Acos(% A Tcos?(%)
d’otr :
ool = | [ < S o
car sur [0, 5], les fonctions en jeu sont continues.
b) Donc,

_ [F2sin()cos((n—3)r) [T cos(n—3)1)
Jp —JIn—1 = /(; sin(t) dt = /0 dt

tend vers 0 grace a la question précédente.

3.a)Ona:
3 2sin(t) cos((n — 1)t) 2sin((n — 1)t)15  2sin((n—1)%)
Jn = Jn-a = : at= | |2 =
sin(t) n—1 0 n—1
0 sin=2p+1
= 21y
% sin=2p
- m T
b) Ainsi, Jop41 = 3 et Jop = Jop—1 + (Jop — Jop—1) — 3
4. D’apres la question précédente, Jan, = Z(Jzk — Jog—2) =2 5% 1 d’ou
k=1 k=1
SR (EDF
= 2k + 1 4

EXERCICE 1.15
Pour tout réel a tel que |a| # 1, on considere la fonction f, définie sur [0, 7] par f,(x) =1 — 2acosx + a.

s
1. Montrer que l'intégrale / In (fa(ac))dm est convergente. On pose alors, pour tout a € R,a # +1 :
0

g(a) = /0“ In (fa(x))dx

2. Montrer que wIn((1 — |al)?) < g(a) < 7In((1 + |a|)?). En déduire lir%g(a).
a—
3. Montrer que la fonction g est paire.
4. a) Montrer que g(a) + g(—a) = / In(1 — 2a? cos(2z) + a*)dz.
0

b) On pose :
/2 T
I= / In(1 — 2a? cos(2z) + a*)dz et J = / In(1 — 2a® cos(2z) + a*)dz
0 w/2

A Taide d’un changement de variable dans chaque intégrale, montrer que g(a) + g(—a) = g(a?).
1 n

¢) Montrer que pour tout n € N, g(a) = z—ng(a2 ). En déduire la valeur de g(a) lorsque |a| < 1.

d) Pour a # 0, exprimer ¢g(1/a) en fonction de g(a). En déduire 'expression de g(a) pour |a| > 1.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 1.15

1. Le trinéme du second degré 1 — 2acosx + a® a pour discriminant A = 4(cos* x — 1) = —4sin® z. Ainsi, si z €]0, 7],
fa(x) > 0 et continue et 'intégrale est bien définie.

Au voisinage de 0, f,(z) ~ (1 — a)? et, comme a # 1, la fonction In(f,(z)) admet un prolongement par continuité en 0.
Au voisinage de 7, fo(z) ~ (14 a)? et, comme a # —1, la fonction In(f.(x)) admet un prolongement par continuité en
.

1+ al)?.

2. On a —2|a| < 2acosz < 2|a| ce qui entraine que (1 — |a|)? < fa(z) < (
2 < gla) < mln(l + |a])? et lir%g(a) =0.
a—

Par encadrement et croissance de 'intégrale, on obtient : 7 In(1 — |a|)

3. Le changement de variable affine ¢t = m — & montre que g est une fonction paire.

4. a) On écrit :
g(2a) =g(a)+g(—a) = / In ((1 —2acosz + a®)(1+ 2acosz + az)) dz
™ 0 v

= In(1 + 2a* + a* — 4a” cos®(z))dx = In(1 + 2a*(1 — 2cos® x) + a*)dx
0

= / In(1 — 2a® cos(2z) + a*)dx
0

b) On pose t = 2z dans l'intégrale I et t = 2w — 2z dans l'intégrale J. Il vient :

J= %/ In(1 — 2a° cos(t) + a*)dt et [ = %/ In(1 — 2a® cos(t) + a*)dt
0 0

Donc : .
2g(a) = g(a) +g(—a) =1+ J = / In(1 — 2a° cos(t) + a*)dt = g(a®)
0
1 on . . 1 5 .
¢) On montre que g(a) = o (a® ) en utilisant la relation g(a) = Eg(a ) et par récurrence sur n. Comme |a| < 1, et

par la question 2, g(a) = lim ig(azn) =0.

n—+oo 2M

d) On remarque que :

p (2) - /Oﬂ In (1 ~Zeosat %) dz = g(a) — /0” In(a®)dz = g(a) — 7In(a?)

Donc si |a| > 1, g(a) = g(1/a) + wIn(a?) = 2r In(|a|), puisque g(l) = 0 (question précédente).
a

EXERCICE 1.16

(1—x)

1
, 1
1. a) Etablir la convergence de l'intégrale / — nl T dz. On note J cette intégrale.
0 x

1
b) Pour n € N, établir la convergence de 'intégrale / 2" In(1 — z)dz. On note I,, cette intégrale.
0

2. Pour n € N*, on pose :

a) Déterminer un équivalent de u,, lorsque n tend vers +oo.

b) Quelle est la nature de la série de terme général w,, ?

3. a) Exprimer I, & 'aide de uy11-
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b) En déduire la limite, lorsque n tend vers +oo, de U'intégrale R,, définie par :

1 (_q\yn+l ntl _
R, :/ (=)™t In(1 — x) .
0 1+

¢) Montrer alors que la série de terme général (—1)" u, 11 converge et que :

+oo

J=> (1) tn

n=0

SOLUTION DE L’EXERCICE 1.16
In(1—x)

14+
nature que celle de In(u) au voisinage de 0. Ainsi J converge.

a) La fonction z — — est continue sur [0, 1] et au voisinage de 1, f(z) ~ —In(1 —z)/2, d’intégrale de méme

b) De méme, z +— 2™ In(1 — x) est continue sur [0, 1] et équivalente & In(1 — z) en 17, donc I,, converge.
2. a) Par comparaison série-intégrale et décroissance de la fonction z — 1/z, on a :

Inn
Sn~Inn et wup~—
n

b) Pour n > 3, on a u, > 1/n et donc la série Zun diverge.

n

3. a) Par intégration par parties sur [0,a] C [0, 1], en choisissant une primitive de " donnant une limite finie au crochet

enl,ona:
a mn+171
" In(1 — 2)d = |— In( ————dzx
/013 n(l - a)dz |: n+1 n( ] / (n+1 1—:5)

a"tt—1
= — In(1 — — d
n+1 n(1-a) n+1/0 l—m v

— |:Za:| (=1 Il —a) = — Oa (Zxk)dm

k=0

d’ol, pour @ — 1~ (permutation justifiée car les sommes sont finies) :

n

o [ () S e =

=0

n =

b) L’intégrale R,, converge (démonstration identique & celle de la question 1). On majore :

/1 (_1)n+1 LE"+1 ln(l _ x)d
0

R,.| =
[ ] 1+

1
| < / "t |In(1 — z)|dz = —Int1 = Unt2
0

car In(1 — z) est de signe constant négatif sur [0, 1[.

Comme uy, ~ (Inn)/n qui tend vers 0 en +o0, on a lir_‘r_l R, =0.
n—-+oo

¢) On utilise la série géométrique :

1 _ 1 /_1\ntl n+1 _
J :/ _ -z / ) 2" In(1 fx)dmf/ (D)™ 2 In(1 CE)dav
0 Itz = 0 L+

n

Z "I — R :Z(_l)kuk+1_Rn
k=0 k=0
+oo
Comme R, tend vers 0, la série E(—l)" Un41 converge vers J. Donc Z(—l)" Unt1 = J.
n=0




Chapitre 2

Algebre

EXERCICE 2.1

Soit un entier n > 3. Deux urnes U; et Uy contiennent a elles deux n boules indiscernables. A chaque étape,
on choisit de maniére équiprobable un nombre de [1,n].

e Si ce nombre est inférieur ou égal au nombre de boules contenues dans Uy, on prend une boule de U; que
l'on met dans Us,.

e Si ce nombre est strictement supérieur au nombre de boules contenues dans Uy, on prend une boule de Us
que 'on met dans U;.

Pour tout p € N, on note Z, la variable aléatoire égale au nombre de boules contenues dans U; a I’étape p.
Ainsi Z est la variable égale au nombre de boules initialement contenues dans Uy, Z; est la variable égale au
nombre de boules contenues dans U; apres une étape, etc.
Cette expérience est modélisée par un espace probabilisé (2, A, P).

P (Zp =0)
1. a) On pose : Y, = . Déterminer une matrice A € M,,;+1(R) telle que pour tout p € N,

Ypi1 = AY).

b) Ecrire un script Scilab qui simule le contenu obtenu dans U; au bout de 100 étapes en partant de 1’état
initial ott U; contient 0 boule (on supposera que la matrice A a été rentrée).

Soit A la matrice de M,,41(R) définie par :

o 1 0 0
2
1 o0 2
n—1
4|0 = 0
=20
; 2 0 1
0 0 + 0

2. Montrer que 1 est valeur propre de A.

Dans les questions suivantes, on pose E = R,[X] et on note T 'endomorphisme de E dont A est la matrice
dans la base canonique de F.

27
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3. Déterminer, pour tout P € E, une expression de T(P) comme combinaison linéaire de X P, X2P’ et P'.

4. Soit A réel et n € N*.
a) Déterminer deux réels a et b tels que pour tout x # +1, on a :

n(A—zx) a b

1— 22 _1—x+1—|—m

b) Soit P € E tel que T'(P) = AP. On suppose que P ne s’annule pas sur | — 1, 1[.
P’ A—
Montrer que : Vz €] — 1, 1], P((x)) = ni ;C) En déduire lexpression de P(z) pour x €] — 1, 1].
x -z

¢) En déduire les valeurs propres et les vecteurs propres de T'. La matrice A est-elle diagonalisable ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.1

1. a) Supposons qu’a I'étape p, U1 contienne m boules. Alors Pz, —n)(Zp+1 = m—1) = L Pizy=m)(Zp+1 =m+1) =
n
n—

m, les autres probabilités conditionnelles étant nulles.
On utilise le systéme complet d’événements (P(Z, = m))o<ms<n pour obtenir, pour tout k € [0,n] :
n—k+1 k+1

P(Zp:k—1)+7n P(Z,=k+1)

P(Zpp1 =k) =Y Pizy—m)(Zps1 = k)P(Zy =m) = -
m=0

Ceci correspond a la matrice A de la question suivante. Remarque : il s’agit ici d’une chaine de Markov avec deux
barriéres réfléchissantes.

b) Une proposition (c’est du cours).
1. X=grand (100, ’markov’,A,1)
2. disp(X)

2. Soit on dit que cette matrice est la matrice du processus de la premiere question, donc que la somme de chaque
colonne vaut 1, soit on s’apercoit que la somme de chaque colonne vaut 1... Ainsi 1 est valeur propre de A donc de A.

3. On a pour tout k € [0,n], T(X*) = EX’“1 + (1 — E) X**1 (on le vérifie également pour k =0 et k = n).
n n

Donc, T(X*) = % (kS = X41) 4 X1, dron

T(P) = % (1-X*)P +XP

nA—z) nA-1) 1 n(A+1) 1
-2~ 2 f1—z" "2 *1xa

b) On a T(P) = AP si et seulement si (1 — 2%)P’(z) = n(\ — 2)P(x). On sépare les variables

4. a) Apres calculs :

P'(x) n(/\fac)_n()\fl)>< 1 +n()\+1)x 1
P(z) 1—x2 2 11—z 2 14z

n(1+A) n(1—X)
2

puis on intégre. Ce qui donne P(z) = A(1+z)” 2 (1—=z

n(l —+ )\k)

14+ A 1-A
¢) Les vecteurs propres sont des polynémes. On remarque que n(l + ) + n ) = n. Posons =k € [0,n]

2 2
. 2k . - R , s .
soit A\ = — — 1. On obtient ainsi un polynéme propre (1 + x)k(l —z)" k associé & la valeur propre A\ = — — 1, ceci
n

n
pour k € [0,n].
La matrice A possede (n + 1) valeurs propres distinctes : elle est diagonalisable.




