Chapitre 2

Analyse

EXERCICE 2.1

Pour tout entier n > 1, on note :

2m 2m
I, :/ cos®(nt)dt et J, :/ sin?(nt)dt.
0 0

Soit f une fonction continue sur [0, 27 et & valeurs dans R.
Pour tout entier n > 1, soit F,, la fonction définie sur R? par :

F,: (a,b) —> /027T (f(t) —a cos(nt) — b sin(nt))zdt :

1. Montrer que pour tout n € N*, ona I, = J, = .

2. Montrer qu’il existe un réel C indépendant de n, de a et de b, et des réels u,, et v,, indépendants de a et
de b que l'on explicitera a I'aide d’intégrales, tels que pour tout couple (a,b) € R? , on a :
F,(a,b) = ra? + 7% — 2au,, — 2bv,, + C.
3. On suppose dans cette question que n est un entier supérieur ou égal a 1 fixé.

(a) Montrer que F,, n’admet pas de maximum global sur R2.
(b) Déterminer deux réels a,, b, tels que F,, présente un minimum local en (a,, b,).

(c) Montrer que ce minimum de F,, en (a,,b,) est un minimum global sur R
4. Montrer que lorsque f est de classe C!, on a: lim a, = 0.
n—-+oo
5. On définit les fonctions ¢, et ¢, par : Vt € [0,27], @, (t) = cos(nt) et ¢, (t) = sin(nt).
Soit E,, 'espace vectoriel engendré par les fonctions f, ¢, et ¥,. On munit E,, du produit scalaire défini
par :

27
V(g h) € B2, (g,h) = / g(Oh()dt

Interpréter F,, dans ce cadre et retrouver le résultat de la question 3b.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.1

1. Plusieurs méthodes sont possibles; par exemple :
1 + cos(2nt)
2

1 — cos(2nt)

t sin®(nt) =
et sin®(nt) 5

e Formules trigonométriques : cos?(nt) = , dont l'intégrale

vaut 7.

2m
o Une intégration par parties donne I,, = J, et I, + J, = / (cos®(nt) + sin?(nt))dt = 2.
0

Ainsi, | Pour tout n € N*, [,, = J,, = 7. ‘
2. On a:
(f(t) — acos(nt) — bsin(nt))?
=f2(t) 4+ a? cos?(nt) + b%sin®(nt) — 2af(t) cos(nt) — 2bf(t) sin(nt) 4+ 2absin(nt) cos(nt)
2 2m
Par linéarité de U'intégration, en posant u,, = f(t) cos(nt)dt, v, = f(t) sin(nt)dt
0 0

2m 2m 2m
1
et C= f2(t)dt, et puisque / sin(nt) cos(nt)dt = / 3 sin(2nt) dt = 0, on a bien :

0 0 0

F.(a,b) = a*I, + b*J, — 2au,, — 2bv, + C

3. (a) Fu(a,0) = ma® — 2au, +C — +oo quand a — +00, donc la fonction F), n’est pas majorée.
(b) La fonction F, est de classe C? et : ¥(a,b) € R?, 91(F,,)(a,b) = 2ar—2u,, et 82(F,)(a,b) = 2bwr —2v,.

. . . .. Up Up
Donc, F,, présente un unique point critique [en | —, — ).
T

Et : 07 1(Fy)(a,b) = 03 5(Fy)(a,b) = 27, 85 5(F)(a,b) = 0. La Hessienne vaut donc 271, ou I est
la matrice identité d’ordre 2 : elle n’a que des valeurs propres strictement positives, donc on a bien
un minimum local.

(¢) Comme u,, = 7a, et v, = wb,, on a :

Fo(a,b) — Fp(an,by) = (ma® + 7b* — 2au,, — 2bv,, + C) — (wa? + 702 — 2anu, — 2b,v, + C)
= n(a® + b — 2aa, — 2bb, — a® — b2 + 2a> + 2b%)
=7((a—an)’+(b- b”)Z) > 0.

Ainsi F,,(a,b) > F,(an, b,) pour tout (a,b).

4. L’hypothése selon laquelle f est C! nous invite & faire une intégration par parties, puis par inégalité
triangulaire, on obtient :

27
cos(nt
| = ( )}
n

0

< 1£(0) = f(2m)] L1 /QW | (£)]dt.
0

n n

27
—|—E/O cos(nt) f'(t)dt

[—f(t)

Ainsi, par encadrement, on a lim wu, =0, dot lim a, = 0.
n—-+4oo n—-+oo

5. Pour tout (a,b) € R?, F,,(a,b) = ||f — (apn + bb,)||?
Or, quand (a,b) décrit R2, ag,, + by, décrit Vect(p,,1,). Ainsi, on sait que F,, admet un minimum
atteint quand aep,, + b, est égal a la projection orthogonale de f sur Vect(vy,, ¥ ).
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EXERCICE 2.2

1. Soit n un entier supérieur ou égal a4 2. On considére une suite strictement croissante de n réels Ay, -+, A,
(A < A2 < -+ < Ap). On définit les fonctions f et g sur R™ en posant :

n n 2 n
f("El’... ,CCn):Z)\%x%— [ZAkxi‘| et g($17... 7mn):Z$l2g
k=1 k=1

On pose § = {r € R": g(z) = 1}.
(a) Soit z € R™. Donner les gradients de f et de g au point x.
(b) Justifier existence d’un maximum global de f sur S.
(c)
(d) Soit y € S tel que f(y) = max{f(x): x € S}. Ecrire la condition nécessaire du premier ordre que
Pon doit avoir au point y. Montrer que si la i-éme composante y; de y (¢ € {1,--- ,n}) est non nulle,
alors ); est racine d’une équation du second degré de la forme X2 — 2bX —c = 0 ou b et ¢ sont
indépendants de i. En déduire que y a exactement deux composantes non nulles. Que peut-on dire
de plus sur celles-ci 7 Montrer que :

Vérifier que la contrainte g(x) = 1 n’est pas critique.

(>‘n — )‘1)2

max{f(x):z €S} = 1

2. Dans cette question, on suppose seulement que les réels (\;)1gign vérifient Ay < g < --- < A, et on
définit encore f et g par les mémes formules que dans la question 1.

(a) Montrer que :
An — A1)?
max {f(z):x € S} < %
(Pourp € N* eti € {1,---,n} , on pourra poser \i(p) = \i + (i — 1)/p et utiliser la question 1).
(b) Prouver que l’on a encore :
()‘n - )‘1)2
—
3. Six € R, on note X la matrice colonne associée & x. On considére une matrice A carrée d’ordre n qui
est symétrique et réelle.

max {f(z):z €S} =

(a) Justifier le fait que la matrice A est diagonalisable et écrire A a 'aide d’une matrice diagonale D et
d’une matrice orthogonale P.

(b) On note Apqz(A) (resp. Amin(A)) la plus grande (resp. la plus petite) valeur propre de A. Montrer

que :
Y 2
max {tXA2X - (tXAX)2 tx € S} = (Amaa(4) 4)\mm(A)) .
(c¢) En choisissant convenablement un vecteur  de S, prouver que :
Amas(4) = Amin(A)] > <= [ Tr(42) — ~Tr(A)2
max — Amin zZ = — 4T .
Vn " n
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.2

1.

(a)

(b)
()
(d)

Soit x € R™. On a V(g)(x) = 2z et les composantes du gradient de f sont données par :

k=1

k=1

La fonction f est continue sur le fermé borné S, elle admet donc un maximum global sur S.
Pour tout « € S, on a V(g)(z) = 2z # 0, la contrainte g(z) = 1 est donc non critique.

Soit y € S tel que f(y) = max{f(z):z € S}. Le cours nous dit qu'il existe « € R tel que
V(f)(y) = aV(g)(y). Pour tout i € {1,--- ,n}, on a donc :

Aili [M -2 <Z /\k”yiﬂ = ay;. (2.1)

k=1
n
Posons b = Z /\ky,% (b est fixé car tout est donné), on voit que si y; # 0 alors \; est racine de
k=1

l’équation du second degré de la forme X2 — 20X — a = 0. Le trinéme X2 — 2bX — o admet au

plus deux racines distinctes et les réels Ay,--- , A, sont distincts, le point y a donc au plus deux

composantes non nulles. Comme y € S, il a au moins une composante y; 7 0. S’ il n’en n’a qu’une,
11 (A1 = X9)?

alors y = te; et =0< f(—=,—=,0,---,0) = ——

y=eiet fr) =0< (75 )=
y a donc exactement deux composantes non nulles y; et y; (i < j). Par factorisation (ou par les
formules classiques), on doit avoir A; + A; = 2(A\iy7 + A;y3). Or, on sait que y7 +y3 = 1; on a donc

1 1 (A —\i)?
i = +—— et y; = +——. Dans ce cas, =~ v
y 7=+ f(y) 1

et j = n (maximum en y) et la conclusion en découle.

, ce qui est contradictoire. Le point

, il s’ensuit que I'on a nécessairement ¢ = 1

On remarque que A1(p) < A2(p) < -+ < A\p(p). Avec la question précédente, on sait que pour tout
reSona:

> e - [Z )\k(p)xil < M
k=1 k=1

11 suffit donc de faire tendre p vers I'infini et de prendre un point z ol le maximum sur S est atteint.
1 ) = (An — A1)?
V2 4

max {f(x):z €S} =

1
Comme f(—,0,---,0,

V2

, on déduit de la question précédente que l'on a encore :

(>‘n - )‘1)2
74 .

La matrice A est symétrique réelle, elle est donc diagonalisable et on peut ’écrire sous la forme
A ='PDP ot P est une matrice orthogonale et D est une matrice diagonale dont les éléments
diagonaux sont les valeurs propres de A répétées avec leur ordre de multiplicité.

On peut supposer que D = diag (A1, -, An) avec A1 = Apin(4A) < Ao < -+ < Ay = Anae(4).
Comme la matrice P est orthogonale, on a P(S) = S. La formule demandée résulte alors de la
question 2.(b) et du fait que :

max {tXAQX ~ ('xAX)% iz e s} = max {f(PX)DQ(PX) — ((PX)D(PX))? iz € 3}
An — A1)?2
= max {tYDQY - (tYDY)2 (Y € S} =max{f(y):ye S}t = %
D’aprés le cours, on a Tr(A?) = Tr(D?) et Tr(A) = Tr(D). 1l suffit alors de prendre le vecteur

1 1
Yy = ( ) pour obtenir I'inégalité souhaitée.
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EXERCICE 2.3

On rappelle que R \ Z désigne 'ensemble des nombres réels non entiers. On rappelle également les formules
trigonométriques suivantes :

Vo € R, sin(2x) = 2sin(z) cos(z), cos(2z) = cos?(x) — sin?(x)

1 1
1. Pour tout x € (R\ Z) U {0}, montrer la convergence de la série Z ( + )
S\ +n  xT—n

x+n T—n

X1 1
On pose alors S(x) = Z + .

n=1
2N 1
9. Pour tout N € N* et tout = € R\ Z, Uy(z) =S —— .
our tou et tout x \ Z, on pose Uy (x) z:%x—kn—N

1
(a) Pour tout € R\ Z, montrer que la suite (Uy(x))x converge vers U(z) = S(z) + —.
x

(b) Montrer que la fonction U ainsi définie sur R\ Z est impaire et périodique de période 1.

3. Pour tout x € R\ Z, on pose : V(z) = WM.
sin(mx)

(a) Montrer que : Vx € R\ Z,ona:V (g) +V (m;—l) =2V (x).

1
(b) Montrer que la fonction 2z — — — V(z) se prolonge par continuité par la valeur 0 en z = 0.
x

1 =1
4. Pour tout (x,z0) € ([0, 1[)?, montrer que : |S(x) — S(z0)| < |z — 20| <(1x)(1x) +2 Z n2> .
- -0 n=1

1
5. Pour tout x # 0, on note I(z) = —. Montrer que la fonction S + I — V se prolonge en une fonction

continue sur R, impaire et périodique de période 1. On notera f ce prolongement.
rz+1
) =2 (®
(a) Montrer qu'il existe zo € [0,1] et z1 € [0,1] tels que : Vz € R, f(x1) < f(z) < f(zo).

(b) Montrer que, pour tout n € N, on a : f (2n) f(zo) et f (271) f(a1).

(¢) Montrer que :

6. On admet qu’alors : Vz € R, f (g) +f (

cos =3 1
Ve e R\ Z, .
v \Z, ona: 7rS1 Z(z+n x—n)
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.3
2x

2 —n2

1
r+n xT—n
2. (a) Par découpage puis décalages d’indices (respectivement k =N —n et k=n— N) :

22|

~ .
n—-+oo n2

1. Il y a convergence absolue car : ‘

=3 et > L L (e L) s s
xXr) = —_— — —_— - _ _— — x).
N n:Ox—i—n—N T n:NHm—&—n—N o= zr—k x+k T

donne celle de S, donc de U. Et U(x + 1) = U(x) car :

(b) L’imparité de = —
r+n xT—n

2N 1 ON+1 1 L )
Un(r+1)=S ——  — ' -y - U(x).
N +1) ngolJrquank:n—H;erka N(w)+x+N+1 fo_> (z)
3. (a) Onacos(0+ %) = —sind et sin (§ + §) = cosf, puis on utilise les formules de duplication :

x x (r3)  sin(7$) cos?(rZ) — sin?(rZ)
VG () ”(ziwﬂ;) ‘:os@rz)) :2”< To(rsntr) )ZQV(”

(b) A l'aide des développements limités de sinus et cosinus en 0 (ot I'on remplace x par 7z) on a :

1 _ sin(nz) — (mx)cos(mx)  ((mx) + o(x?)) — (rx)(1 + o(x)) B o(x?) N o(x?)
T Vie) = xsin(rz) 20 xsin(rzx) ~ zsin(rx)  wa? =0
4.
[S(z) = S(wo)]
/1 1 1 1 =2 1 1
B ;<$+ﬂ_$0+n> * <:r—n_xo—n)| :|x_m07;<(x+n)(xo+n) + (n—x)(n—gjo)>
=|z — x0| X f; ++§ ! + !
P\ @Hn)(mot+n) T (n—a)(n—x) | (1—a)(1—z0)
1 =1 ) )
<z — zo] ((1—z)(l—xo) +2; n2> car(z +n)(zg +n) = n” et (n —z)(n —x0) = (n — 1)~

5. Pour zg € [0, 1] fixé, la question 4 donne IILIEO S(x) = S(zg) i.e. S est continue sur [0,1].
Comme I — V est continue sur ]0, 1[ et converge vers 0 en 07, par somme on en déduit que S+ 1 —V est
continue sur |0, 1[ et converge vers 0 en 0F.
Or,sur R\Z,ona S+I1—-V =U+V, avec U et V 1-périodiques.
Donc S + I — V est continue sur R — Z et converge vers 0 en n™, pour tout n € Z.
De plus U 4 V est impaire car U et V le sont, donc S + I — V converge vers 0 en n~ pour tout n € Z.
Donc S + I — V se prolonge par continuité sur R en prenant f(z) =0, si z € Z.

6. (a) Comme f est continue sur [0, 1] elle a un maximum (resp. minimum) ; on étend sur R par périodicité.

x
(b) La relation f (2—2> = f(xo) se montre par récurrence sur n > 0; le cas n = 0 est évident.

Si c¢’est vrai pour n, prendre x = g—z dans (E) donne :
To (E) (xo ) 2y 1 To 1
> =2f\5,)— 5 =2 — ~)=>2 — = .
Fan) 2 1 (gmes) 221 (32) 1 (e + ) 2001 (s + 5 ) 22 (0)= o) = oo
Et de méme avec x; en changeant le sens des inégalités.

(¢c) Comme f continue en 0, en faisant tendre n vers 400, on a max f = min f = f(0) = 0, donc f = 0.
Ceci donne le résultat voulu.
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EXERCICE 2.4

+oo 71_2
On admet que —_ = —.
4 nzl n? 6

1. Pour tout k£ € N*, montrer la convergence de l'intégrale / 2" Inz dz et la calculer.

On la notera Jj.

2. Pour tout n € N, montrer la convergence de 'intégrale / 2"In(l —z)Inz dz.

On la notera I,,.

“+oo
1 1
3. Montrer la convergence de la série de terme général m et calculer ; m (on pourra

utiliser un télescopage).

e

(a) Trouver une suite (u,) d’éléments de ]0, 1] qui tend vers 1 et telle que lirf (un)™ = 0.
n—-+0oo
(b) Soit (u,) une suite qui vérifie les conditions de la question précédente. Montrer que :
Up 1
|I,| < (un)"/ In(1 —z)Inz dx —|—/ In(l —z)Inz de.
0 Uy,

(c) En déduire la limite de la suite (I;,)n>1-

n k x t’n
5. (a) Montrer que : Vn € N*, Vz € [0, 1], ln(lfx):fz%f/ T3 dt.
k=1 o -

(b) En déduire que, pour tout n € N*, on a

: IO+Z%
k=1

6. Calculer Ij.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.4

1. La fonction  — 2* Inx est continue sur |0, 1]. Par intégration par parties avec u(x) = Inz, v/ (z) = —,
x

k+1
v'(x) = 2k, v(z) = A (u,v sont bien de classe C'), on a :
k+1
1 k+1 1 1 k Xkt1 1 — Xk+1 1
/mklnxdx—[ il 1n3§‘:| —/ x dx:—ilnX—izﬁ—iz,
b's E+1 x Jx k+1 k+1 (k+1)2 x=0 (k+1)
i ées. D J| !
r croissan mparées. Don =
par croissances comparées. Donc | Jj, e
2. La fonction z — z™ InzIn(1 — x) est continue sur 0, 1[; 'intégrale I,, est faussement impropre car :
ecn0,ona:z"lnzin(l—1z) ~ —z" 1 Inz — 0.
z—
eenl,ona:z"lnzln(l—x) ~, (x—1)In(1 —2z) — 0.
z—
N 1 1 11 1
3. Pour tout k£ € N* = — = - — — .
ourtout M E NS O A PR T 12 T kk+ 12 k(k+ D) (k+1) K k+l (k12
n 1 n 1 n+1 n+1 7_‘_2
Donc:y ——— = = 1=1- ~Z 4o
one ;k(kﬂ)? ;<k k+1) Zk2+ Zk2 S
1
4. (a) On peut prendre, par exemple, u,, = exp <_\/ﬁ>
(b) On a |I,| = I,,, puis on utilise la relation de CHASLES, puis la croissance de 'intégration car :
2"Inzln(l—z) <u,Inzln(l —x) sur [0, uy] et 2"lnzln(l—2) <Ilnzln(l—2z) sur [u,,1].

(c) Comme lintégrale I converge (cf. question 2), on a :

1 Un
lim Inzln(l —z)dr=0et lim InzIn(l —z) doe = Io.

n—-+4oo Un, n—-+o0o 0

Donc, d’apreés la question précédente, par théoréme d’encadrement, on a : lim(Z,) = 0.
SN B 1 t"
5. On inté 0, € [0,1]) la relation : th Tt = = — .
(a) On intégre sur [0,z] (z € [0,1]) la relation kz_:l {7~ 13 1-%

t" "

(b) Pour tout z € [0,1] et tout ¢ € [0,2], on a: 0 <

ln(l—x)+zf = A 1—t

En multipliant par — lnx et en intégrant sur }0 ] par croissance de l'intégration (ou tout converge

In(1 — ) lnx—l-z

Donc, par inégalité triangulaire pour les intégrales, on a :
n 1
Jr
bk <]

6. D’aprés les questions précédentes, par théoréme d’encadrement, on a :

x

Donc : = —z"In(1 — z).

klnx

de < I,

par théoréme de comparaison), on a : /

2Flnz 2Flnz

dx

ln(l—o:)lnx—l—z dz < I,,.

k=1

1 n
In(l—x)nz+ Z
0 k=1

Ip=— li Jk 5 L,
Oiinﬁlinoo Z n+1 6
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EXERCICE 2.5

1. Soit a et b deux réels distincts fixés et m € N*. On considére la fonction f définie sur R™ par :

[y, mm) = (@=b2+> (@i —a)’ + > (2 =0+ > (2i—a;)°
i=1 i=1 1<i<j<m

Justifier le fait que f est de classe C? sur R™. Déterminer son gradient en tout point de R™.
2. Pour tout point y € R™, le réel ||ly|| désignera la norme euclidienne canonique de y.

(a) Notons u (resp. v) le point de R™ dont toutes les coordonnées sont égales a a (resp. a b). Pour tout
point x de R™, montrer que

f(@) 2 e = ull? + llz = o> = (el = [lul)® + (=] = [lol)*.

(b) En déduire qu'il existe un réel strictement positif R tel que f(z) > f(0) pour tout point  de R™

tel que ||z| > R.
(¢) Prouver que :

|\xlﬁ1<f1%f(x) = nf f(a).

On commencera par justifier I’existence de ces deux bornes inférieures.
(d) En déduire que f admet un minimum global sur R™ qui est atteint.
(e) Montrer qu'il existe un unique point de R ou ce minimum global est atteint et calculer ce minimum.

3. Soit n > 3. On considére n réels y1,- - , Y.

(a) Justifier 'existence de deux entiers kg et k; tels que :

[Yko — Yrs| = sup |yi — yjl.
1<i<jsn

(b) En utilisant la question 2, prouver l'inégalité suivante :

2
— 2 < - E — 2.
Kr?glx@@k s n 1<k<l<n(yk 2
~ ~

(c) Etudier les cas d’égalité dans l'inégalité précédente.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.5

1. La fonction f est de classe C2 sur R™ car polynomiale. Soit k € {1,--- ,m}; en isolant z;, dans la somme
double, il vient :

k—1 m
O(f) = 2(xr—a)+2(xr—b) —|—22(xk —x;) —2 Z (x; —zk)
i=1 j=k+1
= 2 [[ka —(a+b)]+ Z(mk — xz)]

= 2

(m+2)zy — (a+0b) _i%] .
i=1

Ce qui fournit les composantes du gradient de f.

2. (a)

La premiére inégalité découle du fait que f est la somme de ||z —ul|? + ||z — v||? et de termes positifs.

La deuxiéme se raméne aprés un développement a I'inégalité de Cauchy-Schwarz (on peut aussi

utiliser I'inégalité triangulaire inverse).

On pose g(|[z]l) = ([ = ull)* + (lzll = v])*. Comme o g([lll) = +oo, on voit quil existe
xT||—-+0o0

bien un réel strictement positif R tel que f(z) > f(0) pour tout point = de R™ vérifiant ||z| > R.

Comme f est minorée par 0, les deux bornes inférieures existent. Avec la question précédente, si
|zl > Ron a f(x) > f(0) > inf f(x), parsuite inf f(z)> inf f(x), d’ou I'égalité.

llz[|<R zeR™ lzll<R
La fonction f est continue sur la boule unité qui est fermée et bornée ; d’aprés le cours elle admet un
minimum global sur cette boule. Celui-ci est aussi un minimum global sur R™ d’apreés la question
précédente.

Soit z un point de R ou ce minimum global est atteint. Le cours nous dit que le gradient de f doit
m
s’annuler en ce point. Pour tout k € {1,--- ,m}, on a donc z3, = 1/(m + 2)[(a + b) + Zwl] =1

i=1
(indépendant de k). En remplagant z; par ¢ dans la deuxiéme égalité, on obtient ¢t = (a 4+ b)/2. 11
s’ensuit que f atteint son minimum global en un unique point = ((a +b)/2,---,(a +b)/2) et que
ce dernier vaut

Fat0)/2 - (at0)/2)= =02+ 32 a2 3T 2 = (1) (-2
k=1 k=1

3. Soit n > 3. On considére n réels y1,- -, Yn.

(a)
(b)

On prend la borne supérieure pour un ensemble fini, c’est donc un maximum qui est atteint pour
les composantes correspondant a deux entiers kg et k1 de {1,--- ,n}.

On pose a = Yy, b = Yp,, m =n —2 et x = (21, -+ ,Zy) est construit avec les composantes

de y; restantes (¢ € {1,---,n} \ {ko,k1} ) rangées dans le méme ordre (si on veut). Si a = b,

il n’y a rien & démontrer car on a 0 des deux cotés de I'inégalité. Sinon, on observe alors que
Z (yr —y1)* = f(z) et il suffit alors d’utiliser la question 2.(e).

1<k<I<n

Comme on I’a remarqué dans la question précédente, on a un premier cas d’égalité lorsque toutes

les composantes sont égales. Avec 2.(e), le deuxiéme correspond obligatoirement au cas ou il existe

un point y ayant deux composantes distinctes yi, et yr, avec |yr, — g, | = Jnax lyi — y;| et on
1<i<j<n

toutes les autres composantes sont égales & (yg, + Yx, ) /2.
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EXERCICE 2.6

Soit a et b deux réels tels que a < b. On note I le segment [a, b]. On considére une fonction f continue sur
I et a valeurs dans [0, 1] et une fonction g croissante et continue sur I.

1. Pour x € I, on pose :

b

b b
ow) = [ soarevw = [ gwar— [ sogwa

a) Vérifier que ¢ et ¢ sont bien définies.
b

)
)
¢) Montrer que 1 est dérivable et déterminer sa dérivée.
)
)

(
(b) Justifier la dérivabilité de ¢ et donner sa dérivée.
(

(d

(e) En déduire que :

Etudier les variations de 1.

b b
/a F(Hg(t)dt < /b o(t)dt.

—p(a)

2. On counsidére une fonction h qui est croissante et continue sur [0, 1] et qui prend ses valeurs dans [0, 1].
Pour n € N, on pose

1
Up = / (h(t))"dt.
0

(a) Vérifier que u, est bien définie et montrer que la suite (uy,), -, est monotone.

(b) En déduire que la suite (un),,-, converge vers une limite £ € [0, 1].

0= /1 12 h(t)dt.

(d) Montrer que la fonction h est constante sur [1 — ¢,1]. Qu’en déduit-on si on suppose que h est
strictement croissante sur [0,1] ?

(c) A l'aide de la question 1, prouver que :

3. On considére une fonction h qui est strictement croissante et continue sur [0,1] et qui prend ses valeurs
dans [0,1]. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [0, 1]. Justifier I'existence de
Pespérance E(h(X)™) pour n > 1. Que peut-on dire de la suite de terme général E(h(X)™)?
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.6

1.

(a)

Comme x € I et f est continue, il est clair que ¢ est bien définie. Compte tenu du fait que les
intégrandes sont des fonctions continues sur I, pour la fonction 1 il suffit de vérifier que b—p(x) € I.
La fonction f continue sur I et a valeurs dans [0, 1]; par croissance de l'intégrale on en déduit que
0 < ¢(x) <b— 2 < b—a. Par suite, on a bien a < b — ¢(x) < b.

Soit F' une primitive de f sur I. On a alors p(z) = F(b) — F(z), ce qui montre que ¢ est dérivable
et que ¢(z) = —F'(z) = —f(x).

Soit G (resp. L) une primitive de la fonction continue g (resp. fg). On a ¢ (z) = G(b) — G(b —
o(z)) — L(b) + L(x). Par somme et composition, on voit que ¥ est dérivable et que ¢'(z) =
—(=¢'(2))G' (b= p(x)) + L'(x) = = f(2)g(b — ¢(x)) + f(z)g(z) = f(z) [9(x) — g(b — ¢())].

On a vuen 1. que p(z) < b—x;on adonc < b— p(z). Or, la fonction f est positive et g est
croissante ; il en résulte que ¢’(z) < 0. La fonction v et donc décroissante.

La décroissance de v sur I entraine que ¢¥(b) = 0 < ®¥(a), ce qui donne exactement 'inégalité
demandée.

La suite (uy,)n>0 est bien définie car la fonction h™ est continue (par composition). Comme h est &
valeur dans [0, 1], on a 0 < h(t)"*! < h(t)™ < 1 pour tout ¢t € I = [0, 1]. Par croissance de I'intégrale,
on en déduit que la suite (uy), >, est décroissante.

La suite (uy),>, est décroissante et positive , elle converge donc vers une limite £ € [0, 1].
Soit n € N. Pour t € I = [0,1] on pose f(t) = h(t)" et g(t) = h(¢). Les hypothése de la question 1
sont vérifiées, on a donc :

1
U1 < / h(t)dt.
1-un,
Par ailleurs, comme h(t) <1, on a : fll—u h(t)dt < fll—u dt = uy,.
Alors un passage a la limite dans ces deux inégalité larges quand n tend vers +oo fournit I'égalité
demandée.
On a donc :
1 1
/ (1 =h(t)dt=1- / h(t)dt = 0.
1—¢ 1—¢

L’intégrande étant une fonction continue et positive, elle doit donc étre nulle sur [1 — £, 1]. Par suite,
la fonction h est constante et égale & 1 sur [1 — [, 1]. Le fait que h est strictement croissante sur
[0,1] force £ a étre nul, et par conséquent la suite (un),, décroit vers 0 dans ce cas.

3. Comme 0 < h(t)™ < 1 pour tout ¢ € [0, 1], existence de I'espérance E(h(X)™) est donnée par cette

domination. Le théoréme de transfert implique I'égalité :

E(h(X)") = /0 h(t)"dt.

Comme h est strictement croissante, continue sur [0,1] et prend ses valeurs dans [0, 1], la question
précédente nous dit que la suite de terme général E(h(X)™) tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini.
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EXERCICE 2.7

Soit a et b deux réels positifs. On définit les suites (up)nen €t (vn)nen par la relation de récurrence (R)
suivante :

Uy, + Uy

> et vy, = \/m (R)

up = a, vp = b et pour tout entier n > 0 : up41 =

1. Montrer que les suites (un)nen €t (Un)nen sont bien définies.
2. (a) Montrer que pour tout n > 1, on a v, < Up, Upt1 < Up €6 Uy < Upyq-

(b) En déduire que les suites (un)nen et (Upn)nen convergent vers la méme limite qui est de plus positive.
Cette limite sera notée M(a,b) dans le reste de 1’exercice. La fonction M est donc définie sur

I={(a,b) eR?*|a>0etb>0}

et a tout couple de conditions initiales (ug = a,vg = b) € I, elle associe la limite M (a, b) des suites
(un)nen €t (vn)nen définies par la relation de récurrence (R).

3. (a) Calculer M(a,a) et M(a,0) pour tout réel a > 0.
(b) Montrer que pour (a,b) € I et pour tout réel ¢ > 0, on a :

M (ta,tb) =t M(a,b).

(¢) Prouver que pour (a,b) € I, on a :

(d) Démontrer que pour (a,b) € I, on a :
M(a,b) = M(b,a).

4. Ecrire une fonction Scilab qui prend en entrée deux réels positifs a et b et un réel strictement positif
eps et qui renvoie une valeur approchée M de M(a,b) a eps prés, autrement dit M doit satisfaire
|M(a,b) — M| < eps.

5. Soit (a,b) € I avec a # 0 et b # 0 et (un)nen €t (Un)nen les suites définies par la relation de récurrence
(R). Pour tout entier n positif, on pose ¢,, = u, — v,. Montrer que pour tout n > 0, on a :

2
Cn

0 < Cn+41 <

3

8
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.7

1. Pour que les suites (uy)nen et (Un)nen soient bien définies par la relation de récurrence (R), il faut
et il suffit que le produit u,v, soit positif pour tout entier n > 0. Montrons par récurrence que :

2.

t(P(n

) u, = 0et v, > 0" pour tout entier n > 0, ce qui impliquera que u,v, = 0. P(0) est vraie

car ug = a > 0 et vg = b > 0. Supposons que P(n) est vraie pour un entier n > 0, on a alors
Upt1 = (Up + Up)/2 2 0 et upv, = 0, ainsi v,41 = \/unv, = 0. Donc P(n + 1) est vraie.

(a)

(c)

(d)

Soit n > 0. Comme u, et v, sont positifs, il s’ensuit, 0 < (\/Un — \/Vn)? = Up + Uy — 2\/Un v, et il
vient /u,v, < (tn + vy,)/2. On en déduit que vy,41 < Up41. Ainsi, on a v, < u, pour n > 1. Soit
n=1, upp1 = (up +v5)/2 < (Up + upn)/2 = uy, (car v, < uy,). Enfin, par croissance de la fonction

racine sur R™, v, 1 = /UnUp = \/Unr/Un = /Un\/Un = U (car v, < uy).

D’aprés les questions 1) et 2)(a), on a pour tout n > 1, 0 < vy < Vpt1 < Upt1 < Up. On en déduit
d’une part que la suite (u,) est décroissante a partir du rang 1 et qu’elle est minorée par 0 donc
elle converge vers un réel [ > 0. D’autre part, la suite (v,,) est croissante, positive et majorée par
uy & partir du rang 1 donc elle converge vers un réel [>0. Enfin, par passage a la limite dans la
relation u, 1 = (up + v,)/2, il découle que I = (I 4 1)/2 et donc que I = = M(a,b) > 0.

Soit a > 0. Si b = a, on montre par une récurrence immédiate que u,, = v,, = a pour tout n > 1.
Ainsi par passage a la limite, on a M (a,a) = a. Maintenant si b = 0, on a par récurrence immédiate
vp, = 0 pour tout n > 0. Ainsi par passage a la limite, on obtient M (a,0) = 0.

Soit (a,b) € I. On appelle (4y,) et (9,,) les suites associées aux conditions initiales g = ta > 0 et
o =tb >0 (car t > 0) par (R). On peut alors les comparer & (u,) et (v,) qui ont pour conditions
initiales ug = a et vg = b. Montrons par récurrence que “P(n) : @, = tu, et 0, =tv,” pour n > 0.
P(0) est vraie par définition des condtions initiales. Supposons P(n) pour un entier n > 0. On a alors
Unt1 = (Gn + 0n)/2 = t(un +v,)/2 (d’aprés P(n)) et ainsi dp41 = tupy1. On a aussi en utilisant
P(n), (R) et le fait que t > 0 : TUpy1 = VU Op = VE2Up Uy = t3/Up Uy, = tpq1. Done P(n + 1) est
vraie. En passant a la limite sur les relations @, = tu, et 0, = tv,, il vient M (ta,tb) =t M (a,b).

Soit (a,b) € I. On appelle () et (0;,) les suites associées aux conditions initiales 4o = (a + b)/2 =
uy = 0 et 99 = vab=v; > 0. Par récurrence immédiate, on a @, = u,+1 et 0, = v,41 et donc par
passage a la limite, il vient : M ((a +b)/2,vVab) = M(a,b).

D’aprés la question 3)(c), on a M(b,a) = M (%%, Vba) = M (%52, Vab) = M(a,b).

4. D’aprés 2) (a), (u,) et (v,) sont respectivement décroissante et croissante a partir du rang 1 et v, < u,
pour n > 1. Il vient donc v, < M(a,b) < u, pour n > 1. On conclut que |M(a,b) — v,| < u, — v,. Cette
derniére inégalité est utilisée comme critére d’arrét dans la procédure.

function M=moyennearithmgeo(a,b,eps) u=(auxl+aux2)/2;
u=(a+b)/2; v=sqrt(auxl *aux2);
v=sqrt(axb) ;\smallskip end
while(u-v> eps) M=v;
auxl=u; endfunction
aux2=v;

. D’apres la question 2)(a), on a v,4+1 < 4,41 pour tout n positif. Donc, on a 0 < ¢,41. De plus, on a

d’aprés la question 2)(a), Upt1 + Unt1 = 20n41 = 201 = 2/ ab > 0 (car (v,,) est décroissante a partir du
rang 1 et a,b > 0). Ainsi, on obtient :

2
i+ 01 s i) (24— w, _ Y24 02) — g, _

B (
C"“‘( 2 *V“"””) Uit + Vgt 2ab S 9vab S 8Vab
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EXERCICE 2.8
+oo
Soit g : R — R une fonction continue telle que / gz(t) dt converge. On pose, pour tout x réel :

— 00

+oo
f(a) = / D g(r)

1. Montrer que la fonction f est bien définie sur R.

2. (a) Pour tout x réel, soit ¢, la fonction définie sur R par :

+oo
VAER, %(A):/ (g(t) — e @ D)2 at.

En considérant le signe de la fonction ¢, sur R, établir 'inégalité :

(/:OO e g(t) dt>2 < </+oo e2(@—1) dt) x (/

x x

o g2 (t) dt) .

(b) En déduire que lim f(x)=0.

r— 400
3. Montrer que f est dérivable sur R et que, pour tout z réel, f'(z) = f(z) — g(x).

4. (a) En utilisant la question précédente, montrer que pour tout a réel et tout = > a, on a :

/;f2(t)dt< (/jﬂ(“dt)m(/a ()

2
(b) En déduire 'inégalité :

x

1/2
G2(1) dt) T

/fo(t)dt</$92(t)dt+f2($)
+oo

+oo

(¢) Montrer que/ () dt g/ g*(t) dt.

— 00 — 00
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.8
+oo
et g sont de carré intégrable sur [z, +oo] ( / g*(t)dt converge), donc leur

— 00

1. Les fonctions t — e*~?

a’ + b?
5
2. (a) D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, (la fonction ¢, est positive pour tout A € R et est un trindéme
en A, donc, le discriminant est négatif ou nul ) on a :

produit est intégrable d’aprés I'inégalité |ab| <

too 1/2 +oo 1/2 1 too 1/2
sis ([T eea) ([T ewa) <o ([ g%t)dt)
+oo
Comme g est de carré intégrable, alors / g*(t)dt — 0 donc Em f(z) =
+oo “+oo

(b) On remarque que, pour tout z réel, on a : f(z) = er/ tg(t)dt. De plus, / e tg(t)dt =

oo . T x
/ e tg(t)dt — / e 'g(t)dt. Ainsi, la fonction f est dérivable et, en utilisant la dérivée d'un
0 0
produit, on obtient :
+oo
fla) =t [ ety - et (e g(a)) = f(2) - g(o).

3. (a) Les fonctions f et f’ étant continues, en multipliant la relation précédente par f et en intégrant sur
le segment [a, ], il vient :

/9: f2(t)dt—/x f(t)g(t)dt: /w f(t)f/(t)dt: |:f22(t):| _ fz(x) _ f2(a) < fQ(IL')

:>/ fA(t dt</f dt+f2()

o [ rwas ([ row)” ([ ewa) 20

2

2
b

(b) Rappelons que, pour tout (a,b) € R?, ab < ot . Ainsi, en utilisant 'inégalité précédente, on a :

1/2 1/2

> (/ o)

a

[ om0 ([ 1o
L[ oo [ o
/ £ dt<% / t)dt + (x)

Ainsi, /;f2(t)dt</a 2(t)dt + f2(z).

(c¢) En fixant a dans I'inégalité précédente, pour tout x > 0, on a : / FAt)dt < / g (t)dt + f*(x).

xr
Comme ¢ est de carré intégrable et Em f =0, alors x — / f2(t)dt est bornée donc convergente et,
o0
0

—+o0 —+oo
en passant a la limite lorsque # — 400 dans I'inégalité, on obtient : / f2(t)dt < / g*(t)dt.
a

Il reste & faire tendre a vers —oo pour obtenir le résultat demandé.
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EXERCICE 2.9

n
Soit (up)n>1 une suite réelle. On dit que le produit H u, converge si la suite (v,), définie par v, = H Uy,

n k=1
admet une limite non nulle ¢, et I’on note alors :

EZU1X’LL2XU3X---

1. Dans cette question, on suppose que u, > 0 pour tout n € N*. Montrer ’équivalence entre les trois
propositions suivantes :

(a) le produit H(l + u,) converge ;
(b) la série Z In(1 + u,) converge;

(c) la série g Uy, converge.
n

2. Dans cette question, la suite (uy,), est & valeurs strictement supérieures & —1 et est telle que la série
Z u? converge.
n

(a) Montrer qu'il existe C' > 0 et N € N* tels que : Vn = N, |In (1 +u,,) — u,| < Cul.

(b) En déduire que le produit H(l + uy,) converge si et seulement si la série Z Uy, converge.

n n

n
. . T
3. Dans cette question, pour tout entier n > 1, on pose u, = cos (27) avec x €10, 7[ et v, = H U
k=1

x
(a) On pose : Vn € N*, w, = v,sin (27)
sinx
Montrer que pour tout n € N*, w,, = et déterminer lim wv,.
on n—-+oo

(b) En déduire égalité :
2 V2 \/2+\/§X 2+ 2+ﬁx

= X
us 2 2 2
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.9

1. Par stricte positivité de u, et par continuité de la fonction logarithme :

n

n—-+o0o n—-+oo

a) < ¢): lim (14 ug) = A # 0 si et seulement si 11111 Z In(1 4 ug) =In A
k=0

k=0

c) = b) : comme u, >0, In(1+ up) < wy.

b) = ¢) : Si Zln(l + uy,) converge, alors In(1 + wu,) — 0, donc u,, — 0. Donc In(1 + wy,) ~ up.

2. (a)

Comme Zui converge, la suite (u,) tend vers 0.
In(l+z)—2 1

Par ailleurs le développement limité de In(x + 1) a lordre 2 donne : lh% — =
r—r i

donc le quotient est borné (par C' >0) au voisinage de 0.
Autre idée : majorer le reste intégrale de la formule de Taylor pour In(1 + x).

Donc, par théoréme de comparaison la série E In (1 + wuy,) —uy, converge absolument, donc converge.

Comme la différence des deux séries Z Uy, et Z In(1 + u,) converge, elles sont de méme nature,

n n

et cette derniére est de méme nature que le produit H(l + up) (un, > 0 ne sert pas la dans Q1).

n

n
Comme sinz = 2sin(x/2) cos(z/2), il vient, en posant v, = H ug
k=1

Wy, = Up, X Sin (2%) = H cos (;—k) X sin (2%)
k=1

n—1

H cos (27) X sin (2n71)

k=1

1 1
La suite (w,,) est géométrique de raison X de premier terme w; = cos(z/2) sin(z/2) = 3 sinx et

1 sinx sinx sin x
Wy = g— w1 = —— donc v, = ——Fov — ——
2n 27 sin (27) n—+oo I
. 2
On doit montrer que : — = x7 X Tg X Tg X -« -,
i

ol la suite (25,) est définie par xj41 = ag41/2 avec la suite (ay,) définie par récurrence par o = /2
et apy1 = V2 + ag.
Or par récurrence sur k > 1 on obtient que xj = cos(m/2*). En effet l'initialisation est évidente et
si c’est vrai a 'ordre k, alors, comme cos(2z) = 2cos?x — 1, on a :

0‘%+1 =24 ap = 2(1 4 cos(m/2F)) = 4 cos?(1/28 1) = apy1 = 2cos(m/28H1)

= 2541 = cos(m/2" 1),

7 . . 7 P 7T
Le résultat voulu s’obtient alors avec la question précédente en prenant x = 5"
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EXERCICE 2.10

Dans tout I'exercice, a est un réel strictement positif.

“+o0
On rappelle que pour tout = > 0, U'intégrale / t*“Letdt est convergente. On pose alors :
0
“+oo
Ve >0, I'(z) = / t"te~tdt
0
+oo
1. (a) Montrer que pour tout = > 0, I'intégrale / exp ( — xta)dt est convergente. On pose alors :
0

+oo
Vx>0, I(a,m):/ exp(—xt"‘)dt
0
(b) A T'aide du changement de variable u = xt® dont on justifiera la validité, montrer que
Ia,z)=C xw

ou C' est une constante strictement positive que ’on déterminera en fonction de .

2. (a) Montrer que pour tout & > 0, la série de terme général exp ( — ;vn"‘) est convergente. On pose alors :

+oo
V>0, Se(x) = Zexp (—an®)
n=0

(b) Déterminer }K% Sa(z).

3. (a) Etablir pour tout x > 0, encadrement : S, (z) — 1 < I(a, ) < Sa(z).

(b) Montrer qu’au voisinage de 0, on a : Sy (z) ~ I(a, z).
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.10
1. (a) Soit @ > 0 et x > 0. La fonction t — e~®*" est continue sur R*.

Au voisinage de 400, lim t2e %" =0.
t——+oo

(b) Le changement de variable u = xt® de classe C!, str. croissant, bijectif de R* sur R*, donne :

1 oo 1 1 1. /1
I{a,2) = v / ut/ e dy = 71/I‘ () = C=-T <)
axt’* Jo axrt’® « « «

Coa
2e7@n" — .

2. (a) Comme précédemment, comme x >0, lim n
n—-+o0o

(b) Comme S, est croissante, la limite existe est finie au vaut +oco. Par I’absurde, si elle est finie, comme
e~ ™" > 0, pour tout N € N*, on a :

N
Sa(z) = ™™ = lim Su(z) > N +1
z—0
n=0
Comme c’est vrai pour tout N, on en déduit lir% Sa(x) = 400, ce qui est absurde. Donc lir% Sa(z) =
T—r T—r

+00.
3. (a) On utilise une comparaison série/intégrale avec f,(t) =e

La fonction f est décroissante de RT sur ]0, 1].

—xt®
(b) Il vient (classique) :

too e 1 1
Yz >0, Sa(x)—lgl(a,x)<Sa(x):>5a(as)~/ e "t dtz[(a,m)zil/f‘ ()
0 axr/« e}
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EXERCICE 2.11
Dans cet exercice, « est un réel de |0, 1]. Pour tout entier n > 2, on pose :
n—1
1
a) - Z ka(n _ k)oc
k=1
1 1 1
1. Montrer que S, (a) = T X Zl Gofn) (= /)
2. Dans cette question o = 1.
1 1/1 1
Mont — == -4+ — .
(a) Montrer que =) n<k+n—k’)
(b) En déduire un équivalent de S, (1) lorsque n tend vers +oo.
On suppose désormais que a €0, 1[.
1
t
3. (a) Montrer que l'intégrale /0 m est convergente.
(b) Etudier les variations de f: 2 — —————— sur 0, 1].
ze(1—x)e
e o 1 boooat
4. En lencadrant a laide d’intégrales, montrer que S, («) est équivalent & 5o T =1 lorsque n
n o— (0% J— «@

tend vers +oo.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.11

1. Question évidente.
2. (a) La décomposition est donnée : il suffit de la vérifier.
(b) On a alors :

n—1 n—1 n—1 n—1
1 1 1 1 2 1 2Inn
Sn ]_ = —_— = — — = — —~
0-S s (TirE )
k=1 k=1 k=1 k=1
. boat . :
3. (a) L’intégrale m est convergente, par critére de Riemann en 0 et en 1.
0 _

a2z —1)
(z(1 — )+t
]0,1/2], puis croissante sur [1/2, 1] et admet un minimum en 1/2 qui vaut 4°.

(b) La dérivée de f est f'(z) = qui est du signe de 2z — 1. Elle est décroissante sur

4. On effectue une comparaison série/intégrale sur chacun de ces intervalles. Pour plus de clarté, on suppose
que n est pair (on n’aura pas & écrire des parties entiéres...) et on pose n = 2p.
e Pour k€ [1,p— 1], k/n <t < (k+1)/n = f((k+1)/n) < f() < F(k/n) et

(k+1)/n (k+1)/n (k+1)/n
/ F(k +1)/n)dt < / ()t < / FUk/m)dt
k

/n k/n k/n
soit,
1 (k+1)/n 1
S vmy < [ pede< (ki)
n k/n n
On somme, et par la relation de Chasles, on a :
1 p—1 1/2 1 p—1
=3 f((k+1)/n) < Fydt < =5 f(k/n)
[ 1/n [
e Pour k € [p,2p], le méme type de raisonnement donne :
1 n—1 1-1/n 1 n—1
S S < [ o< S p(k+ /)
n k=p 1/2 n k=p

dt
1—t)e’

1 1
On somme ces inégalités, puis en réindexant, on obtient S, (a) équivalent a Sa 1 / o
n 0
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EXERCICE 2.12

i 1
Soit I = } —z, T [ et f la fonction définie sur I par f(x) = M
2°2 cos T
by . . (n) P, (sinz)
1. (a) Montrer qu'il existe une suite (P, ),>0 de polynomes telle que pour tout n > 0, f\"(z) = (Cos a1
cosx)"

(on exprimera P, 11 en fonction de P,).

(b) Montrer que pour tout n > 1, P, est un polyndme unitaire de degré n dont les coefficients sont des
entiers naturels.

2. Montrer que pour tout z € I, on a : 2f'(z) = f?(x) + 1.
3. Pour tout n € N, on pose a,, = f™(0) = P,(0).

(a) Montrer que 2a; = ag +1et que pourn>1,o0na:

" /n
20041 = Z (k> Oy

k=0
(b) A l'aide d’une formule de Taylor, montrer que pour z € [0,7/2[, la série Z a—?x” converge.
n!
n=0

(¢) On note g(z) la somme de la série Z a—?x" ; on admet que g est dérivable sur [0, 7/2[ et que pour
n>0
tout = € [0,7/2[, on a 2¢'(x) = ¢g?(x) + 1.

Montrer que pour tout z € [0,7/2], on a f(z) = g(z).
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.12

1. (a)

2. Onal+ f(z)* =

3. (a)

1+sinx sin?z + 2sinz + 1
On obtient, pour z € I : f'(z) = —— , f"(z) =
P f(x) (cosx)? (@) (cosx)?
La fonction f est clairement de classe C°° sur I. La propriété a démontrer (existence d’un polynome
P,,) est vraie au rang 0 avec Py = X + 1 et, si elle est vraie & un certain rang n € N, alors,

£ () = (1 —sin®2) P! (sinz) + (n + 1) sin(z) P, (sin z) _ Ppya(sinx)
= (cos x)nt2 ~ (cosz)nt2

ol P41 est le polynéme P,y1 = (n+ 1)XP, + (1 — X?)P!. On a alors Py = P, = X + 1,
Py =X?+2X +1.

Notons que I'unicité du polynéme P,, est immédiate par I’argument classique : un polyndéme ayant
une infinité de racines est le polyndéme nul.

La propriété a démontrer est vraie pour n = 1 (initialisation) et, si elle est vraie & un rang n € N

n
donné, on peut écrire P, = Z ap X" avec a, =1 et a; € N pour tout k € [0,n]. Par la relation de
k=0
récurrence obtenue précédemment, on calcule alors :
n—1

Pppr = X" 4204, 1 X" + Z ((n —k+2)ap—1 + (k+ 1)ak+1)Xk +ay
k=1

Le polynéme P, 1 ainsi écrit est bien unitaire de degré n + 1, a coefficients entiers naturels, ce qui
achéve la récurrence.

2 . ) .
cos*z+ 14 2sinx +sin“x 24 2sinx

cos? x cos? x

=2f"(z).

On constate que ag = a; = 1, donc 2a; = a2 + 1 et, pour n € N*, par la formule de Leibniz,

n

2f(n+1) _ (2f/)(n) — (f2 + 1)(n) — <f2)(n) — Z ( 'Z ) f(k)f(n—k:)

k=0

n
En évaluant en 0, cela donne 2a,, 41 = Z ( Z ) QO pour n € N.
k=0

Comme a,, = f(™(0), par la formule de Taylor avec reste intégral, pour N € N et x € [0,7/2], on

N
an, Tz =N D)
: — —a" = dt.
a: /(@)= Tpe /O N
n=0
P int
Or, fN+D(¢) = M est positif car sint > 0 pour ¢t € [0,7/2] et d’aprés la remarque,
(cost)N+2
I'intégrande étant positive sur [0,z] avec > 0, le reste intégral est positif, d’ou 'inégalité :
N
an
VN eN Vzel0,7/2] Zoﬁx < fla).

e s .
Pour z € [0, 7/2], la série Z —7:90" est une série a termes positifs dont les sommes partielles sont
=
majorées; elle est donc convergente.
Pour z € I, posons ¢(z) = arctan (f(z)) et ¢(x) = arctan (g(x)). Les fonctions ¢ et ¢ sont
! /
g

de classe C! sur I avec ¢/ = T et ¢ = i g Les questions précédentes montrent que
1
o= = 3 donc ¢ = 1 + C sur I, ot C est une constante. Comme ¢(0) = ¢(0) = 7/4, la

constante est nulle et ¢ = 1. Comme f(z) = tan (¢(z)) et g(x) = tan (¢(z)), on a f = g sur I.
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EXERCICE 2.13

dt
VIt 2/ 1 12

—+o0
1. Pour quelles valeurs de x réel 'intégrale / converge-t-elle ?
0

On note alors I(x) cette intégrale.
2. Calculer I(1).
On suppose désormais = > 0.

dt
ViteevaZ+ee

VT
3. En utilisant le changement de variable t = E, montrer que I(x) = 2 /
u 0

4. Soit g la fonction définie sur R’} par :

e
Y A
T Vet

(a) Montrer que g admet une limite en +00 et que lim g(z) = 0.
r— +0o0

V>0, gz

! 1] < e <
T X IT
V1412 1+t
(c) A l'aide d'une majoration de |I(z) — g(z)|, montrer que lorsque 2 tend vers 0 par valeurs supérieures,
ona: I(xz) ~ g(x).

5. ) Calculer la dérivée de ¢ — In(t + Va2 + t2).
En déduire un équivalent simple de I(z) lorsque x tend vers 0 par valeurs supérieures.

(b) Montrer que pour tout ¢ € [0,+/], on a :
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.13
1
V1+ 2z +¢2

Au voisinage de +o00, ¢(t) ~ 5] dont I'intégrale converge.

(d) e Six #0, la fonction ¢ : t —

est continue sur [0, +-00[ & valeurs dans R

1
e Par contre, pour x =0, ¢(t) ~ n (en +00) dont I'intégrale diverge.

Finalement, I est définie sur R*. Par parité, il suffira de ’étudier pour = > 0.

+oo
2.0naI(1):/ dt__
0

1+t 27
3. On écrit :

/ \/1+t2\/x2+t2 / \/1+t2\/x2+t2

On effectue le changement de variable C' proposé. Il vient :

oo dt 0 1 du
/\/5 V14 12y/22 4 2 /f V1t a2 u\/z? + 22 [u? U2 \/1—|—1¢2\/3162—|—7u2
1 2
: 20, — < —= i =0.
4. (a) Pourt>0,o0na m = , dou 0 < g(z) 7z et xl}ﬂr_loog(m) 0

(b) Pour ¢ > 0, la formule de Taylor avec reste intégrale a ’ordre 0 donne :

! 1 /t L </t M <2 <
——1|=|- | ———==5du| < —_— <z
V14 t2 o (1+u?)3/2 o (1+u2)3/2
On peut aussi multiplier par la quantité conjuguée ; pour tout t € [0,/z] on a :

t? t2 5

1
— 1| = < <t"<w
‘\/1—&—752 ‘ VI+E21+V1+12) 1+

(¢) On fait la différence entre I(x) et I’équivalent proposeé. Il vient :

1
[I(z) —g(z)] <2 Wl WA 1‘ dt < zg(z) = o(g(x))

d
@ T 2)) — 1
5. (a) Le calcul donne o (In(t + Va2 +t2)) = -

(b) Donc, au voisinage de 0, on a :

Va2 2
I(z) ~2In <\/M> ~2ln— ~—Inz

Jz

X
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EXERCICE 2.14

+oo —t?

1. Montrer que, pour tout réel > 0, 'intégrale / dt converge.

x

2
+oo et

dt.

On définit ainsi la fonction f sur RY par : Vo >0, f(z) = /

x

2. Peut-on prolonger f par continuité en 07
3. Montrer que f est dérivable sur R* et calculer f’(z) pour tout 2 > 0.
En déduire le sens de variation de la fonction f sur RY .
1
4. Montrer que : Vo > 1, 0 < f(z) < §e’f’32.
1] _ et

5. (a) Montrer que la fonction g définie sur ]0,1] par g(z) = / — dt admet une limite finie en 0.

x

(b) Montrer que f(z) est équivalent & — In(x) au voisinage de 0.

+oo
(c) Montrer que l'intégrale / f(z) da converge et calculer sa valeur.
0
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.14

7t2
e 1
1. L’intégrand est continu et positif sur [z, +oo] et = o ),
t t—o+oo t2
donc par critére de convergence, par négligeabilité, I'intégrale proposée converge.
+oo —t2
2. La fonction f se prolonge par continuité en 0 si et seulement si 'intégrale / 5 dt converge.
0
—t2 1
. e 1 dt . R ) .,
Comme tout est positif et que 0 < . ~ e ou 7 diverge, f ne peut étre prolongée par continuité
t—0 0

en 0.
R

3. Par la relation de Chasles, on a : f(z) = f(1) — / eT dt.

1
Donc, par le théoréme fondamental du calcul intégral, f est dérivable et :

e

Vz >0, f'(x)=— <0,
ce qui montre que f est strictement décroissante sur R
—2
e
4. Pour tout x > lettoutt >z, ona:0< 5 < te—t"

En intégrant sur [z, +oo[ I'encadrement précédent (les intégrales convergent et les bornes sont dans le
sens croissant), on obtient :

+o0o 9
0< f(x) g/ te”"dt = [ —5°

1—et
5. (a) On a — t, donc l'intégrale est faussement impropre.
t—0

(b) Pour tout > 0, on a :

f(x):f(l)—i-/ e;t dt:f(l)—/ 1_:_tdt+/ %dt:f(l)—g(x)—lnx.

En 0", comme In est prépondérant sur f(1) — g(x) qui converge, on a donc f(x) ~ LT In(z).
z—0

(c¢) Par intégration par parties, pour tout (a, A) tel que 0 < a < A, on a :

A

/aA (@) dz = AF(A) — af(a) +/ e da.

a

D’apreés la question 4, par encadrement on a AliIE Af(A) = 0 et d’aprés la question 5.b), on a
—+00

lim af(a) = 0. Par suite :

a—07t
400 +oo 2 1 +oo w2
/ f(z) dz :/ e " dr = —/ e~ 7 du= ﬁ
0 0 x:% \/E 0 2
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EXERCICE 2.15

Soit un entier n € N*. Pour toute variable aléatoire Z définie sur un espace probabilisé (€2, .4, P) qui prend
n valeurs réelles distinctes z1,...,2, (i.e. Z(Q) ={21,...,2,} et pr = P(Z = z) # 0 pour tout k € [1,n]),
on appelle entropie de Z, le nombre réel défini par :

H(Z) == piIn(py).
k=1

n
Pour tout z = (z1,...,2,) €]0,1[", on note hy,(z) = hp(z1,...,2,) = — ka In(zg).
k=1
1. Calculer l'entropie d’une variable aléatoire U qui suit une loi uniforme sur un ensemble {uy, ..., uy}.
2. Justifier que la fonction h,, est de classe C2 sur I'ouvert |0, 1[" et calculer en tout point z €]0,1[", le

gradient V(h,,)(z) et la matrice hessienne V2(h,,)(z) de h,,.

Montrer que la contrainte 1 + - - -4+, = 1 n’est pas critique. Montrer que la condition nécessaire d’ordre
1 pour un extremum de la fonction h,, est vérifiée en un unique point critique =* que l’on précisera.

. Fixons z €]0, 1[" tel que 21 + - -+ + x,, = 1 et notons u = x — z*.

(a) Veérifier que, pour tout t € [0,1], on a : x* + tu €]0, 1[™.
On note alors 1) la fonction définie sur [0, 1] par : ¥ (t) = hy,(z* + tu).

(b) En utilisant la formule de TAYLOR avec reste intégral & Pordre 1 pour v entre les points 0 et 1,
montrer que h, admet en £* un maximum global sous la contrainte z; 4+ --- + x,, = 1.
Ce maximum est-il atteint en d’autres points que x* ?

. Parmi les variables aléatoires prenant n valeurs (chacune avec une probabilité non nulle), quelles sont les

lois de celles qui ont la plus grande entropie ?
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.15

1

5.

n

OnaH(U):fZ%ln%:lnn.
k=1

La fonction h,, est C? comme somme de fonctions C? et :

1
Vie [L,n], 8i(ha) = —(Inz;) —1 et V(i,5) € [L,n]*, 07;(hn) = ——, 07;(hn) =0sii#j.

Donc V(hy)(x) = (- (Inay) — 1,..., —(Inzy) — 1)) et V2(hn)(z) = diag <_$11 . .,_1).

Tn

Posons g(z) = z1 + - -+ + 5. Comme Vg(z) = (1,...,1) # 0, la contrainte g(z) = 1 n’est pas critique,
donc pour que h,, admette un point critique sous la contrainte g(z) = 1, il faut et il suffit qu’il existe
A € R tel que Vh,(z) = AVg(x), soit :

—(nzy)—1=--=—(lnz,) -1,

1 1 1
soit x1 = -+ = x,. Comme z1 +---+x, =1, on en déduit xy =--- =x, = — i.e. 2* = (,...,).
n n n

(a) Onaa* +tu= (1 —t)az* +tx = (toy + (1 — )2}, ..., tx, + (1 — t)z},).
1
Comme z7 = — €]0, 1], par somme d’encadrements (dont 'un au moins est strict car ¢t et 1 — ¢ ne
n
sont pas tous les deux nuls), on en déduit que tz; + (1 —t)z; €]0,1][.

(b) Puisque 1 est de classe C? sur [0, 1], la formule de TAYLOR avec reste intégral & I'ordre 1, entre 0 et
1 donne :

1
¥(1) :¢(0)+z//(0)+/0 (1 — )" (t) dt.

Les formules de dérivation directionnelle du programme d’ECS (dérivée de t — h,(z* + tu) aux
ordres 1 et 2) donnent :

P(0) = (V(hn) (@) et " (t) = ga=pru(w),

Ol @14y est la forme quadratique associée a la matrice V2(hy,)(x).
Or, comme g(z) =1, 0on a :

(V) (@) = AV (g)(@")u) = ur + -4 1ty = (@1 + -+ 20) — (@] + - +2) =1 -1 =0.

Donc la formule de TAYLOR se simplifie en :
1

hn(x) = hy(z) +/ (1 —t)gp+ttu(u) dt < hyp(z*),
0

car V2(h,,)(x) est diagonale avec des coefficients diagonaux strictement négatifs, et donc g 4 ¢, (u) <
0. Ainsi, h,, admet en z* un maximum global sous la contrainte g(x) =1 (qui vaut h,(z*) = Inn).

Il y a égalité hy,(z) = h,(z*) si et seulement si I'intégrale est nulle. Comme il s’agit de I'intégrale
d’une fonction continue négative, cela n’est possible que si la fonction ¢ — (1 — ¢)@ux 4+ (u) est nulle,
SOt Gu= 41 (1) = 0 pour tout ¢ € [0, 1[. Or, ¢gryo(u) < 0siu#0 i.e. x # *, donc h,, atteint son
maximum en z* uniquement.

Pour toute variable Z, on a H(Z) = h,(P(Z = z1),..., P(Z = z)).

D’apreés les questions 1 et 4b, on a donc : H(Z) < hy(z*) = H(U),

avec égalité si et seulement si (P(Z = z1),...,P(Z = z,)) = (P(U = w1),..., P(U = u,)).

Donc, ’entropie est maximale pour les variables qui suivent la loi uniforme et pour elles seulement.
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EXERCICE 2.16

On consideére la fonction f définie par :

fL‘2 1
Vo € R\ 0,1, f(a:):/m e

—_

. Montrer que f est bien définie, de classe C'! sur |0, 1] et sur |1, +o0.
. Calculer la dérivée f’ de f sur RT \ {0,1}. En déduire les variations de f.

. Montrer que la limite de f en +o0o est 4o00.

w N

2

T
1
a) Calculer ———dt pour z € R™ \ {0,1}.
(a) A ) Y P \ {0, 1}

(b) En déduire un équivalent de f(z) en 1.
5. Quelle est la limite de f(x) en 07

=



74 ESCP 2021 — Oral

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.16

1
1. La fonction ¢ — W est définie, continue sur |0, 1[U]1, +00[ donc admet une primitive notée G. On a
n

donc :
Vo > 1, f(r)=G(2?) — G(x).
On en déduit que f est bien définie, et C! sur |1, +o0[. Idem sur |0, 1].
2. On a donc :

, _ , O ) — 2x B 1 _ r—2
Vo € RT\{0,1}, f'(z) = 22G'(2?) — G'(x) 22 ) 2@

On en déduit que f est décroissante sur |0, 1[, puis sur |1, 2], puis croissante sur [2, +00[.

3. On a lencadrement suivant : Vo > 1, Vt € [x,2?], 1n2(1m2) < 1n21(t) < 1n21(z).
2 . 2
D’ott en intégrant sur [z, z?%], Vo > 1, T2y S f(z) < TEIER
(remarque : ceci s’obtient aussi par le th. des accroissements finis pour G)
On en déduit que lim f(z) = +o0.
T——+00

2

# ona'/x L dt = 1
tlnz(t), s tln2(t) ~ 2In(x)’

4. (a) Connaissant une primitive de la fonction ¢ —

(b) Or par encadrement on obtient :

1 1 1

Vo > 1, Vte |z, 2, < < .
v @) e S ke S rml

On intégre :
f(z) 1 f(x)
vz > 1, 2 7 2In(x) x
Soit,
2
x x
v 1 < <
=>4 21n(x) /(@) 21n(x)
De méme,
1 1 1

YV e€]o,1], Vte [z, 1],

< < .
cln(t)  tln®(t)  22In(t)
On intégre mais puisque les bornes ne sont pas dans l'ordre croissant, on a :

f@) o 1 _ @)

v €01, 2 " 2In(z) T =

1
On en déduit qu’'un équivalent de f(x) en 1 est ——.
21n(x)
1
5. Puisque la fonction ¢ — —5— est prolongeable par continuité en 0, on en déduit que la limite de f (x)

n”(t)

quand z tend vers 0 est 0.
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EXERCICE 2.17

1. Soit la fonction F': z — / (1 + |sin(t)])dt
0

a) Montrer que F est définie et de classe C! sur R

(
(b

Déterminer lim F(x).
Tr—r+o0

)
)
(¢) Montrer que F est une bijection de Ry sur Ry.

(d) Montrer que la fonction définie par h(x) = F(z) — z est strictement croissante.

2. Soit (v, )nen une suite a valeurs réelles positives ou nulles telle que lirf Uy, = +00.
n——+00

n
Pour tout n > 0, on note S,, = Zvi la somme partielle d’ordre n de la série Z Uy -
=0 n=0

(a) Montrer qu’il existe une unique suite (u,)necn positive telle que :

Un+1
up = 0 et pour tout n > 0, / (14 |sin(t)])dt = v,

Un

(b) Montrer que la suite (u,) est croissante.

(c) Déterminer lim 1w,
n—-+oo

3. (a) Calculer F (k) pour k € N.

(b) Exprimer F(u,) en fonction de S,_;.

T
(¢) Montrer qu’au voisinage de +00, on a : u, ~ mSn_l.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.17

1. (a) La fonction g : ¢ — 1 + |sin(¢)| étant continue sur R, le théoréme fondamental du calcul intégral
entraine l'existence de I'intégrale de g sur [0, 2] et donc de F'(z); de plus, F est la primitive de g qui
s’annule en 0, elle est donc dérivable et F' = g est bien continue sur R,. Donc, F est C* sur R.

(b) On a: 1< 1+ |sin(t)| = = < F(x) par croissance de l'intégrale.

donc lim F(z) = +o0.
T—+00

(c) La fonction F' est continue et strictement croissante de Ry sur R, avec F(0) =0 et liI_P F(z) =
T—r—+00
+00; c’est donc une bijection de Ry sur R, .

(d) La fonction h(z) = F(z) — x est croissante car dérivable et de dérivée |sin(x)| > 0. De plus, sinz
ne s’annule qu’en des points isolés, d’ou la stricte croissance de h.

2. (a) Les conditions voulues sur la suite (u,) équivalent a : ug = F(0) et Vn > 1, v, = F(unt1) — F(un),
soit encore, en calculant les sommes partielles et en posant S_1 =0 :

vn > O, F(Un) = Sn—1~

Comme F est bijective cela prouve l'existence et 1'unicité de (u,), donnée par u,, = F~1(S,_1).
(b) La fonction F est croissante, donc F~! aussi, tout comme la suite (S,,_1) (car v; > 0), donc (u,)
est croissante.
(c) L’égalité s’écrit v, = F(unt1) — F(uy). Par somme et télescopage, F(u,) — F(ug) = F(uy) = Sp—1
et par bijectivité de F, u,, = F~1(S,,_1) — +oo0.

3. (a) Ona:
km k—1 (i+1)7
F(kr) = kr + / |sin(t)|dt = km + ) / | sin(t)|dt
0 i=0 YT
k=1
=kmr+ Z / | sin(u + im)|du (changement de variable : u =t — im)
i=0 0
k=1
=kr+ Z/ |sin(u)|du = k7 + k[1 + 1] = k(7 + 2)
i=0 "0
n—1 n—1 Uit n—1
(b) Par télescopage déja vu, F(u,) = Y (F(uip1) — F(ui)) = Y / 1+ [sin(t)|dt = Y vi = Sp_1.
i=0 i=0 v Wi i=0

(¢) e Soit n > 0. L’entier m > 0 défini par m = LU—HJ est tel que : mm < u, < (m+ 1)7 d’ou, par
T
croissance de F', on a : F(mm) < F(up) < F((m+ D7) = m2+7) < Spo1 < (m+1)(2 4 7).

e Pour n assez grand, on am > 0 car lim wu, = +4ooc d’ou :
n——+oo

S 2 Sh_
orr< Tl co AT L Ol o o

m m
\‘UnJ Unp,
seorm=|—|~—
T T

Donc
T
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EXERCICE 2.18

+oo
On note E l’ensemble des fonctions continues sur R, a valeurs réelles telles que I'intégrale / f? (t)dt
0

+oo
converge. Pour f € E, on pose I = / f2(t)dt

0
On consideére la fonction g : R} — R définie par :

Ve eRY, g(x) = %/0 f&)dt

1. (a) Montrer que g est définie, dérivable sur R et qu’elle est prolongeable par continuité en 0.
On note ¢ la fonction prolongée en 0.

(b) Pour z > 0, exprimer la dérivée ¢'(z) en fonction de f(x) et g(z)
2. Soient a et b deux réels tels que : 0 < a < b.

(a) Montrer que : \ ,
2 [ F(09(t)dt = b’ ) ~ ag?(a) + [ o)t

b
(b) On suppose établi le fait que (f|g) = / f(t)g(t)dt est un produit scalaire sur C%([a, b], R) (espaces

vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans R). Montrer que :

/ dt—Q\f\/i

b
(c¢) En déduire : / g (t)dt < 21 + ag*(a) + 2/1 (ag?(a) + I).
a
+oo
3. (a) Prouver alors la convergence de l'intégrale : / g>(t)dt
0

+oo
(b) Etablir la convergence de l'intégrale / f(t)g(t)dt puis montrer que :
0

+o0o +oo
/O Aty =2 / F(t)gt)dt
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.18
1. (a) La continuité de f entraine I'existence d’une primitive F' sur R* ; g est donc bien définie. Elle est

1
dérivable sur R comme produit de deux fonctions dérivables sur RY : z — — et x +— F(z).
x

F(x)—F
La fonction F' est dérivable en 0, d’ou lim M

x—0 xT

= F’(0) = £(0). Ainsi i%g(m) = f(0).
(b) Pour # > 0, ¢'(x) = é(f(x) ~g(@)).
2. (a) Comme une primitive de f est x — xg(x) sur R, pour a > 0, par intégration par parties, on a :
b b 1
| aterie = ea(oato). - / 100} (000t = bg*0) @)~ [ g0t [

b
soit encore, / f@) = bg*(b) — ag®(a) —|—/ g>(t)dt  (1).

a
Sia=0,on remplace a par o > 0 dans (1) ; alors le résultat reste vrai en faisant tendre o vers 0.
(b) D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

b b b b
| oty < \/ / f2(t)dt\/ | o< w | oo
b / /
D’ofl/ g*(t)dt — ag®(a) < 2 I (t)dt — bg?(b) < 2 I t)dt, car bg*(b) > 0,

d’otul le résultat voulu.

(¢) On reconnait le début d’un carré dans I’expression précédente :

( /b92<t>dtﬁ)2I<ag2<a>:»‘\//bg2<t>dtﬁ < V@@ +1
| [ Pt < VTt Vag@ v

b
et en élevant au carré : / g (t)dt < 2I + ag®(a) + 2/ 1 (ag?(a) + I).
a

b
3. (a) e La fonction g étant continue sur Ry, la fonction h : b — / g*(t)dt est bien définie. Elle est

0
croissante (positivité de l'intégrale) et majorée (2.c), elle admet donc une limite finie lorsque
b — 400 (théoréme de la limite monotone).

1
(b) i. Ona0 < |f(t)g(t)] < 5(]"2(15) + ¢2(t)). Ainsi par le théoréme de comparaison des fonctions

+oo
positives, les questions précédentes entrainent que / |f(t)g(t)|dt converge.
0

b b
ii. Dans la question 2.a, pour a = 0, il vient : bg?(b) = 2/ f)gt)dt — / g (t)dt et
0 0

+oo +oo
lim bg?(b) :2/0 f(t)g(t)dt—/o P(H)dt = M

b—+o0
o . o M .
Nécessairement M = 0, sinon on aurait : g*(t) ~ < e contradiction avec la convergence de

“+oo
/ g*(t)dt. D’ott M = 0, ce qui entraine le résultat de la question.
0
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EXERCICE 2.19

z
1. Montrer que pour tout n € N, I'intégrale / (tanx)™ dx est bien définie. On la note alors I,,.
0

2. Montrer que la suite (I,,)n>0 est décroissante et positive.
Que peut-on en déduire sur la nature de la suite (I,,)n>0 et sur sa limite éventuelle £7?

3. Pour tout entier naturel n, calculer I,, + I, o en fonction de n.
En déduire la valeur de /.

4. Déduire de la question précédente que :

VpeN*, Ipy=(-1)"|Io+ Ep: 1"
p ) 2p — 0 2%k — 1
k=1
Trouver une expression semblable de Io,41, pour p € N.

. . (—1)k
5. En déduire que la série E
= 2k +1

(-1)*
k

converge et donner sa somme.

Montrer que la série E
k=1

converge et préciser sa somme.

6. La série Z I,, est-elle convergente ?
n>=0
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.19

1. En effet, I, est I'intégrale sur le segment K = [0, %} d’une fonction continue.

. . ™
2. Comme tan est strictement croissante sur K, on a : 0 = tan(O) < tanz < tan (Z) =1.

Ensuite, la décroissance des puissances entiéres positives d’un réel de [0, 1] donne :
Vn € N,0 < (tanz)" ™ < (tanz)" < 1.

Puis, on intégre sur [0, 7/4], les bornes étant bien rangées, et 'on obtient : 0 < I, 41 < I,,.
Ainsi, la suite (I,,) est positive et décroissante. Donc, par le théoréme de la limite monotone, elle converge

i
vers une limite £ et par passage a la limite sur inégalités, on a 0 < ¢ < [y = 1
3. On remarque que :

1
n+1’

i 1
I+ Inio= | tan™z(1+ tan’z) do = tan" !
v+ Lo /0 an™ (1 + tan® z) dx n+1[an x

[=IFNE

Du coup, en passant a la limite, on a : 2¢ = 0, soit £ = 0.

4. Par récurrence sur p :

e La formule proposée est évidemment vraie pour p = 1 car Iy + I, = 1.
(=1)*
k—1

5 est vraie pour un entier p positif, alors d’aprés la

e Sila formule Iy, = (—1)P | Iy + Z
1<k<p
question précédente,

Lpt1) = L—IQ = ¥—(—1)p Iy + Z (=D ) _ (=1t | I+ Z (=1)*
p+1) = p = = ’
W+ 1 W+ 1 o 2k 1 = -1

(71)p+17k

oh1 pour k = p+ 1. Donc, c’est vrai a 'ordre p + 1.

correspond bien a

1
car le terme
2p+1

(=D*

On obtient aussi : Vp € N*, Iy, = (—1)P | ;1 + Z ok

1<k<p

5. Comme (—1)PI5, tend vers 0 (produit d’une suite bornée et d’une suite de limite nulle) lorsque p tend

(="

vers +00, on en déduit que la série de terme général -

(k > 1) est convergente et que :

+oo k 400 k
(=D Ty (=1 ™
=-Ih=——= =Iy=-.
= 2k —1 4 k:02k—|—1 4
) o o (D
De méme, la série de terme général o (k > 1) est convergente et :
400 k 400 k
(-1) = In(2) (-1)
2o =—-I =—[ln|cosz|]§ =— 5 et kél T = —1In(2).

6. D’apres la formule trouvée a la question 3, si la série de terme général I,, convergeait vers S finie, alors la

série de terme général I, + I, 1o = convergerait aussi comme somme de deux séries convergentes,
n

ce qui est faux d’apres le cours (série harmonique). Ainsi, la série de terme général I, est divergente.
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EXERCICE 2.20

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On note I, la matrice identité de M,,(R) et J,, la matrice de M,,(R) dont tous les éléments valent 1.

1. Déterminer le rang de J,, et en déduire ses valeurs propres. La matrice J,, est-elle diagonalisable ?
Dans toute la suite, on considére la fonction f, définie sur R™ par :

fn(xla s 7xn) = <Z$Z> exp (— Zx?)
i=1 i=1

2. Montrer que f, est de classe C? sur R”.

3. Montrer que f,, posséde deux points critiques a et b = —a, avec a dont les coordonnés sont positives.

-2
On admet que la hessienne de f, en a est H,(a) = —(nl, + Jp).

V2ne

4. Etablir que f,, posséde un extremum local en a. Quelle est sa nature ? Donner sa valeur.
On admet que f,, posséde un extremum local de nature et de valeur opposées en b.

5. (a) Etudier la fonction h définie sur R, par : Vi > 0, h(t) = te=*".

n 2 n
(b) Montrer que, pour tout (z1,...,x,) de R", (Z l‘k> <n Z x%
k=1 k=1

(¢) ) Déduire des deux questions précédentes que f,, admet en a et b des extremums globaux.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 2.20

1. Les colonnes de J, sont toutes égales et non nulles, donc J,, est de rang 1.. Ceci montre que 0 est valeur

n
propre de J,,, associée & un sous-espace propre de dimension n—1 qui est le noyau de (z1,...,z,) — Z Tk.
k=1
1
Son orthogonal est la droite engendrée par le vecteur qui est vecteur propre associé a la valeur
1

propre n = tr(J,). La matrice J, est symétrique réelle, donc ortho-diagonalisable.

2. La fonction f, est composée d'un produit de fonctions polynomiales de classe C? sur R™, & valeurs dans
R, et de la fonction exponentielle qui est de classe C* sur R, donc est de classe C? sur R"™.

3. Par dérivation d’un produit, pour tout i € [1,n] :

Oifn(z) = (1 — 2z Z$k> exp <— Zﬁ)
k=1

k=1

n
1
Les points critiques de f,, sont les (z1,...,2,) qui annulent 1 — 2x; Z xr =1 —2x;S,, donc x; = 25
k=1 "

n
pour tout i € [1,n]. En sommant, on obtient 252 = n soit S, = i\/g. On en déduit que les points

critiques de f,, sont a = —(1,...,1) et b = —a.

Van

4. La matrice J, étant diagonalisable, il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale
D,, = diag(n,0,...,0) telles que J, = PD,'P. D’aprés 'énoncé, H,,(a) est diagonalisable et ses valeurs

propres sont —— qui sont négatives. Donc, f, admet un maximum local en a.

oot —4n
vne  /ne
[n
Sa val t fn(a) =/ —.
a valeur est f,(a) 5

1 1
5. (a) Une étude de la fonction h montre qu’elle admet un maximum sur Rt en ¢t = — qui vaut —.

V2 V2e
(b) C’est l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
n
(c) Avec la notation ||z||? = Z 7, les deux questions précédentes donnent :
k=1

n

| a(@)] < Vallalle” " = | ()] <4 /52

Donc, f,, admet en a et b des extremums globaux.



