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SUJET N° 1
Soit E 'espace vectoriel des fonctions polynomiales de R dans R. Pour f € E, on pose ||f||lcc = sup |f(¢)].
t€[0,1]

1
1. Soit ¢ I'application définie sur E par o(f) = F avec F' = f et / F(t)dt = 0.
0

(a) Montrer que ¢ est bien définie.
(b) Justifier que ¢ € L(F).

2. (a) Justifier que l'ensemble

el
A{ Tl ’fEE\{O}}

est non vide et majoré. On note M sa borne supérieure.

(b) Soit f € E, F = ¢(f) et G la primitive de F' sur R s’annulant en 0.

Pour z € [0, 1], exprimer G(0) et G(1) en fonction de G(z) a 'aide de la formule de TAYLOR avec
reste intégral.
En déduire

(1—2)2+ 22
v, Ir@i< | S0 ik
(c) Déterminer M.
3. On définit une suite de fonctions de E par Py =1 et
Vn € N, Pn+1 = @(Pn)

(a) Expliciter P; et P.

(b) Soit x € [0, 1]. Montrer que la série de terme général P, (z)t", n € N, converge pour tout réel ¢ tel
que |t < 2.
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SOLUTION DU SUJET N° 1

1. (a)

Le polynoéme f € E a des primitives polynomiales sur R; si H est celle qui s’annule en 0, les autres

sont de la forme H + &k, k € R; alors

1 1 1
0:/(H+k)<:>k:—/ H dou F:H—/ H
0 0 0

d’ou 'existence et 'unicité de F'.

Le polynéme F' € E par primitivation, et ¢ est linéaire par linéarité de l'intégration et de f+— H .

Soit £/ = E'\ {0} qui est non vide; la fonction f € E’ est polynomiale donc continue sur le segment
[0, 1], donc bornée ; de méme pour ¢(f). Enfin, ||f||cc = 0 implique f = 0, ce qui est exclu pour
f € E’. Donc A est bien défini et non vide.

Pour tout = € [0, 1],
/Oz F(t)at /01 UO f(t)dt} s

F(z)| = -
1
< |\f|\oo+/0 11 Fllsods < 211 fllso

< [ [ [[ 1] as

Ainsi M < 2.

G(0) = G(x)+(O—x)G’(:c)+/0(0—t)G“(t)dt et G(1)= G(:v)+(1—x)G’(x)—i—/l(l—t)G”(t)dt

xT xr
Pour tout « € [0, 1], par soustraction vu que G(0) = G(1) =0 (par hypothése sur F), il vient

1

Flz) = G'(z) = —/ (1= )G (t)dt + /0(0 _ 0@ (t)dt

x

F@ <l ([ a-ars [Ca) =[S

(1—xz)*+2? N o1 o1 1
Pouer[O,l],f:(x—§) +Z<§;douM<§.
Pour f=1,ona F(z)=2z—1, ||fllc=1 et |[|[F|loc =3 ; donc M > 3, d’ou I'égalité.
1 2?2 1
Pia)=a— > et Po(a) = = L 4 =
Ona Pi(z)==x 5 © > () 5 2+12

. D’ou si |t| < 2 alors

m@e< ()

qui est le terme général d’une série géométrique convergente.

i 1
Par récurrence, ||Py]]c0 < on
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SUJET N° 4

“+oo
Dans tout l'exercice, f désigne une fonction continue sur R telle que l'intégrale I = / f(t)dt converge.
0

On note F' la primitive de f qui s’annule en 0.
On pose, pour tout réel x strictement positif :

K(z) = - /O tf(t)dt

1. Un exemple. On suppose dans cette question que f est la fonction définie par :

= —
/ 1+¢2
Vérifier que f répond bien aux hypothéses de I'exercice et déterminer les limites de K (z) aux bornes de
son domaine.

Dans la suite, on revient au cas général ou f est quelconque .
2. Déterminer lim K(z).

z—0+
3. (a) Soit € un réel strictement positif.

Montrer qu'il existe un réel A > 0 tel que pour tout « > A, on a :|F(z) — I| < e.
r——+00 I

1 T T
(b) Montrer que lim 7/ F(t)dt = I (on pourra découper / F(t)dt en fonction de A).
0 0

(c) En déduire la valeur de lim K(x).

r—+o0
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SOLUTION DU SUJET N° 4

o . - In(1 + 2?)
1. Par calcul d’une primitive de ¢ — f(t) puis de limite, on a la convergence et K(x) = —
Dot lim K(x)=0et lim K(x)=0
r—0t r—+00
* G(z) — G(0
2. Posons G(z) = / tf(t)dt la primitive de t — tf(t) qui s’annule en 0. Alors, K(z) = (mx)i()()’ d’ont
0 _
. _ / _
iﬁ%K(m) =G'(0) =0.
3. (a) Comme lintégrale est convergente, on a liIE F(z)=1.
Tr—+00
1 [ .
(b) On remarque que 7/ Idt = I. Ainsi
T Jo
1 (" 1 (" I 1 ("
f/ Ft)dt — I = f/ (F(t) — D)t = f/ (F(t) = D)dt + f/ (F(t) - I)dt
T Jo T Jo T Jo T JA
1 x
Par définition de A et inégalité triangulaire, on a : - / (F(t) — I)dt‘ <&l <,
A
et il existe B tel que si x > B alors :
I C
7/ (F(t) - I)dt| = =2 < ¢
T Jo x
xT
Ainsi si > max(A, B), on obtient / F(t)dt — I’ < 2e.
0
T 1 T
(c) On intégre par parties / tf(t)dt et on divise par z. Il vient K(z) = F(z) — - / F(t)dt. D’apres
0 0

ce qui précede : lim K(z) =0.
xr— 400
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SUJET N° 8
Soit f la fonction définie sur Ry par : f(x) = __r

2(1+v1+az)

Soit (vp)nen la suite définie par son premier terme vy (avec vy > 0) et la relation de récurrence :
Vn € Na Un+1 = f(vn)

1. Montrer que la suite (v, )nen est bien définie, strictement positive et qu’elle converge vers 0.
2. Trouver un nombre o € R tel que : In (,/vn + VU, + 1) ~  v,%.

n——+00
2f'(x) _ 1 .
V@) (f2) +1)  a(z+1)

4. Pour tout n € N, trouver une relation simple entre w1 et w, (on pourra effectuer un changement de
variable z = f(t) aprés avoir justifié).

Dans la suite, on admet que : Vx > 0,

3. Pour tout n € N, montrer I'existence de l'intégrale suivante :

On la note w,.

Wo
27.
5. Dans cette question, on pourra utiliser sans démonstration
que la dérivée de la fonction h : x — In (\/5 + vz + 1) sur R est donnée par :

En déduire que, pour tout n € N, on a : w,, =

foN 1
hie) = 2/x(z+1)

Trouver un équivalent de v,, qui ne dépend que de n et vy, quand n tend vers +oo.
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SOLUTION DU SUJET N° 8

1. Montrons par récurrence sur n > 0 la relation : v,, est défini et v,, > 0.
e Comme vy > 0 est donné, la relation est vraie pour n = 0.

e Si la relation est vrai pour n, alors, comme f est clairement définie sur Ry, v, 41 = f(vy,) est défini.
Or, pour tout x > 0, on a clairement f(z) > 0, donc v,4+1 > 0.
Ainsi la relation est vraie a 'ordre n + 1.

Autre rédaction : f est définie sur Ry et ona: Vx>0, f(x) > 0 i.e. la partie R est stable par f et vy € RY.

’ . . NET CUn41
Comme v, > 0, on peut étudier la monotonie de (v,) & laide de : o A+ Vit < 1 < 1.
Donc (v,) est décroissante et minorée (par 0); ainsi elle converge, d’aprés le théoréme de la limite
monotone.
Comme f est continue, en passant a la limite dans la relation de récurrence, on a : £ = f(¢).
Soit £ =0 ou 2(1 + /1 + ¥¢) = 1. Comme la seconde égalité est impossible, on a donc lim(v,,) = 0.

2. D’aprés un DL usuel, ona: vz +vVI+z—1 = o+ 5 +o(x) ~ Va (terme prépondérant).
x r—

—0

En posant v = v/ + /1 + 2 — 1, qui tend vers 0, dans ’équivalent usuel In(1 + u) ~,wona donc :

uU—r

In (Vo +v1+a) :0\/5+\/1+sz :0\/5.

Comme lim(v,,) = 0, on peut remplacer x par vy, soit : In (./vn + v, + 1) ~ Un% i.e. o= %

n—-+oo

1
3. La fonction ¢ — ——=—= est continue par morceaux sur |0, +0oo[.

tHt+1)

1 1
Comme v,, > 0, la convergence de I'intégrale ne pose probléeme qu’en 0. Or : 0 <

tt+1) =0\t
1
Donc, comme / — converge, par théoreme de comparaison 'intégrale
0

vn dt
———— existe.
Vit /0 Vit +1)

tn dt
Autre idée moins acceptable : utiliser la dérivée fournie a la fin de 1’exercice pour calculer /
X

Vit +1)

puis montrer que cela converge quand X tend vers 0F.

f@)(f(x) +1)

2v/1+x
changement de variable = f(t) qui est C!, strictement croissant, bijectif de ]0, u,] sur |0, u, 1] :
f'(t) 1

w = [ [ wo [ L
T Ve b VIHUGBH D @20 i+ 20"

On voit que la suite (w,) est géométrique, donc w,, = (%)" wo.

4. Comme f(0) =0 et v,41 = f(vy), et comme f'(x) = > 0, on peut effectuer le

5. D’apres la primitive fournie par ’énoncé, on a :

[ (2 In (\/iJr Vi + 1) ) }Zn =2In (\/’UTLJr Vo, + 1) et 21}7},% d’apres Q2.

vndt
Wy, = . —
/0 VEE+1)

w2

2

1 1\" [* dt 2n
Donc, d’aprés Q4 :v,, ~ —2=—|(= —— | = ()" I® (Voo + Vo +1).
onc, d’apres Q4 : v e 4((2> /0 t(t+1)> (2) n ( vo + vo-i-)
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SUJET N° 12

+oo
1. (a) Montrer que pour tout n € N*, lintégrale / mdm converge. On la note I,,.
0 x

3n—1
I,.
3n
(¢) En déduire, pour tout n de N* expression de I,, en fonction de I et de n.

(b) Etablir que pour tout entier n € N*, ona: I, =

2. Une urne contient initialement une boule blanche et deux boules rouges. On effectue des tirages successifs
d’une boule dans 'urne suivant le protocole suivant : a chaque extraction d’une boule, on note sa couleur
puis on la replace dans 'urne accompagnée de trois boules ayant la méme couleur que celle-ci. Pour tout
n € N* on note p, la probabilité d’obtenir n boules rouges lors des n premiers tirages.

Exprimer p,, en fonction des intégrales Iy, (k € N*.)

1 [tee B3\ "
3. (a) Montrer que pour tout entier n € N*, ona: [, = —1/ (1 + ) dt.
ns Jo n

400 t3 —n
On pose alors, pour tout n de N*, a,, = / <1 + > dt.
0 n

(b) On pose, pour tout t de Ry et tout x de RY, g;(z) = —zIn (1 + > et u(x) = (1 + ) )
x

6
. ’ o
x(x + 13)?2 ot zgrfoogt(x) =0

Etudier la monotonie de la fonction u;.

On donne g} (z) =

(c¢) En déduire convergence de (a,). On note ¢ sa limite.

+oo
(d) On admet 'existence de I'intégrale I = / e~ dt. Montrer que £ > 1> 0.
0

(e) Déterminer un équivalent de p,, lorsque n tend vers +oco, en fonction de £ et de I.
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SOLUTION DU SUJET N° 12

1.

2.

3.

1
(a) Soit n € N*. La fonction f, : x — s est continue et positive sur [0, +00].
x
1 teo
De plus : f,(x) fodin et /1 ﬁdm converge car 3n > 1.
Donc, par théoréeme de comparaison, 'intégrale I,, est bien définie.
—3nz?
(b) Soit @ > 0. Par intégration par parties avec u(z) = (1+2%)7", v'(x) = 1, v'(x) = #, ona:
x n
@ 1 x r @ 3
—Fdr = | —— —|—3n/ ——dx
/o (1+a%) [<1+x3> Y T
a 1421
= +3n/ ——=dx
(]_ + ad)n o (1 + x3)n+l
a e 1 @ 1
= ————+3n / 7ndx—/ ———dx
1+ a)" < 0 (1129 0 (1429 )
. . 3n—1
Quand a tend vers 400, on obtient : I,, = 3n(l,, — I,41), soit : [,41 = 3 I,.
n
"3k —1
(c¢) Un raisonnement par récurrence permet alors d’établir que : Vn € N*, [, = I3 %
k=1
Soit n € N*. Pour tout k € N*, on note Ry, : « on obtient une boule rouge au k-ieme tirage ».
2 5 8 3n—1
Ona:Vn > 2, P(Rl) = g, PRl(R2) = 6, PleRQ(Rg) = §, ceey PRlﬂ...ﬁRn,l(Rn) = 3n .
Ainsi, d’apres la formule des probabilités composées :
“3k—-1 I,
pn=P(RiN...NRy) = P(R1)Pr,(R2)... Pryr.rr,_, (R) = || =
P 3k I

car I; n’est pas nulle (intégrale d’une fonction continue positive, non indentiquement nulle, sur un
intervalle d’amplitude non nulle).

(a) On fait le changement de variable affine t = n3z dans lintégrale I,

(b) Comme g; est clairement positive sur R, alors g; est croissante sur R% et de limite 0 en +o00. Donc
g¢ décroit sur R% , tout comme u; = exp o g;.

(c) Pour tout réel ¢ positif, u; décroit sur |0, +oo[ donc, pour tout n € N* : uy(n + 1) < ug(n).
Alors, par croissance de l'intégrale (bornes dans lordre croissant), on a : Vn € N*, a, 411 < ay.
Ainsi (a,,) décroit. Or, par positivité de I'intégrale, (a,) est minorée par 0 donc elle converge.

* en +oo (puisque g;(z) — —t%) donc

Tr——+0o0

pour tout n de N*, u;(n) > e~t’. Par croissance de Iintégrale, a,, > I. Comme I est 'intégrale

d’une fonction continue et strictement positive sur un intervalle non réduit & un point, elle est

strictement positive.

(d) La fonction u; décroit sur |0, +oo] et a pour limite e~

Par passage a la limite, £ > I > 0.

1
(e) On en déduit que : p, ~ -
+oo 1 n3
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SUJET N° 13

1. Etudier les variations de la fonction f définie sur R, par : pour tout z € R, f(z) = ze®.
2. (a) Montrer que la restriction de f & [—1, +-o0[ réalise une bijection sur un intervalle J qu’on déterminera.
On note W la réciproque de cette bijection.
(b) Déterminer W (0) et W'(0).
(c) Déterminer un équivalent de W (x) lorsque = tend vers 0 et un équivalent de W (z) lorsque = tend
vers —+o00.
(d) Tracer les courbes représentatives de f et W.
3. Montrer rapidement que la restriction de f & | — oo, —1[ réalise une bijection sur un intervalle J' qu’on
déterminera. On note V' la réciproque de cette bijection.
4. Soit m réel.
Déterminer le nombre de solutions de 1’équation xe® = m.
Exprimer, lorsqu’elles existent, ces solutions a 1’aide des fonctions W et V.
5. Soit a, b deux réels non nuls. Soit ’équation e*® + bx = 0. Déterminer le nombre de solutions de cette
équation en fonction de a et b.
Exprimer, lorsqu’elles existent, ces solutions a 1’aide des fonctions W et V.
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SOLUTION DU SUJET N° 13
1. D’une part f est continue. D’autre part, comme f/(z) = (x + 1)e?, la fonction f est strictement

2.

décroissante donc bijective de | — oo, —1] sur |0, —1/e]. Et f est strictement croissante donc bijective de
[—1, +oo] sur [—1/e, +o0].

(a) Larestriction de f & [—1, +o0o] réalise une bijection sur [—1/e, +00], car f y est strictement croissante.

On note W la réciproque de cette bijection.

(b) On a f(0) =0, donc W(0) = 0. Ensuite comme f’(0) = 1, le théoréme de dérivation des fonctions

()

(d)

réciproques s’applique en 0 et W/ (0) = W =1.

En 0, on a W(z) = W(0) + 2W'(0) 4 o(x) soit W (w) ~ x.
Au voisinage de +oo, comme W (z) > 0, on écrit

= f(W(z) =W(@)eV® = W) +InW(z) =Inz
Or lim W(z) = +o0; donc InW(z) = o(W(z)) et W(z) ~ Inz.

r—+00 +oo

[-] (a faire).

La fonction f est strictement décroissante de | — oo, —1[ sur |0, —1/¢].
C’est donc une bijection de réciproque notée V.

On s’aide de la représentation graphique

a a
. L’équation e + bx = 0 est équivalente & I'équation —aze™** = — | soit f(—azx) = —.

sim €] — 0o, —1/e], il n’y a pas de solution.

sim = —1/e, il y a une unique solution W (m).

sim €] —1/e,0[, il y a deux solutions W (m) et V(m).
si m = 0, une seule solution z = 0 = W (0)

sim > 0, il y a une unique solution W(m).

b b

NP . . a , o
On est revenu a ’équation précédente avec m = — et = remplacé par —ax. Ainsi :

b
si a/b €] — o0, —1/e], il n’y a pas de solution.

si a/b=—1/e, il y a une unique solution —az = W (a/b), soit x = —LW (a/b).
si a/b€]—1/e,0],ily a deux solutions W(a/b) et V(a/b) et x = —1W(a/b), x =

si a/b> 0, il y a une unique solution z = —2W(a/b).

—<1V(a/b).
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SUJET N° 16
Soit la fonction f : [0,1[— R définie pour tout x € [0,1[, par f(z) = In(1 — )
1. (a) Montrer que f admet une primitive F' qui s’annule en 0. Donner une expression de F.
(b) Calculer les dérivées successives de F' au point 0.
(¢) Montrer que pour tout x € [0, 1], pour tout entier n > 2

- zk T rx—t\n
F=-Y g ), (50

2

(d) En déduire pour tout = € [0,1],

00 xk
F() :_kZ:?k(k—l)

Dans la suite, toutes les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).

2. Soit p un réel fixé de ]0,1[. On note ¢ =1 — p.
Soit X une variable aléatoire telle que X (2) = N et Vk € N, P(X = k) = pq".

On pose
1

X +1)(X +2)

(a) Montrer 'existence de lespérance E(X) et de la variance V(X), et les calculer.

(b) Déterminer la loi de Y. Montrer qu’elle admet une espérance E(Y) et la calculer.

3. Pour tout entier n > 0, on définit

w io (n+ 1)pg*
" (k+1)(k+2)
k=n
+oo
(a) Montrer que u,, est le terme général d’'une série convergente puis calculer sa somme Z Uy -
n=0

On pourra utiliser le résultat suivant : si (an k)n>0k>0 désigne une famille de réels positifs tel que

+oo 400 +oco +oco k
la série de terme général E Qi converge alors on a l’égalité : E ( E O k) = E ( E Qn k)
k=n n=0 k=n k=0 n=0

(b) Soit Z une variable aléatoire & valeurs dans N* telle que :

1
VneN, VkeN, Px_y(Z=n+1)=q (k+1)(k+2)

0 sinon

sin e [0,k]

Montrer que Z admet une espérance et la calculer.
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SOLUTION DU SUJET N° 16

1. (a) La fonction f est continue sur [0, 1] donc admet une primitive F(z) = / f(t)dt qui s’annule en 0.
0

xT x 1
Par IPP : F(z) = / L.In(1 —t)dt = [tIn(1l —t)]§ — / (1- ﬁ)dt =(xz—-1)In(l—-2)—=
0 0 -
P . " -1
(b) On a par le théoréme fondamental du calcul intégral, F'(z) = f(z) =In(1 —x) = F (z) = T
- 2)!
Par une récurrence immédiate : Vp > 2, FP)(z) = M
(1 —x)p—1

On en déduit les dérivées successives en 0 : F(0) = F'(0) =0 et Vp = 2, FP)(0) = —(p — 2)\.
(c) Par application de la formule de TAYLOR avec reste intégral a la fonction F sur le segment [0, x]
avec x € [0, 1], on obtient :

n gk T (x—t)" - 1 [Tty
N / @O pent) 4 /
7) kzzok! O+ | = Zk ), (1=)

=2

1 [* —t\" 1 /"
f/ (m ) dt‘ < 7/ dtzfquitend
nJo \1—1 n Jo n

(d) Soit z € [0,1[, V¢t € [0,2] on a 0 < 2=£ < 1. D’ou :

t

vers 0 quand n tend vers +oo.

En passant a la limite : F(x Z Fh—1)

2. (a) La variable aléatoire X + 1 suit une loi géométrique de parametre p d’ou 'existence de moments de
tous ordres et E(X)=FE(X+1)—1= % —letV(X)=V(X+1)= 1;—2”

(b) Par théoreéme de transfert, on a :

“+00 k'
1 q P P
EV) =Y — " pt=L 7——F L(g+pn
(Y) ;(k+1)(k+2)pq P 2 =K 7z (¢) = qz(q pln(p)).
3. (a)OnaM (n+1) qeth =q" Zq :"7:£
(k+1)(k+2) = I1—q¢ p
d’ott u, < (n+ l)p— = (n+1)¢"™, qui est le terme général d’une série convergente ; donc la série
> uy, (& termes positifs) converge. De plus
n=0 n=0 k= k+1 k+2) k=0 n:0(k+1)(k+2)
~+o0 k “+oc0
- pq"* m+1) =Y pq" (k+1)(k+2)
— (k+1)(k+2) = = (k+1)(k+2) 2
400
_eyogpop b1
2 & 21—¢q 2
+o00 1
b) La formule des probabilités totales donne : Vn € N, P(Z =n+1) = _ = Uy
(b) P ( ) ;(k+1)(k+2)pq
+oo
Si Z admet une espérance, alors son expression est : Z(n +1)P(Z=n+1) Z Up-
n=0 n=0
On a vu que cette série converge et que sa somme vaut % ; on obtient F(Z) = %
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SUJET N° 21

1. Soit aeRY.

(a)
(b)

1
Soit a € Ry . Calculer / t* dt .
0

Déterminer :

Lyt a
lim / —dt] .
p—+oo \ Jg 14+to

(="

En déduire la convergence de la série E . On pose alors :

= no+1
“+o0o
=k
U =
(a) nz:% noa+1

Déterminer une expression de U(«) sous forme d’une intégrale.

Déterminer I'ensemble D des réels « tels que 'intégrale

/+OO dt
0 14t

dt
1+t
Soit a € D. Déterminer un réel 3 tel que u +— u” =t définisse un changement de variables licite

+oo
soit convergente. On pose alors : V(a) = /
0

oo dt
qui permet d’exprimer l'intégrale / T a I’aide de la fonction U.
1
En déduire que :
1 «
VaeD, V(a)=U - U( ) .
@€ (@) (a)+a—1 a-—1

3. Exprimer

a ’aide d’une intégrale.



CHAPITRE 2. ANALYSE

63

SOLUTION DU SUJET N° 21

! 1
1. (a) / t*dt = .
0 a,+1

(p+1) 1
t (p+1) 1
(b) 0< dt < t\P dt = 0
o 1+t 0 p+1)a+1 pe

p n p 14 (_ 14(p+1) 1 1 4(p+1
(-1) / / 1—(=1)Pti¢ / dt / t
nrredt| = dt = —~1)P dt
(c) Zna+1 ZO( ) 140 L Tre Y T

(valable car —t* # 1), d’ou :

+oo 1
_ (=1~ _/ dt
U(a)_;na+1_ o 1+t

2. (a) La fonction t+— 1/(1+4t*) est continue sur R* pour tout « réel et :

)a

* sl a > 0, elle est continue en 0 et équivalente & 1/t® quand t — +o0o, d’intégrale convergente

sur [1,4o0[ ssi > 1;
* 81 a =0, elle vaut 1/2, d’intégrale divergente en +o0;

* si a < 0, elle tend vers 1 en +o00, donc d’intégrale divergente.
D =]1,+o0]

(b) Le changement de variable u +— u® =t est C! bijectif de |0, 1] sur ]1, +oo[ pour 3 < 0 et donne

oot O guf-t ! du
=/ F— —du=-8 .
. 14t 1 1+uef o ul=h 4 yla—h) B+l

Pour obtenir (o —1)8+1=0, on choisit F=1/(1-«a)<0 dou, comme af(a—1)>1,

/+°° dt :—6/1 du _ 1 U( oz)
1 14te o 1+ue/e=1) -1 \a—-1

(c) Puis, par la relation de CHASLES :

3. On tire de ce qui précede, en changeant d’indice,

o0 n +o00 _1\n 400 _1\n _1\n-1
Ve =+ U () = X Y e = Y [t e

a—1 :Ona—i—l :Ona—i—a—l noa+1 noa—1

—+oo _
2(_1)71 1 +oo dt
1+27n2a2_1:wa):/0 L

n=1
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SUJET N° 24

On cousideére la suite (u,), définie par son premier terme ug = 0 et par la relation de récurrence :
Vn € N, tpq1 = Uy + cos(uy,)

1. (a) Montrer que, pour tout n de N, u,, appartient a I'intervalle [0, 7/2].

(b) En déduire que la suite (u,,) est convergente et déterminer sa limite.

. i
2. Pour tout entier naturel n, on pose : v, = 5~ Upy .

(a) Montrer que : v, — Upt1 ~ Up.
—+oo
(b) En déduire la nature de la série de terme général v,.
3. (a) Soit deux suites (a,) et (b,) & termes strictement positifs telles que a,, o by,
o0

On suppose que la série de terme général a,, est convergente. Montrer que l'on a :
+o0 —+o0
Dok, Db
n— +oo
k=n k=n

—+o0
(b) En déduire un équivalent de Z Vg
k=n
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SOLUTION DU SUJET N° 24

1.

(a)

On montre par récurrence la relation demandée.

e Vérifiée pour ug = 0. On a u; = cos(0) =1 > uo.

e La fonction f: 2 — = + cosz est strictement croissante sur [0, 7/2[ (de dérivée positive). Donc
L= fluo) < f(un) < f(m/2) = 7/2.

Si lon suppose que u,_1 < u, (c’est vérifié pour ug < uy), la croissance de f donne u, = f(u,—1) <
f(un)::iun+1-

La suite (u,,) est croissante et majorée : elle est donc convergente.

En notant £ sa limite, on obtient par passage a la limite dans 1’égalité définissant u,,, et par continuité
de la fonction cosinus, ¢ = ¢ + cos(¢). Donc ¢ = g

Pour tout entier naturel n, on a :
Up — Upt1l = Upy1 — Up = c0S(tUy,) = cos(m/2 —v,) = sinw,

Or (vy,) tend vers 0. Donc v,, — V41 = sinv, ~ vy,.

On a, pour tout entier n supérieur ou égal a 1

n—1
i iy
§(w—wm:m—%:§—%%§

k=0

On en déduit que la série de terme général v — vi41 est convergente et comme v — Vg1 ~ Vg,
le critere d’équivalence pour les séries a termes positifs permet de conclure que la série de terme
général v,, est convergente.

On écrit la définition de deux suites (ay,,) et (by,) positives équivalentes
Ve > 0,3IN /n > N = |a, — b,| < by,

Les séries > a, et donc Y _ b, étant convergentes, pour n > N

“+o0 —+oo “+oo —+oo
)DL SN SITATE it
k=n k=n k=n k=n

ce qui donne la réponse a cette question.

On sait que vy — Vg1 ~ vk et que la série > vg — vp41 est & termes positifs et convergente.

La question précédente donne :
“+oo

+oo
> (o = vep) ~ Y
k=n

k=n

Enfin
“+oo “+o0 N
E Vg ~ E (v — Vg41) = lim (Vg —Vg41) = lim v, — UN41 = U
N—+oco N —+4oc0
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SUJET N° 26

On suppose qu’il existe trois rationnels a, b, ¢, avec a # 0, tels que ae? + be + ¢ = 0, ol e = exp(1).

1. Montrer que ’hypothese ci-dessus est équivalente a la méme hypothese mais ou a, b, ¢ sont des entiers
relatifs.

On suppose désormais qu’il existe trois entiers relatifs a,b,c, avec a # 0 tels que ae? 4 be + ¢ = 0.
2. Soit f: R — R définie par f(z) = ae” + ce™*.

(a)
(b)

(c)

Montrer que f est de classe C* et déterminer f*) (x), pour tout k € N.

Montrer qu’il existe une constante s > 0 telle que
pour tout x € [0, 1] et pour tout k >0, on a : |f*)(z)| < s.

Montrer que pour tout n € N*, on a :

n—1 (k) 1 _ \n—1
=Y 0 [ i

pars k! (n—1)!
1 _ f\n—1 (n)
1—t 0
(d) Montrer qu’il existe 6,, € [0,1] tel que / Qf(”) (t)dt = F76n)
o (n—=1) n!

3. (a) Montrer que f(1) est un entier.

(b) Montrer que pour tout k € N, f*)(0) est un entier.

(n) (g
(c¢) En déduire que fT(n) est un entier.
0 F(62)

4. Montrer qu’il existe ng € N* tel que pour tout n > ng, on a : — = 0.

5. Qu’en conclut-on sur a,b,c?



CHAPITRE 2. ANALYSE 67

SOLUTION DU SUJET N° 26

1. On réduit au méme dénominateur 1’équation. L’égalité a zéro ne modifie rien.
2. Soit f: R — R définie par f(z) = ae” + ce™".

(a) La fonction f est de classe O car I'exponentielle 'est et f*)(z) = ae” + (—1)¥ce™®, pour tout
ke N.

(b) Ona |f®) ()| = |ae” + (=1)*ce™™| < ale + |c|.

(c) 1l Sagit de la formule de TAYLOR reste intégral sur l'intervalle [0, 1] pour une fonction C*°.
Autre idée : par récurrence sur n en intégrant par parties.

(d) D’apres le théoréme des bornes atteintes, on a :

vt €[0,1], m = min f™ < f™(t) < M = max f™.
[0,1] [0,1]

Donc :

m Pa-omt o M
— X _— d = —
</O [ (t)dt

n! (n—1)! n!

(-t
Le réel n!/ ((n)l)'f(n)(t)dt est un élément de [m, M].
0 - 1)

On termine avec le théoréme des valeurs intermédiaires.

2
3. (a) Ona:f(l):aeJrceflzae te
e

(b) Ona: fF(0)=a+ (~1)rceZ.

(¢) En utilisant les questions précédentes et le fait que k € [0,n — 1], on a :

(n) =l (k)
F6a) _ oy 1y (m)_zf <0>> .
k=0

=-beZ.

n k!

(f™ ()

4. La suite . est une suite d’entiers relatifs et qui tend vers 0.
Donc elle est nulle a partir d’un certain rang.
5. On obtient pour n > ng, ae’ + (—1)"ce=% = 0.
e Si a et ¢ sont de méme signe, il vient, avec n paira=c=0et b=10
e Si a et ¢ sont de signes contraires, il vient, avec n impaira =c=0et b =0
On a montré par I’absurde qu’un tel triplet a, b, ¢, avec a # 0 n’existe pas.

On pourrait démontrer que si a = 0, il n’existe pas b, ¢ entiers tels que be + ¢ = 0, en démontrant que e
n’est pas un nombre rationnel.
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SUJET N° 30
Pour tout A > 0, on pose Py(x) = 2% + Az — 1.

1. Montrer qu’il existe un unique u(A) € Ry tel que Py (u(A)) = 0.
On considére désormais 'application u : Ry — R définie par A — u(\).
2. Montrer que u est décroissante sur R

3. Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction monotone. On suppose que f(I) est un intervalle.
Montrer que f est continue sur I (on pourra raisonner par contraposée).

4. Montrer que u(R%) =]0, 1[.
5. En déduire que u est continue sur R .

6. Déterminer lim w(A) et lim w(\)
A0+ A—+o0
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SOLUTION DU SUJET N° 30

1.

. Montrons que u(]0, +o00[) =]0, 1[. Soit o €]0,1[. Alors A =
= a.

On met de coté le cas A = 0, auquel cas ug(0) = 1. On suppose désormais que A > 0.

On étudie la fonction polynomiale Py : x — Py(z). Sa dérivée est x — 322 + X > 0. La fonction Py est
strictement croissante sur R.

Or Py(0) = —1 et Px(1) = A > 0. Par le théoréme des valeurs intermédiaires et la stricte croissance de
Py, il existe un unique u(A) tel que Py(u(A)) = 0. De plus 0 < u(\) < 1.

. Soit A, p tels que 0 < A < p. On a P, (u(N)) = u(A)? + pu(A) — 1 = u(A)? + Au(X) =1 =0 (car 0 < u(N)).

Donc P,(u())) > 0, et P,(n) = 0. Par la stricte croissance de P, on a u(u) < u(A). Ainsi application
u est décroissante.

. Supposons que f est décroissante et que f ne soit pas continue en xgy € I.

Ainsi lim f(zx)=a>b= lim+ f(x). Soit b < a # f(xp) < a. Il n’existe pas de x € I tel que f(z) = a.
T—x T—Ty
En effet si z < o, f(x) > a et si @ > xo, f(x) < b. Ainsi f(I) n’est pas un intervalle.
3

> 0 vérifie a® + Ma — 1 = 0; soit

Py(a) = 0. Par unicité de u(\), il vient u(\)

5. La fonction u est monotone décroissante. La question précédente montre que u est continue.

. On peut utiliser directement la question 4 et la monotonie de f ou refaire une démonstration.

Les limites lim u()\) et lim w()\) existent puisque la fonction u est décroissante sur R™ et bornée.
A—0t A— o0

Posons lim u(A) =aet lim w(A)=»b. Il vient 0 < a,b < 1.
A—0t A— 400

e Ona: lim u(\)?®=aet lim Au(\) =0. Donc a® =1et a=1.

A—0Tt A—0t1
u3(\) 1-0

1_
e Supposons que b # 0. On a A = ————=. Par limite de u, lim \=
u(A) A—+oo b

Contradiction. Donc b = 0.
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SUJET N° 33

Soit w une fonction continue sur R et vérifiant, pour tout réel z,

1. (a) Pour tout entier naturel n, justifier 'existence du maximum b,, de w sur [n,n + 1].
On note x,, un réel de [n,n + 1] tel que w(z,) = by.

(b) Soit n un entier naturel non nul.
i. Montrer que, si x, € |n,n + 1], alors w’(z,,) = 0 et comparer alors w(z, — 1) & w(x,).
ii. Montrer que, si 2, = n + 1, alors w est constante sur [n,n + 1].
iii. Montrer que b,,_1 = b,.

On définit de méme le minimum a,, de w sur [n,n + 1] et on montrerait que a,—1 < ay,.

1
2. On pose { = 2/ tw(t)dt. Soit n € N.
0

x+1
(a) On définit la fonction F' sur R par F(x) = / (t — z)w(t)dt.

xr
Montrer que F est dérivable sur R, calculer sa dérivée et exprimer F'(x) & 'aide de ¢.

(b) Montrer que, pour tout réel x > n,

(¢) En déduire que

by, — ¢
0< n2 < bn bn+1
On montrerait de méme ’encadrement :
{—a
0 g 2 = < An+4+1 — Ap

3. Montrer que les suites (b, )nen et (an)nen convergent et déterminer leurs limites. En déduire 'existence
et la valeur de lim w(x).
Tr—+00
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SOLUTION DU SUJET N° 33

1.

2.

(a)
(b)

Pour tout entier naturel n, la fonction w est continue sur le segment [n,n + 1], donc elle y est bornée
et elle atteint ses bornes.

i. La fonction w est dérivable sur Pouvert |n,n + 1] et si z, € Jn,n + 1], alors elle atteint son
maximum en x, qui est un point de cet ouvert, donc w’(z,) = 0. En dérivant ’égalité initiale,
il vient : Vz € R,w’(z) = w(z) — w(z — 1). En Pévaluant en x,,, on a alors : w(zy,) = w(z, — 1).

ii. Si z, =n+ 1, I'égalité initiale appliquée a n + 1 donne :

n+1 n+1
by = / w(t)dt  soit / (b — w(t))dt = 0
n n

La fonction intégrée étant continue et positive sur [n,n + 1], elle est nulle sur cet intervalle,

c’est-a-dire que w est constante sur [n,n + 1].

iii. Dans le cas (i), by, = w(zy) = w(Tp—1) < bp—1 car x,—1 € [n — 1,n].
Dans le cas (ii), b, =w(n+ 1) =w(n) < b,—1 car n € [n — 1,n).
Il reste un cas : celui ot x, = n. Dans ce cas, b, = w(n) < b,—1 car n € [n — 1,n].
Dans tous les cas, on a bien : b,_1 > b,.

x+1
(a) Pour tout x € R, F(z) = /

x

r+1
tw(t)dt — x/ w(t)dt, donc F est dérivable et pour tout x € R,
x

z+1 z+1
F'(z) = (;v—i-l)w(x—l—l)—xw(x)—/ w(t)dt —zx(w(x+1) —w(z)) zw(x+1)—/ w(t)dt =0
T xT
o 14
On en déduit que F' est constante et donc, pour tout = € R, F(z) = F(0) = 5

(b) Pour tout t € [z,2+1],ona0<t—z < 1L
En notant p = [t], on a d’une part t € [p,p+ 1]; d’autre part t > x > n entraine p >

n.

Ainsi w(t) < [max]w = b, < by, puisque la suite (by) est décroissante, d’ou b, — w(t) > 0.
p,p+1

Ainsi, par produit, on a : 0 < (t — z) (b, — w(t)) < by —w(?).

D’ot, en intégrant :

0< /Hl(t ) (b — w(t))dE < by — /m+1 w(t)dt = by — w(x +1)

(¢) On remarque que, pour tout réel z > n :

b, — ¢
2

z+1 x+1 x+1
/ (t —z)(b, —w(t))dt = b, / (t —x)dt — / (t — 2)w(t)dt = %bn —F(z) =

On conclut alors en évaluant ’encadrement de la question précédente en x = x,, 1 — 1.

3. Pour tout n € N, a; < a,, < b, < by, donc les suites (a,) et (b,) sont bornées et monotones, elles sont
donc convergentes. Un passage a la limite dans les deux encadrements de la question précédente montre

qu’elles convergent toutes deux vers /.
Soit maintenant un réel € > 0 fixé.
Il existe un entier n; tel que, pour tout entier n > nq,{ —

< a, et il existe un entier ny tel que, pour

3
tout entier n > ng, b, < £+ . En notant ng = max(ny,ng), pour tout réel © > n3, x € [n,n+ 1], ou n

est un entier supérieur ou égal a nz. On a donc :
l—e<a, <w(@)<b, <l+e

On en déduit que la limite de w en +o0o est égale a ¢
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SUJET N° 36

Soit a un réel strictement positif et f une fonction continue sur R. Pour tout A réel , on pose

_[TEA- @)
I(A)f/a S

1. Soit A, p réels tels que I(A) et I(p) existent. Montrer que A = p.

x

2. Pour tout réel x, on pose Hy(z) = / (A — f(t))dt. On suppose que H) est bornée sur R.

a

Montrer que I(\) existe.

3. Soit T un réel strictement positif. Dans cette question, on suppose que la fonction f est T-périodique.
(a) Montrer qu’il existe un réel Ay pour lequel la fonction H), est elle aussi T-périodique.

(b) En déduire qu'il existe une unique valeur A pour laquelle 7()) existe.

T lsint
4. Déterminer un équivalent, lorsque x tend vers o0, de / udt.

1 t
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SOLUTION DU SUJET N° 36

—+oo
1. Supposons A # . Les deux intégrales I(\) et I(u) existant, 'intégrale / Tﬂdt converge comme

différence de deux intégrales convergentes : contradiction.

2. La fonction Hy(z) = / (A — f(t))dt est une primitive de x — X — f(¢). Une intégration par parties

[t [

H T H(t
Lorsque x — 400, lim A(2) =0 (car Hy est bornée) et lim tg )

r—+o0 xX r— 400 a
avec un intégrale de RIEMANN. Donc I(\) existe.

donne

dt existe par comparaison

3. (a) La condition nécessaire et suffisante pour que les primitives d’une fonction f, T-périodique, soient

également T-périodiques et / f(t)dt = 0. On le démontre en remarquant que pour tout z,

/ u)du = / flu
Ici, on obtient

T 1 T
0:/0 ()\—f(t))dt:>)\ozf/0 Ft)dt

(b) Pour cette valeur Ag, la fonction H est T-périodique, donc bornée sur R. Par les question 2 et 1, Il
existe une unique valeur )y pour laquelle I(\g) existe.

s
4. La question 3 s’applique & la fonction f : ¢t — |sin(t)| qui est 7 périodique. Or / | sin¢|dt = 2. Donc en
0

xr s 2 x xr _
[ Ismt\dt?/ @, [0,
1 t ™ J1 t 1 t

a2
Et — / 5= lnx avec r — / 1) dt bornée. En utilisant les résultats précédents :
1

T
r t 2
/ |Sm‘dt ~ —Inx
1

t n—oo T

2
posant \g = —, il vient
7r
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SUJET N° 38

T sint
1. Montrer que, pour tout n de N*, 'intégrale / |t7| dt est convergente.
0

nT | o3
) . B | sin ¢| o L.
On pose désormais u,, = — dt et on se propose, d’'une part, de trouver un équivalent de wu.,,
0

+00 | o3
sint
lorsque n est au voisinage de +00, puis, d’autre part, de déterminer la nature de 'intégrale / |t7‘ dt.
0
n
. 1
2. Pour tout entier naturel n non nul, on pose H,, = Z P
k=1

1
(a) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, on a : In(n) + — < H, < In(n) + 1.
n

(b) En déduire un équivalent de H,, lorsque n est au voisinage de +00.

(k+1)m | sin |

3. Pour tout entier naturel £ non nul, on pose vy = / dt.

k7 3
2

. 2
Etabli VEe N —— <oy < —.
(a) Etablir que e N*, Gt m Uk < o

T sint 2 T sint 2 1
(b) Montrerque:VnGN*,/ &dtJrf(anl)gung/ Smdt+<Hn>.
o ¢t us o t 0 n

(¢) En déduire, d’une part, un équivalent de u,, lorsque n est au voisinage de +o0, et d’autre part, la
o0 | sin ¢ gt

nature de I'intégrale /
0
T gin ¢
4. Cette question est indépendante des précédentes. Quelle est la nature de l'intégrale / — dt?
0
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SOLUTION DU SUJET N° 38

sint sint sint
1. La fonction ¢ — | ; | est continue sur ]0, nw]. De plus, au voisinage de 07, on a | | = —
sint sint T sint
%IH(I) —~ = =1, donc t — ! se prolonge par continuité en 0 . Ainsi, I'intégrale / % dt est
- 0
convergente.
1 1
2. (a) On connait (ou on prouve) l'inégalité, valable pour tout k& de N* : Pl <hn(k+1)—Ink < T On
n—1 1 n—1 1
somme pour k allant de 1 a n — 1(n > 2), ce qui donne ——— <Inn < —, soit :
P (n>2),ceq 2T k; k
1
H, —1<Inn < H, — — (valable aussi pour n = 1).
n
1
En recentrant ’encadrement, on trouve bien : Vn € N* Inn+ — < H, <Ilnn + 1.
n
1 H, 1
(b) Pour n > 2, on peut tout diviser par Inn > 0, ce qui donne : 1 + <— <14+ —.0n
", nlnn ~ Inn Inn
trouve, par encadrement, lim —— =1 et on peut conclure : H, ~ Inn.

n—+oco Inn +oo

3. (a) On effectue le changement de variable u = t — k7 de classe C! sur [km, (k + 1)7] et on trouve :

vk:/(k+1)”|sint| dt:/7r|sin(u—i—k7r)du:/’r|(1)’“sinu|du:/7r |sinu|du:/” sinu du.
o t 0 u+ km 0 u+ km 0o u+tkm 0 u+km

Pour tout u de [0, 7], on a km < u+ km < (k + 1)7 puis en inversant (car k € N* donc tout est

trict ¢ itif), et linliant 0, sin u sinu sinu
strictement positif), et en multipliant par sinu > 0, on arrive & : < < .
b P P (k+1)m ~ u+knr km
2 2
On integre sur [0, 7] (fonctions continues et 0 < 7) : Vk € N*, ———— v < —
g [ ] ( ) (k‘ + 1)71_ X Vk x kr
(b) Avec la relation de CHASLES, on peut écrire, pour tout entier n supérieur ou égal a 2 :
nt nol oG gin g " |sint sin ¢
ka:Z/ [sf ‘dt:/ | |dt:un—u1:unf/ - dt
k=1 k=1"7k7 ¢ m ¢ ot
sint = 2 2
Conclusion : Vn > 2,u, = dt vi. Comme, pour tout k de N*, <o < —,
mn /0 t +;k p (k‘-l—].)ﬂ\ k:\kﬂ_
9 n—1 1 n—1 9 n—1 1
on en déduit — v — — et on trouve :
Z k41 Z FS S ; k

t ™ sint
Vn}Z,/%dt—i— (Hn—l)gung/gdwr
0 0

2
0
Cette relation est aussi valable pour n = 1 puisqu’elle donne : u; < u1 <

Tsint 2
(¢) L’intégrale / ¥ dt est indépendante de n et H,, ~ Inn donc on peut supposer que u, ~ —Inn,
0 ™

2
ce qui se confirme aisément en divisant ’encadrement de 4 b) par —Inn > 0.
™

2 T | sint
On en déduit que 115[_1 U, = lim —Inn = +oco0, et comme u,, = / | | dt, on peut conclure
n—-+0oo

n—-+oo T 0 t

+00 | o;
sint
que l'intégrale / [sint] dt diverge (sinon lim w,, serait finie).
0 n——+oo
T sint 1
4. En 0, pas de probleme, puisque / 5 dt converge, et en 400, une IPP, avec u = n et v/ = sint,
0
. e T sin ¢ T sint
fournit la convergence de l'intégrale 5 dt. On conclut que 5 dt converge.
0

™
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SUJET N° 41

Soit € I'ensemble des suites réelles (an,)nen vérifiant ag, a; et as donnés et

VneN, apt3=apnto+ant1 —an
Montrer (sans calculer les ay,) que si (ap)nen € &, alors il existe un réel M tel que pour tout n € N
ona: |a,| < M2".

En déduire la convergence de la série de terme général a,x™ pour des valeurs de x a préciser.
+oo

Pour ces valeurs de z, on pose f(z) = g an ™ . Calculer f(z).
n=0

Que dire de ’ensemble & 7
Déterminer la suite (ay)ney de € telle que ag =0, a1 =1, a3 =2.
Déterminer les suites géométriques appartenant a £.

En déduire une base de &, et exprimer le terme général d’une suite (a,)nen € € en fonction de
agp, a1, az.

Retrouver alors 'expression de f(z). Pour quels réels x est-elle valable 7

) Soit (a,) € €. Déterminer une matrice A € M3(R) telle que :

anJrl ap,
Vn € N, Ay 42 =A An+1
An+3 Ap+2

Calculer A™ a 'aide de ce qui précede.
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SOLUTION DU SUJET N° 41

1. (a) Par récurrence forte en choisissant M > max(|ao|, 2|a1], 4]az]) ; alors :
lants| < lansol + |anti| +lan] S M2%(2° +24+1) < M2" x 8= M 2"

(b) Si |z| < 1/2, alors Vn, |a, 2™ < M |22|™ terme général d’une série géométrique convergente ; par

comparaison, E an ™ converge absolument, donc converge.

(c) Pour 0 < |z| < 1/2, on a en multipliant par 2" et en sommant :
+00 +o0 +o0 +o0
Z Opy3 T = Z Apao ™ + Z Gpg1 " — Z an "
n=0 n=0 n=0 n=0

x%’ [f(x) —ag —(113?—(12.’132} = % [f(m) —ag —alx} —&-% [f(w) —ao} — f(=)

(az — a1 — agp) 22 + (a1 — ag) = + agp
2 —a?2—z+1

fx) =

cette égalité étant encore vraie pour x = 0.

2. (a) Par linéarité de la relation, £ est un R-espace vectoriel de dimension 3 via I'isomorphisme
D (an)ney € € — (ao,al,ag) e R3

(b) Par récurrence forte immédiate, Vn, a, =n.

(¢) La suite nulle est solution. Sinon on a :

(r")e & «<=Vn, 7“3—7“2—7"—1—1} =0<=(r—1)2(r+1)=0<=rec{-1,1}

(d) D’ot une base de £ constituée de (1),en, (7)nen et ((—1)”)HGN; donc il existe «;, 8, réels tels que,
pour tout n, on a: a, =a+npf+ (—=1)"~ ; puis
a +v = ap « +v = a9 a = % —as + 2a1 + 3a0]
a 48 -y = a4 =< —a 43y = ay—2a <=<{ B = ] 2az — 2ay)
oa 26 +v = a2 a +5 -y = v = 3 la2—2a +ao]
(e) Par somme d’une série géométrique (dérivée) convergente pour |z| < 1,
+00 2
nolon_ O B 7 _z(cat Bty F+r(B-29)+(a+7)
= -1 = =
/(@) ;[O‘“’B” Al = et et T 22 (l+a)

qui redonne bien l'expression ci-dessus, pour |z| < 1.
3. (a) Par identification :

0 1 0
A= 0 01
-1 1 1
(b) Par récurrence immédiate on a :
Qp Qg
nt1 | =A" | a1
An+2 az

d’ott A™ par identification en remplacant «, 3, trouvés en 2.(d) dans Uexpression de ay,, Gpi1, Gnto -
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SUJET N° 43

Soit une fonction f : R — R, positive continue et décroissante.
n
Pour tout entier n > 0, on note S,, = Z f(k).
k=0

Dans tout ’exercice, on suppose la suite (S,,) convergente et on note

S= lim S, =Y f(n)

n—-4o0o
n=0

1. Montrer la convergence de la série : Z(fl)"f(n). On note A = Z(fl)”f(n)
n>=0
2. Montrer la convergence des séries Z f(2n) et Z f@2n+1).

On note SP et SI les sommes des ces deux séries. Exprimer SP et ST en fonction de S et A.
400 “+ o0
3. Pour tout entier n > 0, montrer que l'intégrale / f(t)dt converge et que : |[S — S,| < / fe)dt

n n
n

4. Pour tout entier n > 0, on note : A, = Z(—l)kf(k), Uy, = Asp_1 €t w,, = Agy,.
k=0
(a) Montrer que les suites (v,,) et (wy) sont adjacentes puis que :

Vn >0, Aop—1 < Aong1 <A< Ay,

(b) En déduire : Yn > 0,|A — A,| < f(n+1)
On suppose désormais la fonction f strictement décroissante.
5. Pour tout (p,e) € N* x R% on note H(p,e) 'ensemble {n € N*, S, ,, — 5, <¢e}.

(a) Montrer que H(p,e) admet un plus petit élément qu’on notera ¢(p,€)

(b) Justifier la bijectivité de f et montrer 'inégalité :

e(p,e) < f’l(%) -1

400 2
1 1
6. Cas particulier. On prend f(t) = m et on donne Z i % Calculer A, SP,S1I.
k=1

Comment choisir n de telle sorte que S, et A, approchent respectivement S et A avec une erreur
inférieure a 0.17
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SOLUTION DU SUJET N° 43

1. L’hypotheése f > 0 entraine |(—1)"f(n)| = f(n) d’ott la convergence absolue de la série > (—1)"f(n).

2. Ona:y f(2k)< S <Setd f(2k+1)< Sani1 <8

k=0 k=0

Ainsi les sommes partielles des deux séries a termes positifs étudiées sont bornées; donc ces séries
convergent.
n n—1 n
Som = f2k)+D_ [k +1) S F(28) = 5(San + Azn) Zf (2K) = (S + 4)
=z = AR 7 s 2% +1)==(S—A
Apw =S F(2k) = 3 f(2k + 1) Z F2k+1) = (S2n—A2n) *Zf +1 *§< —4)
k=0 k=0 k=0 >0
n+1 n+p n+p 1
3. Comme f est décroissante, / f)dt < f(n) = Vp >0, / Z f(k
d’ou la convergence de l'intégrale f:oo f(t)dt.
k n+p n+p n—+p +oo
< [ swa=vs00< Y fw< S [ foa= [ rwa< [ o

k-1 k=n-+1 k=n-+1

400
d’olt en prenant la limite quand p tend vers +oo : Z f(k) =15 —Sn| < / f(t)dt
k=n+1 n

4. (@A) on a: vpyr —vp = —f@Cn+ 1)+ f(2n) 2 0, wpr1 —wy, = f2n+2) — f2n+1) < 0 et
wy, — vy, = f(2n) La série Z f(n) étant supposée convergente, nécessairement lim,,_, ., f(n) =0
donc lim, 4o (wy, —v,) = 0 ce qui montre que les suites (v,) et (w,) sont adjacentes; elles
convergent vers la méme limite A vérifiant w,, < lim,— 400wy <A <limy— 400 vy < vy
La croissance de w,, entraine : Ag, 1 < Agp11 < A < Agyy

(b) on en déduit : |A — Agp—1| < A2y — A2n—1 = f(2n)(cas pair)

et |A — As,| < Agy — Agny1 = f(2n + 1)(cas impair)
dot:Vn >0,][A— A, < f(n+1)

5. (a) Sp4p — Sn = f(n+1)+--- f(n+ p) est la somme de p suites toutes convergentes et de limites
nulles, donc lim, 1 oo (Sp+p — Sn) = 0, ce qui prouve que H(p,e) est non vide.
H(p,¢) est une partie non vide de N, donc elle admet un plus petit élément.

(b) La fonction f est continue et strictement monotone sur R donc bijective.
La décroissance de f entraine : Sy, — Sp, = f(n+1)+--- f(n+p) <pf(n+1)

Tout n tel que pf(n+1) <e=n> f~ (7) — 1 appartient & H(p, ). Donc ¢(p,e) < f’l(i) -1
6.
1 1 w2
t)=—"— = = etSI=y —— _ =-§=_
1= (t+1 Zk+ Zk2 665 Z;J((lwrl))? 45 24
Onsaitaussi:SI:%(S—A) onendéduitA—§:12,d’ou 51—24 et SP =

IS — Sn| < f;roo f(t)dt = n+1 est inférieur & 0.1 pour n > 9.
|A— A, < f(n+1)= o +2)z est inférieur & 0.1 pour n > v/10 — 2 donc dés que n > 2.

On choisit donc n > 9 pour avoir les deux simultanément.
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SUJET N© 48
Soit f :]0, +-00[— R définie par f : x + ze~*. On définit F :]0, +o0o[>— R par

Fi(zy) = f@) + fy) — fle+y)

1. Montrer que F est de classe C? sur l'ouvert ]0, 400 [2 et exprimer, pour tout (z,y) €]0,+00 [2, les
dérivées partielles premiéres 01 F (z,y) et 02 F(z,y) en fonction de f'(z), f'(y) et f'(z +y).

2. Etablir que, pour tout a €]0, +oc [, 'équation f'(x) = f'(a), d’inconnue = €]0, 4+-00[, admet au plus une
solution distincte de a.

3. En déduire que, pour tout (z,y) €]0, +00 [2, (x,y) est un point critique de F si et seulement si :

z=yet f'(z) = f'(22).
4. Montrer que F' admet un unique point critique, noté («, a), et montrer que 1 < a < 2.

5. Montrer : f”(a) < 0 et f”(2a) > 0.

6. Montrer que F' admet un extremum local. Déterminer la nature de cet extremum local.



CHAPITRE 2. ANALYSE 81

SOLUTION DU SUJET N° 48

1.

f est de classe C? sur ]0, +oo | par produit de fonctions C2.
Les fonctions (z,y) — x, (x,y) — y et (x,y) — & + y sont de classe C? sur ]0,+oo [* car polynomiales,

et & valeurs dans ]0, +oo[. Donc, par composition, F est C? car somme de fonctions C2. On a alors

o f(z,y) = f'(x) = f(x+y) et F(z,y) = f'(y) — f'(z+y)

.Onafiz—e*—xze®=e¢%1l—2a),etdonc f"(z) = —e*—(1—z)e® =e*(x—2). Ona f

qui est strictement monotone sur ]0,2] et sur |2, 400 [, 'équation f'(x) = f’(a) posséde au plus deux
solutions. Puisque I'une d’elles est a, elle posseéde au plus une solution distincte de a.

(x,y) est un point critique de F si et seulement si 01 F(z,y) = 02 F (z,y) = 0, soit

{ f'(@) = f'(z+y)
f'y) = '@ +y)

Comme z et y sont strictement positifs, z +y > x et  + y > y. Donc d’apres la question précédente,
léquation f'(t) = f'(x + y) posséde au plus une solution différente de x + y.

Et donc si f/(x) = f'(y) = f'(x+y), alors nécessairement « = y, et alors z+y = 2z, donc f/(z) = f'(2z).
Réciproquement, si z =y et f/(2z) = f/(2z), alors f'(z) = f'(x + y) et f'(y) = f'(x +y) et donc (x,y)
est un point critique de F'.

En conclusion, (x,y) est un point critique de F si et seulement si z =y et f/'(z) = f'(2x).

. Une solution de I’équation f’(z) = f’(2x) sera nécessairement dans [0, 2], avec 2z € [2, +00[. Autrement

dit, une solution de f’(z) = f’(2x) est nécessairement dans |1, 2].
De plus, on a

fl@)=f2r)ee®1l-—2)=e2"1-22) < (1—2)=ec (1 —22).

Posons alors g(z) =1 —z — e (1 — 2z), de sorte que f'(z) = f'(2x) si et seulement si g(z) = 0. Une
étude de la fonction g donne ¢'(z) = -1+ e (1 —2z) + 2¢~* = ¢ *(3 — 22) — 1. On montre que g est
strictement décroissante sur |1, 2[.
D’autre part, g(1) =e~! >0 et g(2) = —1 4 3e2. Puisque e > 2,672 < 1 et donc g(2) < 0.
D’apres le théoréme de la bijection, il existe donc un unique « €] 1,2 tel que g(a) = 0 et donc un unique
a €]1,2] tel que f'(a) = f'(2a).
Puisque « €]1,2[ et 2a > 2, d’apres le tableau de variation, on a f”(«a) < 0 et f”(2a) > 0.
Puisque F' posséde un unique point critique, elle possede au plus un extremum local, qui sera nécessaire-
ment en (o, «). Un calcul rapide de la hessiennne de F' en (o, ) donne
1 1 1

2 _( ["(a) = "(20q) —f"(2a)
v F(a,a) = ( —f”(QOé) f”(Oé) _ f//(2a) .
Par la question précédente, tr(V2F) < 0 et det((V2F)) = f”(a)(f"(a) — 2f"(2a)) > 0. Cette matrice
posseéde deux valeurs propres non nulles de méme signe (déterminant positif) et qui sont négatives par la
trace. Ainsi F' admet en ( «, @ ) un maximum local.
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SUJET N° 51
On note I le segment [0, 1] de R.

1. Soit r €]0, 1[. Dans cette question, f désigne une fonction continue sur I qui est strictement croissante sur
[0,7] et strictement décroissante sur [r, 1]. De plus, on suppose que f(0) = f(1) =0 et on pose M = f(r).

(a) Donner l'allure de la courbe représentative de f.
(b) Justifier que f est une bijection de [0,7] (resp. [r, 1] ) sur le segment [0, M]; on note g; (resp. gz) sa
réciproque. Que peut-on dire de g1 et go 7

(c) Vérifier que pour tout = € I, on a g1(f(z)) < x < g2(f(x)). En déduire que si (z,,) est une suite de

points de [ telle que la suite (f(z,)) tend vers M, alors liIJIrl Tp =T.
n—-+0o0o

2. Dans cette question, on pose f(z) = z(1 — z).

(a) Etudier rapidement la fonction f.

1 1
(b) On consideére la suite (uy,),>0 définie en se donnant ug € [0, 5[ et en posant up41 = TEETNE
—u,
Vérifier que la suite (u,,) est correctement définie et que pour tout entier n > 0, u,, est contenu dans
1
0, =|[.
0,51

(¢) Montrer que ug < uq, puis étudier les variations de la suite (uy,).

(d) Montrer que la suite (u,) converge vers 5

Dans toute la suite, on considére une fonction g qui est continue sur [0, 1], strictement croissante sur [0, 1],

2
strictement décroissante sur [3,1] et telle que : g(0) = g(1) = 0 et g(3) = 1.

1 1
5[ tel que g(v1)(1 — g(vo)) > ~.

1
3. (a) On se donne vy € [0, 5[ Montrer que 'on peut trouver v, €]0, 1

1
(b) Construire par récurrence une suite (v,)n>0 C I telle que g(v,41)(1 — g(v,)) > 7 pour tout n > 0.

1
4. Dans cette question, on considére une suite (wy)n>0 C I telle que g(wy+1)(1 — g(wy,)) > 7 powr tout
n > 0.
(a) Montrer que la suite (g(wy,)) est croissante.

(b) En déduire que la suite (w,) est convergente et déterminer sa limite.



CHAPITRE 2. ANALYSE 83

SOLUTION DU SUJET N° 51

1.

(a)
(b)

La courbe passe par les points remarquables (0,0), (r, M) et (1,0). Il est clair que cette courbe
passe par un unique sommet (maximum global) qui est atteint au point d’abscisse .

La fonction f est continue et strictement croissante (resp strictement décroissante) sur lintervalle
I, = [0,7] (resp. I = [r,1] ). Le théoréme de la bijection s’applique sur chacun de ces segments,
d’ou D'existence des réciproques g1 et go. De plus, ce théoréme nous dit que ces deux fonctions sont
continues, que g; est strictement croissante et go strictement décroissante et de plus on a g1 < gs.

Il est clair que cette inégalité est vérifiée puisque = est nécessairement I'un des deux termes extrémes.
Comme la suite (f(z,)) tend vers M, par encadrement on voit que la suite (z,,) converge et que
Jm gi(f(ea)) = (M) =7 < lim o, < lHmogo(f(an)) = g2(M) =7, don lim 2, =r.

1 1
On voit facilement que f satisfait les hypothéses requises dans la question 1.) avec r = 3 et M = 1

1
De plus, la courbe est symétrique par rapport a 'axe y = 5 car flz)=f(1-2x).

1 1 1
Comme ug € [0, 5[, le quotient associé & wuy est bien défini et 0 < u; < 1 X 2 = 3 Soit n > 1,
1
supposons que u,, soit bien défini et que u,, €]0, 3 [; alors de la méme maniére, on voit que uy, 41 est

1 1
bien défini (u, # 1) et que 0 < upy1 < e 2= 3 (0 < (1 —u,)~t <2), ce qui termine la question.

1
-— >0.0C la foncti — ———— est strict t
20 = ug) omme la fonction x 10 =2) est strictemen

1 1
croissante sur [0, 5[ et que u, € [0, 5[ pour tout entier n, on voit en appliquant n fois cette fonction

On observe que u; — uy =

que Uy, < Unp41 ; la suite (u,) est donc strictement croissante.

1
La suite (u,) est croissante et majorée, elle est donc convergente, d’otut M = — = lilf Upt1(1 —
n—-+0o0
1
Up) = lim wu,(l—wu,)= lim f(u,). Avec 1. c), on en déduit que la suite (u,,) converge vers —.
n—-+o0o n—-+oo 2

1 1
Comme vy € [0,5[, on a1l — g(v) > B et il suffit alors de considérer la fonction h : z +—

1
g(z) x (1 — g(vp)) sur lintervalle [0, 5] qui est évidemment continue, et telle que h(0) = 0 et
1

1 1 1
h(i) > pce qui nous assure l'existence d'un v; €]0, 5[ tel que g(v1)(1 — g(vo)) > T

1
11 suffit de prendre pour hypothese de récurrence au rang n > 0 : « il existe v,41 €]0, 5[ (bien

1
penser & mettre cette relation d’appartenance) tel que g(vy11)(1 — g(vy)) > R La question 3. a)

nous dit que c’est vrai au rang 0. Si on suppose que c’est vrai au rang n, un raisonnement analogue
a celui de la question précédente nous montre que c’est encore vrai au rang n + 1.

On remarque que g(w,,) est toujours différent de 1. Par ailleurs, il vient g(wp+1)(1 — g(wy)) =

M = f(g(wn)) = g(wn)(1 = g(wn)), d'ott g(wni1) > g(wn) puisque 1 — g(wy) > 0.

NG

< i -
X ngr_{_loc g(wn+1)(1
1

N

La suite (g(wy,)) est convergente car elle est croissante et majorée. On a

1
_ D . : <l Don M=t
g(wy)) ngrfoof(g(wn)) D’autre part, on a nécessairement ngrfoo flg(wy)) < 1 D’ou M 1
Elfoof(g(w")) et par suite nglfoog(w") =3 Or 3 est le maximum de g sur [ et la propriété

montrée en 1.c) s’applique aussi pour ¢; il en résulte que la suite (wy,)n>o converge vers 3
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SUJET N° 52

Soit ¢ un réel non nul. Soit n € N*. On définit la moyenne d’ordre ¢ de n réels strictement positifs z1,...,x,
en posant :

1
xt1_|_..._|_x7; t
n

my(T1,...,Tn) = <
1. Que représente mq(z1, -+ ,&p)?
2. Soit (21,...,2,) € RY". On introduit la fonction f sur R% en posant f(¢) =1In (2} + - + ).
(a) Montrer que f se prolonge par continuité en 0 (on notera encore f ce prolongement).

(b) Justifier que f est de classe C* sur RY, puis calculer f" et f”. Vérifier que ces deux fonctions se
prolongent par continuité en 0.

On admet que la fonction f ainsi prolongée est de classe C? sur R
et que I'on a : f'(0) = l(i){rnf' et f(0) = l(i)r+nf”.

(¢) Soit ¢ > 0. Etablir I'inégalité suivante :
[(Inzy)af + -+ (lnxn)mﬂz < [(nzy)?zf + -+ (Inwy,)?al] [2f + -+ + 2l ]

(d) Prouver que f est convexe sur R;.
3. Dans cette question, on suppose que les n réels strictement positifs x1, ..., z, sont fixés, et pour ¢ > 0,
on pose m(t) = my(xy,...,2,).
(a) Exprimer m(t) en fonction de f(¢) (introduite dans la question 2.).

(b) En revenant a la définition, prouver que m est croissante sur R . En utilisant une inégalité de
TAYLOR, montrer qu’elle se prolonge par continuité en 0.

(c) Justifier les inégalités

1

n
n n Z Tk
(}}:11 xk) < k:; X

(d) Montrer que , ligrn m(t) = max(z1,- -+ ,xn) (On pourra se ramener au cas ot £1 = max(xy,...,Ty)
—+00
x
et introduire les points yi = el pour k=2,...,n.).
1
4. Soient xy,...,7, € R7.
(a) Soit t < 0. Vérifier que
1
me(T1, ..., Tn) = .
(o)
|¢] T ) ’ T,
(b) En déduire que la fonction ¢ — my(z1,- - ,x,) se prolonge en une fonction continue et croissante

sur R.

(¢) Que peut-on dire de my(x1,...,x,) lorsque ¢ tend vers —oc.
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SOLUTION DU SUJET N° 52

1. C’est tout simplement la moyenne arithmétique habituelle.
2. (a) Comme x} = exp(tInxzy) " 1, on voit que f(t) " Inn, et par suite la fonction f se prolonge par
— —
continuité en 0 en posant f(0) =Inn.

(b) Par somme et composition de fonctions de classe C>° sur R, on voit que f est de classe C*° sur cet
ouvert. De plus, pour ¢ > 0 on a

| Siomael o i nen)el] 50 o] — (50 tnaef)”
k1 T >k xﬂz

Ces deux fonctions se prolongent donc par continuité en 0 car

')

1

lim f/(t) = In ((wl X oo xn)n> = £(0) et

t—0+
tl—if& ')y =n"? [n;(lnxk)Q —In (@ x o % x”)Q] = f"(0).

(¢) On écrit le terme général de la somme, qui apparait dans le membre de gauche, sous la forme

t t
(#d m(wx)) x i et on utilise Vinégalité de CavCHY-ScHWARZ dans R”,

(d) Avec la question 2. b) et I'inégalité précédente, on voit que f” est positive sur R . Le cours nous
dit alors que f est convexe sur R% . Par continuité, elle 'est encore sur R.

3. (a) Pour faire intervenir f, on s’intéresse bien stir & Inm(t) =t~ [f(t) —lnn] =t~ [f(t) — f(0)], dou
m(t) = exp (=1 [f(t) — £(0)]).

(b) Supposons que 0 < t; < to. Avec la question précédente on voit que m(t1) < m(tz) équivaut aprés

simplification & f(t1) < ( — %) f(0) + %f(tg) et cette inégalité est vraie puisque f est convexe

(t1 €]0,ta], % <lett = ( - %) x 0+ %tg). Comme f est de classe C2 sur R, , f” est bornée
sur [0,1] et 'inégalité de TAYLOR reste intégral ou de TAYLOR-LAGRANGE & l'ordre 1 conduit
immédiatement a [t~1 [f(¢) — £(0)] — £/(0)| < Mt (o M est une constante strictement positive). 11

1
s’ensuit que la fonction m se prolonge par continuité en 0 en posant m(0) = (x1 X - -+ X 2,,)™ (m(0)
est la moyenne géométrique).

(c) Par croissance de m, on a bien m(0) < m(1) < m(2) (m(2) est la moyenne quadratique).

(d) Comme les xy, jouent des roles symétriques, on peut se ramener au cas ot 1 = max(xy, - ,&,). 1l
k
n (14325 }) e
vient m(t) = x1 exp — xp car yp = — €J0,1] pour k=2,--- ,n.
t t—-+o0 1
4. (a) Soit t < 0. Alors t = —|t| et I'égalité demandée devient un jeu d’écriture.

(b) La valeur absolue est positive et décroissante sur R* . Par composition avec une fonction croissante
sur Ry on obtient une fonction décroissante sur R* et en passant a l'inverse, il en découle que

t — my(x1,- - ,2,) est croissante sur R* . La réponse compléte provient du raccordement continu en
L .
0 car lim my(z1,--- ,2,) = lim ms(xf17~-~ caa )T = (g x o X ) = Hm omy(ag, e, @)
t—0— s—0+t t—0+

(¢) En utilisant une nouvelle fois 4. a), il vient

Hm my(z1, - ,2,) = lim ms(xfl,n- ,m;l)_l =

t——o0 s5——+00
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SUJET N° 56
Soit u la fonction définie sur R par : u(x) = exp (L;)

Pour tout n € N, on note u(™ la dérivée n-itme de wu.
Pour tout n € N, on définit la fonction H,, par : Vo € R, u(™ (z) = H, (z)u(x).

1. Trouver une relation simple entre u'(z), u(x) et x qui est valable pour tout = € R.
En déduire que : Vn € N, Vo € R, Hp1o(z) = cHpt1(z) + (n+ 1) Hy ().

2. Montrer que H,, est une fonction paire (resp. impaire) si n est un entier pair (resp. impair).
3. Pour tout p € N, exprimer H,(0) en fonction de p.
4. Montrer que la fonction H,, est strictement positive sur ]0, +o0][.

Soit la suite (7},),>1 définie par récurrence par Tp =1, T4 =1 et :
Vn 20, Thyo=Tht1+ (n+ 1)T,.

5. Montrer que T,, = H,(1).

Pour tout p € N, on définit la fonction v, par : v,(x) = Hop(x) exp (%)
On admet qu’alors on a : Va € [0,1], a?vp(x) < v)f(z) < fPup(a), avec B=1/2p+ 3 et a = /2p + 5.

Hs, (0
6. Soit p € N. Pour tout = € R, on pose p(z) = 2%() (e@“C + e_B’”).
En étudiant le signe de w = v, X ¢’ — v}, X ¢, montrer que : Vz € [0,1], vy(x) < ¢(x).
On obtiendrait de méme le résultat suivant que 'on admet :

HQP(O)

V€ [0,1], vy(z) > 5

(eaz + e—am) .

7. Déduire des questions précédentes un équivalent de 75, lorsque p tend vers +oo.
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SOLUTION DU SUJET N° 56
1. On a v/(z) = zu(z). Donc en dérivant n + 1 fois par la formule de LEIBNIZ, on a :

n+1 k
! *%)Z( k )dmk@f)xu( P @) = 2D (@) + (n+ D (@),
k=0

Puis on multiplie tout par u(z). Autre idée : par récurrence sur n (hérédité en dérivant une fois).

2. Comme u est paire, u(™ est de méme parité que n, donc H,, = % aussi.
Autre idée : montrer H, (—z) = (—1)"H,(x) par récurrence double sur n > 0.
3. En évaluant en z = 0 (avec n = 2p), on a : Hy,11)(0) = (2p + 1) H2,(0),

Donc : Hyp(0) = HO(())pl:[(Qk+ 1) = (2p)! _ (2p)!

p - 2Pp' ’
k=0 H 2%k
k=1

4. Montrons par récurrence double sur n > 0 la relation : Vo > 0, H,(z) > 0.

e Clest viaipourn=0et n=1car Hy=1et H = X.
e Si c’est vrai aux rangs n et n + 1, la question 1 montre que c’est vrai pour n + 2.
5. Par récurrence double évidente, car Ty = Ho(1), 11 = H1(1) et

Hn+2(1) = Hn+1(1) + (n + 1)Hn(1)a Thi1 + (n + 1)Tn = Ln42
6. Notons a = Hj,(0). Comme Hs,(0) > 0 (cf. Q3), on a ¢(z) > 0, donc :
w'(z) = vp(2)¢" (x) = vy (2)p(x) = vp(2) B2p(2) — vy ()¢ (2) = @(2) (vp(2) 5 — v) (2)) > 0.

Or ¢'(0) = 0 et v,(0) = 0 (car Hj, impaire, car Hy, paire), d’ott : w(0) = v,(0)¢’(0) — v,,(0)p(0) = 0.
Comme w est croissante, on donc w est positive sur [0, 1].
!
Ainsi (¢ > 0) : (UP> — -2 <o0.0r (“p> 0) =2 =
P P P a
vp(x
p(x)

7. D’apres la question prédédente, pour = 1, en notant cosh(z) =

Donc : Vz € [0, 1],

< 1, s0it : Vo € [0,1], vp(z) < ().

%(ex +e %),ona:

Hap(0) cosh <\/E> <exp (i) « Hap(1) < Hap(0) cosh (W) .

= \/2p+3 V2p
Comme,/Qp—&—%tendvers +o0 et coshz ~ e7,0na:cosh<1/2p—|—%) ~ =~ 5,
T—+00 p——+oo p—+oo
\/2p+%
¢ —eV2PTI VI — V2TV,

eV?2p p——+0o0
1

1 1
i A2+ L —2p =2 (,/1 L—l) ~ VDX =X — = e —
puisque Pt 3 P 3% p—+00 P X 2 % 2p  \/2p p—+oo 0
De méme, on a cosh (. /2p + %) ~ ¢ ;p, donc par théoreme d’encadrement, on en déduit que

p—r—+oo

ol cette seconde équivalence se justifie par :

)

I @)
- _1 € o D): 2p—1
T2p = ng(l) pgoo e 4H2p(0) X 2 = 2p+1p!e 4,




88 ESCP 2022 — Oral

SUJET N° 60

—+ oo
Pour tout entier naturel n, on considere a,, = / e t—dt et Gn it e t—
n

1. Justifier que la suite (a,)nen est bien définie.

Pour tout n € N, on considere la fonction f, définie sur R} par :

. SCQ " . n fEk
Py = (Lrad s I ) = >4
=0

n

v t
2. (a) Calculer f!. En déduire que, pour tout n de N et tout x de Ry : f(z) =1— / e_ta dt.
0 .
(b) Etablir que, pour tout n de N, on a : f,(n) = a,.
(a

3. Etudier, pour tout n de N, les variations de la fonction g,, sur [n,n+1] .

)
)
)
(b) En déduire que la suite (a,) est décroissante. Etudier sa convergence.

4. On considére une suite de variables aléatoires (X, ),en+ définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P),
n

indépendantes suivant la loi de PO1SSON de parametre 1. On note S,, = Z Xp.
k=1

nok
n

(a) Donner la loi de S,, pour tout n € N*. En déduire V'existence et la valeur de lim e™" E —.
n—-+o00 =0 k!

P . 1
(b) En déduire que : ngrfoo an =5
1
5. (a) Pour tout n de N, montrer que I’équation f,(z) = 3 d’inconnue = € R4,
admet une unique solution que I’on notera b,.

(b) Montrer I'existence de la suite (b,) et déterminer sa limite.
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SOLUTION DU SUJET N° 60

n

—+oo
1. Comme l'intégrale I'(n + 1) = / e~ "'— dt converge, il en est de méme de l'intégrale qui définit a,,.
0

2. (a)

n'
xn
La fonction f,, est de classe C! sur Ry avec f(z) = —e~"— pour tout z de R.
n

L’égalité découle de D'intégration de f! sur [0,2] avec 2 > 0.
t"  T(n+1)

+o0
On a ’égalité car / et —dt = =1.
0 n! n!
tn—l
Sin > 1, alors g, décroit sur [n,n+ 1] car : g/, (t) = e™* o (n—t) <0
Méme résultat pour n = 0 car go(t) = —e~".
t’n+1

En posant u(t) = —e~t et v(t) = , et en intégrant par parties, u et v étant C! sur R, on

(n+1)!
obtient :
X

/X . tn+1 |: . tn+1 :| X ttn
e ——dt=|—-e ' — +/ - dt
n+1 (n + 1)‘ (n + ]-)' n+1 n+1

En faisant tendre X vers +oo et en utilisant la relation de CHASLES, on obtient :

o (n+1)n+1 nogn n+1
Ve N gy —an = e MEET N+ | T D= | an(®)de >0,

car g, décroit sur [n,n + 1].
Ainsi, la suite (a,) est décroissante. Elle est de plus minorée par 0, par positivité de I'intégrale,
donc elle converge.

Comme S,, est la somme de n variables indépendantes suvant la loi de POISSON de parametre 1,
alors S, suit la loi de POISSON de parametre n.

Comme X1, X5, , X, sont des variables aléatoires indépendantes de méme loi, de variance non
Sn — E[S,,
nulle (V[X;] = 1), d’apres le théoréme limite central, on a : V[.SE]] N N(0,1).
Comme E[S,] =n et V[S,] = n, puisque S,, = P(n), cela donne :
" nk Sp—n 1
kZ: k! TL) ( \/’71 ) n—4o00 ( ) 2
n pk 1
Pour tout n de N, a,, = f,(n) =™ PR donc (a,) converge vers 7
k=0 K'
Pour tout n de N, pour tout = de R, f/(x) = —e‘”’x—' < 0. Donc f,, est continue et strictement
n

décroissante sur [0, +oo[ (f], négative et ne s’annule qu'en 0). Ainsi, d’aprés le théoréme de la
bijection, f, est bijective de [0, +oo[ sur I'intervalle ]0, 1].

Par conséquent, 5 admet un unique antécédent b,, par f, dans R,.

1 1
Pour tout n de N, f,,(b,) = 5 et (ay) est décroissante de limite 3 donc, pour tout n de N, on a :

1
apn, > 5 = fn(n) = fu(bn) <= b, > n par décroissance de f, ! sur ]0,1].

On en déduit que (b,,) diverge vers +o0o d’apres les théorémes de comparaison.
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SUJET N° 62

Soit (Sn)n>0 la suite définie par

n
sop =2 et pour tout n > 0,8,41 =1+ Hsk
k=0
1. Calculer sy, s et s3.
2. Montrer que la suite (s,,) est croissante.

3. Montrer que lim s, = 4o0.
n—-+oo
4. (a) Montrer que pour tout n € N, 8,41 = 52 — s, + 1

1 - 1
(b) En déduire que la série g — converge et calculer sa somme.
Sk
k>0

5. On pose r = 23 et on admet que pour tout n > 3, s, = P2t

(a) Montrer que r < %. En déduire que sgsis9 > r16.
In(s
(b) On pose pour tout n > 0, u, = 275_:;). Montrer que la suite (u,) converge. On note ¢ sa limite.

In2
(c) Montrer que ¢ > HT
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SOLUTION DU SUJET N° 62
1. Onasg=2,81 =3,80 =7,583 = 42.

2. Par récurrence immédiate, pour tout n > 0, s, € N*; donc s,41 > 1+ s, > sp.

3. On montre par récurrence que pour tout n € N, s,, > n. Ceci est vérifié pour n =0,1,2,3. Et si s, > n,

alors s,411 = n! >mn. Ainsi lim s, = 400.

n—-+oo
4. (a) Ona
n—1
Sni1— 1 =8, (H sk> =sp(sn— 1)
k=0

(b) Ainsi
1 1 1

Sn+1 — 1 Sn(sn - 1) Sn — 1 Sn

n—1 1 1 n—1 1
Puis en sommant, — — = —. Et par télescopage
’ Z(Sk_;,_l—l Sk—1> Zsk P pag

k=0 k=0
n—1
1 1
Z =- +1—1
= Sk Sp— 1
|
5. On pose pour tout n > 0,u, = ;SZ;)

(non demandé dans ’exercice). Montrons par récurrence forte sur n que pour tout n > 3, s,, >

e Ceci est vérifié pour n = 3.

e Supposons que sy = TQHI, pour tout k € [3,n]. Alors

n n+1

n n n 16+ E ok+1 16+ E ok
k+1
Spt1 = 1—|—H Sk > S0S152 H sk > rifx H 2 > k=3 =r k=4
k=0 k=3 k=3

(a) On a

< 21 S2< |1+ 5’
TS 16
Il suffit alors de développer la derniére expression par le binbme de NEWTON.

On a sps152 = 42 et 716 = 216/3 = 32 x r. Ainsi

505182 42 r

= >
rl6 320 " r

n+1
T2 .

n+2
— 1642 16

(b) La suite (u,) est décroissante (au moins & partir d’un certain rang) et minorée par 0. En effet

1 1 1 1

1
Unt1 = Un = 5o (I(snp1 = 210(sn))) = gom In(l = — 4+ )~~~ x —

S, 82

car la suite (s,,) tend vers +o00, donc 1/s2 est négligeable devant 1/s,,.

(c) Par croissance de la fonction logarithme

In2
Par passage a la limite ¢ > %

1
<0
Sp

n+2
S
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SUJET N° 66

1. (a) Etudier et représenter I'allure de la courbe de la fonction S d’une variable réelle définie par
S:ix—

(b) Résoudre I’équation d’inconnue z € R: S(z) =1.

(¢) Justifier que S est une bijection de R sur un intervalle I a préciser, et expliciter la bijection
réciproque A.

(d) Justifier que A est de classe C! sur I et calculer sa dérivée de deux fagons.

2. Soit a € R. Résoudre I’équation d’inconnue x € R :
S(a)+S(a+z)+S(a+2z)+ S(a+32)=0
3. Déterminer les fonctions f : R — R telles que

V(z,2') e R?,  flz+2) = f(x) e+ fa)e™

4. (a) Soit x € R*. Etudier la convergence de la série de terme général u,, () =

+oo
Lorsqu’elle converge, on note F(z) sa somme : F(z) = Z Uun () .
n=1

(b) A Taide d’une comparaison série-intégrale, déterminer un équivalent de F(x) lorsque z tend vers 0.



CHAPITRE 2. ANALYSE 93

SOLUTION DU SUJET N° 66

1. (a) La fonction S € C}(R,R) et est impaire. Pour tout z réel, S'(z) = % > 0. La fonction S est

strictement croissante sur R et S(x) ~ e”/2 — 400, d’ou le graphe usuel. T, = Hop(1) ~
Tr—r+00

p—r—+oo
e_%ng(O) X e\éﬂ.

(b) On a S(x) =1 si et seulement si e* — 2e” — 1 = 0 si et seulement si e* = 1 ++/2 car e® > 0, d’out
z=In(1+v2).

(c) D’apres 1’étude de la premiére question, S est une bijection de R sur R. De méme, comme e” > 0,

Sx)=yee® -2y —1=0ce" =y + 1+y2<:>x:1n(y+\/ﬁ):fl(y)

(d) La fonction S € C'(R,R) est bijective et S’ > 0 sur R, donc, par le cours, A € C*(R,R) et pour
tout y € R,

P P S 2 B 2 1
- 5A T AW 4 e—AW) T 2 1 2
[Aly)] AW e YV e VP

On obtient le méme résultat (sic) en utilisant la définition de A.

2. L’équation proposée équivaut a (puisque le crochet de gauche est non nul)

2
e |1+ e” 4 e** —I—e‘%} =e {1 te Tte e et = te M = 1 = _Ea
3. Pour tous z, 2’ réels non nuls,
/
Fa)e” + S5 = f(o-+a') = [la! +0) = @)t + o) e = D0~ LT

donc f/S constante. Réciproquement, on vérifie que les fonctions a .S, o € R, conviennent.

4. (a) La suite u,(z) est définie si et seulement si z # 0. Pour z > 0, on a uy,(x) ~ 2™ > 0 qui est
n—-+oo

le terme général d’une série géométrique convergente. Donc Y u,(z) converge (absolument) pour
tout x € R* (par imparité).

(b) Pour 2 >0, t+— 1/S(tx) est décroissante sur R* , donc par comparaison série-intégrale,

+oo
I(z) = /1 S?ttx) < F(z) < J(@) + 51

puis par changement de variable u = e!* de classe C! bijectif,

+oo T
J(:z:):g/ du 1ln[e H} L e

. ut—-1 =z e* — 1] o+ x



