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SUJET 2.1

e*’u.

Nz

+oo
Justifier la convergence de 'intégrale / p(u) du, notée K.
0

1. Soit la fonction d’une variable réelle ¢ : u —

+o0 —u
2. Déterminer ’ensemble D des réels > 0 pour lesquels 'intégrale / S du converge.
0o Vu(utw)

+oo e~

o Vu(utuz)

3. Déterminer le sens de variation de F' sur D.

On note alors F(z) =

On admet que la fonction F' est dérivable sur D et qu’elle vérifie

1
! — —_ = = —
Ve e D, x F'(x) (J: 2)F(x) K.
Pour tout « € D, on pose G(z) = /xe @ F(z).

4. Justifier qu’il existe une constante C € R telle que
VezeD, G(x):C—K/go(u)du.
0

5. Déterminer la limite de G en 400, et en déduire une relation entre C' et K.
6. (a) Prouver la convergence et calculer l'intégrale
oo 1
J= A m dt
(on pourra utiliser le changement de variable w : t — \/t aprés Uavoir justifié).

(b) Soit x € D. Prouver la convergence de l'intégrale

+oo eftx

0o Vi(t+1)
(c) Montrer que

lim
z—0t

—dt — dt| =0.

ViE(t+1) o VE(t+1)
(d) En déduire la limite de G en 0, puis la valeur de C.
7. En déduire la valeur de K.

|: +o0o e—ta: +oo 1
0
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SOLUTION DU SUJET 2.1
1. pru— % continue sur R* , ¢(u) It u=? et p(u) = o (u?) en 4o0; donc K converge.

. e ; < * aqi .
2. o friur T (o) continue sur R* ssiz > 0;

—3/2

e pour x =0, fo(u) ~u d’intégrale divergente ;
0

e pour z >0, fu(u) o @ d’intégrale convergente, f,(u) = o (u?) en +oo, donc F(z) converge.

Ainsi et D = R7.
3. Pour tout u € RY , 2+ f,(u) décroissante, donc F' aussi.

4. La fonction G est dérivable sur D et pour tout = € D, d’aprés la relation admise,

SW Fz) — Ve @ F(z) +vze™® F'(z) = eﬁ eﬁ
Les fonctions G et H : x+— —K [ ¢(u)du (bien définie car ¢ a une intégrale convergente en 07) ont
la méme dérivée sur I'intervalle R7 , donc y différent d’une constante.

—X

1

G'(z) = {a: F(z) — (ac - 5) F(m)] - K

5. La fonction F est décroissante, positive et a une limite finie en 400, donc G(z) = /xe™* F(z) P 0
Tr—r+00

par croissances comparées.
D’autre part, par convergence de K, G(z) = C — K [ ¢(u) du —= C—-K?;dou C=K?2.
Tr—r+00

6. (a) Le changement de variables ¢ — v/t = u est de classe C! bijectif de ]0, +oo| sur ]0, +oo[. L'intégrale

+oo )
demandée et / du = 7 sont de méme nature et égales. Donc J = 7.
0

u? 41
(b) Par changement de variables u — u/x =t (pour x > 0) on obtient

1 +oo e—tw

FO=7 ) Ve

donc l’intégrale converge.

T dt
— <=

A VEEt+1) 2

m

(c) Soit € > 0. Par convergence de J, il existe A > 0 tel que

Par continuité de exp en 0,
€
I>0,VueR, 0<u<sny = |e’“—1|<2—
T

Alors, pour tout = € [0,n/A4],

+oo —tx A | —tx 400
-1 dt
L dt-J’g et PN S LR S

0o Vi(t+1) o Vi(t+1) A VE(t+1) 2m” 2

d’ot la différence des intégrales tend vers 0 quand z tend vers 0.
(d) D’apres c)

+o0o e—tm

dt
0 \/E (t —|— 1) z—01

D’autre part, liIPG = (C' car l'intégrale de ¢ converge en 0; d’'ou C' =m.
0

G(z)=¢e"

7. D’aprés 5, K =+/C = /7.
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SUJET 2.2
e
7

En utilisant le changement de variable u = t2/2, que I’on justifiera, montrer la convergence de I'intégrale

1. Soit la fonction d’une variable réelle ¢ : u —

f0+°o ©(u) du, notée K, et calculer sa valeur.
o

2. (a) Déterminer ’ensemble D des réels x pour lesquels la série de terme général \/%I , n € N* converge.

too e—ne
Pour = € D, on note alors f(z) = Z .
n=1 \/ﬁ
(b) Montrer que pour tout x € D,
+oo e~ uT +o0 e uw
—dugf(x)g/ du .
1 Vu 0 Vu

(¢) En déduire un équivalent de f(z) quand z tend vers 0.

3. Pour tout n € N* on pose

n 1
S, = — et U,=85,—2vn.
27k Vi

(a) Prouver que la suite (U, )nen+ converge (on pourra étudier U,4+1 — Up,).

nx

(b) Justifier que pour tout x € D la série de terme général S, e~ "* converge.

On note alors h(zx) sa somme.

On admet que si (an k) (n,k)en2 est une famille de réels positifs tels que

—+o0
® pour tout n € N7 la série E an L converge (on pose An = E amk)7
k k=0

e la série E A,, converge
n

+oo “+ o0 “+ o0 400 “+o00 +oo
alors Z Z an. | existe et Z Z anj | = Z Gk |-
k=0 \n=0 n=0 \k=0 k=0 \n=0

(¢) Exprimer h(x) en fonction de f(x) pour x € D.
(d) En déduire un équivalent de h(z) quand z — 07 .

+oo
4. Montrer 'existence de Z Vne ™ et en trouver un équivalent quand z — 0% .

n=1
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SOLUTION DU SUJET 2.2

1. Par changement de variable t — t2/2 = u et densité de la loi normale,
+oo 5
K:\@/ e U /2dt =7
0
NB : le théoréme de changement de variable donne la convergence de 'intégrale.
. —nx P . ol o - 1 . Lo
2. (a) Siz <0, v m +o0o donc la série diverge; si x = 0, la série ) NG diverge; si x > 0,

g \/ﬁ =0 ( ) donc la série converge (absolument); et D =R .

(b) Par décroissance de u C:/zg (pour tout x > 0) comme produit de fonctions décroissantes positives

(ou étude de fonction), et convergence de la série, donc des intégrales, on obtient

/+OO e uz ) +o0 e~ UL
du < f(z </ du .
1 Vu ( 0 Vu

(¢) Le changement de variables u — uxz =t (pour > 0) donne

1 [Tt -

1 [tee
sl pasiwsg [ Ga

5

d’ott par encadrement /z f(z) — K = /7, soit f(x) ~
z—0+ o+

3. (a) On a par quantités conjuguées

1 _ 2 _ Vvn—+n+1 . -1 N _;
Vil Vn+vn+1 n+1 (f—i—\/n—&—l)_\/m(\/ﬁ_’_\/mf oo 4n3/2

de signe constant et terme général de série convergente ; done (U, )pen+ converge (vers L).
(b) Ainsi, S, —2y/n— L=o0(yn), donne S, ~2+/n puis S,e "* =0 (1/n?) et la série converge.

(¢) Pour z > 0, par la permutation admise, aprés en avoir vérifié les conditions,

Un+1_Un =

=3 | (S ) | -2 e - X [ ] -
7n=1 k::l\/E f 71@:1 Vkl-er] 1-e
- VT
(d) D’apres 2.c) et 3.c), h(z) ol vo R
4. Pour x >0, on a y/ne " =o (1/n2) , donc la série converge.
On pose g(z Z Vne ",
n=1
La suite convergente (U, )nen+ est bornée (par M), donc
. Me™® M h(z) VT
| )—2g(x |7 1—e rlvd — =o(h(z)) donc g(::c)oal—2 N 53
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SUJET 2.3

1. Soient f et g deux fonctions continues sur |0, +o00[ & valeurs strictement positives telles que les intégrales

“+o0 “+o0
/ f(®)dt et / g(t)dt convergent et valent 1. Soit A un réel de [0, 1].
0 0
(a) Montrer que, V£ >0, (f(t))*(g(t))' ™ < Af(t) + (1 — N)g(t).
+o0 +oo
(b) En déduire que 'intégrale / (f(t)Mg(t) = dt converge et que / (FENMg)Adt < 1.
0 0

. Soient f et g deux fonctions continues sur |0, +o00[ & valeurs strictement positives telles que les intégrales

+oo +oo
/ f(®)dt et / g(t)dt convergent et A € [0,1].
0 0

En utilisant la question précédente, montrer que :

/Om(f(t))*(g(t))l‘*dt < </0+Oo f(t)dt>A (/0+oo g(t)dt)l)\

“+oo
3. (a) On rappelle que : Vo > 0, I'(z) = / t*“Le~!dt. Montrer que pour tout > 0, I'(z) > 0.
0

DN

On définit alors la fonction G sur ]0, +oo[ par G : x — In(I'(z)).
(b) Etablir que pour tout A € [0,1] et V(x,y) €]0, +0o[? on a :

T(Az + (1= N)y) < (D) (T(y)'

Que peut-on en déduire pour la fonction G 7

4. Soient x et y deux réels strictement positifs. On suppose que y > 1.
1 1
(a) Montrer que G(z + 1) < <1 - > G(z)+ -Gz +v).
Y Y

(b) En déduire que I'(z + y) > z¥T'(z).

5. Soient = et y deux réels strictement positifs. On suppose que y < 1. Montrer que :

I'z+y) <2'T(z)
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SOLUTION DU SUJET 2.3

1. (a) Pour tout A € [0,1], ¥(z,y) € ]0; +oo[,In(Az + (1 — N)y) = Aln(z) + (1 — A) In(y) par concavité du
In. En posant z = f(t) et y = g(t), les fonctions étant & valeurs strictement positives sur |0; +oo[, et
en passant a ’exponentielle, on a 'inégalité souhaitée.

+oo
(b) D’aprés I'inégalité précédente, et 'intégrale / (Af(@) + (1 — A)(g(t))dt étant convergente par
0
+oo

linéarité, on a par comparaison que / () (g(t))!~?dt converge. Par croissance de l'intégrale,

0

+oo +oo

on a: / (fFENMg(t)dt < / (Af(t)+ (1= N)(g(t))dt = 1 d’apres les hypotheéses.
0 0

2. Posons, pour tout t > 0, p(t) = —————— (le dénominateur étant non nul car lintégrale est

strictement positive) et 1(t) = . @ et 1 vérifient les hypothése de la question précédente.

/O T

+o0o
Dot : / (@(t) (b (1))~ dt converge et est inférieure ou égale a 1, d’out la conclusion par linéarite.
0

3. (a) Vax > 0,I'(z) > 0 par stricte positivité (a justifier avec le programme).

o0 +oo
(b) V(z,y) €]0,4+00[2, T(Az+(1—N)y) :/ pret=Ny=1lo=tqy :/ (" le A v Le )AL, ce
0 0

0 A oo 1-x
qui est inférieur d’apreés la question 2 & (/+ tzletdt> </+ tyletdt> =D(x)*T(y) .
On en déduit que G est convexe. ’ ’
4. (a) Y(z,y) €]0,4c[* (z+1) = (1 — %)x + i(x + 1), d’ou le résultat par convexité.
(b) Vx €]0, 400, G(z +1) = G(z) +In(x), d’on, par la question précédente, iG(x +vy) = In(x) + %G(x),
c’est & dire G(z + y) > yIn(x) + G(z). En prenant ’exponentielle, on a I'inégalité souhaitée.
5. V(z,y) €]0,+c[%, (z+y) = x+ (1 =N (z+1) (z+y € [z,r+1]) avec A\ =1 —y € [0,1].

Dou:Gx+y) <(1-y)G@)+yGx+1) < (1 -1y)G(x) +yG(z) +yln(z) < G(z) + yln(x), d’ou le
résultat.
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SUJET 2.4

™/
1. Montrer que, pour tout entier naturel n, 'intégrale /
0

On pose :

2 sin(nx)

- dz est convergente.
sin(x)

/2 .
Vn € N,u, = / Sl?(nz)dz
0 sin(x)

2. Déterminer ug, uq et usg.

3. (a) Montrer que

Vn € N, upto — Uy = ——] sin ((n—kl)g)

(b) Compléter la fonction Python suivante afin qu’elle renvoie u,, a 'appel de u(n) .

def u(n):

if (-1)**n==1:
u=0
for k in range(2,n+1,2):

= o o

else:
= - -
for k in range(---):

return u

ou la boucle for k in range(2,n+1,2): fait prendre a k des valeurs de 2 (inclus) & n+1 (exclu)
avec un pas de 2 , soit : 2,4,6,8,...

p—1 k
-1
(c) Montrer que, pour tout p de N, on a ugpy1 = g, et pour tout p de N*, on a ug, = 2 Z Q(kz +) T
k=0
p—1
4. (a) Pour tout réel z et pour tout p de N*, simplifier la somme Z(—l)kx%.
k=0
(b) Etablir la relation :
p—l k 1,2
(-1) i) 1 =P
Vp € N* = — 4+ (=1)P* dex.
PeN > 1=t o T+a2 "

(¢) Montrer que la série de terme général

k=0

(=DF
2k + 1

converge et donner sa somme.

(d) En déduire que la suite (uy), .y converge et donner sa limite.
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SOLUTION DU SUJET 2.4

1. La fonction intégrée est continue sur |0, 7/2].

En

)

sin(nx)

x—0

sin(z)

/2
2. On trouve ug = 0,u; = g et us = / 2 cos(z)dx = 2.
0

3. (a)

On sait que sin((n + 2)z) = sin((n + 1)z) cos(x) + sin(z) cos((n + 1)x)

et sin(nz) = sin((n + 1)z) cos(z) — sin(z) cos((n + 1)x).

~ n; donc l'intégrale proposée est faussement impropre en 0.

Donc sin((n + 2)x) — sin(nx) = 2 cos((n + 1)z) sin(x). Donc, par linéarité de I'intégration

/2 L 2 o /2
Mg — Uy = / Sln((n + )37) SIH(TLZ’) dz = / 2cos((n + 1){E)d$
0 0

sin(x)
On peut proposer (attention au décalage) :

import numpy as np
def u(n):
if (-1)**n==1:
u=0
for k in range(2,n+1,2):
u=u+2*np.sin ((k-1)*np.pi/2)/(k-1)
else:
u=np.pi/2
for k in range(3,n+1,2):
u=u+2*np.sin((k-1)*np.pi/2)/(k-1)
return u

n+1

sin ((n + l)g)

D’aprés 3.a), on a, uzpi3 — Uzpi1 = 5y sin((p + 1)m) = 0 done Vp € Ny ugpi1 = us = 5.

2 <(2 1)7T) 2x (—=1)P
u = Ugp + s——sin +1)= ) =ugp + ——
2T T 41 Py #T T p 1
S woon_ 1= (=2%)"
. 2 2
Pour tout réel z, on a —z* # 1 donc kg_o(fl) e =

En intégrant cette relation sur [0, 1] (fonctions continues), on obtient :

p—1 k 1 1 2 1
(1) / 1 1/ 2P ™
— d 1)Pt de = = _1p+1
Z2k+1 o 1+a2 T+ (1) o 1422 v 4+( ) o

Par décroissance sur [07 1] de z — 1+ s, ona:Vzre[0,1,0< 3 <

En multipliant par 22? > 0 et en intégrant sur [0, 1], on trouve 0 <
1 2p

et par encadrement lim dz =0.

po+oo Jo 14 22

p—1
. (— 1)
E t 3 la limite dans 4. b li
n peu passer a la [1mite dans ), on a : p—}r-&{loo Z 2,1{1
Pour fi 22 DA R ox T =T
our nlr U = onc 1m u = —_ = = = m u
2p 2% +1 oo 2P 4 2 potoo 2PHD

onc la suite conver € m  u .
Un neN g n 9
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SUJET 2.5
Soit f une fonction continue sur R telle que pour tout z € R, 0 < f(x) < 4e’r.
“+o00

N

w2
1. Montrer que l'intégrale / f(u)e™ 2 du converge.

—00
+oo

’LL2 +oo ’LL2
On suppose de plus que :/ fu)e™ =7 du= / e T du.

—0o0
x

—00
xT u2 “
On pose enfin, pour tout réel x, F(z) = / fu)e™ = du et Fy(x) = / e~ 2 du.

— 00

2. Montrer que F est une bijection de R sur |0, v/27[, de classe C!, strictement croissante.
Montrer que sa réciproque F~! est également de classe C! et strictement croissante.

On admettra que Fy vérifie aussi ces propriétés.

3. (a) Montrer qu’il existe une unique fonction ¢ définie sur R telle que :

gp(m) w2 x w2
Va:eR,/ f(u)e_Tduz/ e 2 du

—0 —0o0

(b) Montrer que ¢ est une bijection de R sur R, de classe C! et strictement croissante .

+Oo ’U,2
4. (a) Aprés avoir justifié 'existence de / u® f(u)e™ = du, montrer que
—00
/ u?f(u)e”™ = du = / o(x)?e” T dx
— 00 — 00

(b) Soit A = max(0,~1(0)).
el _ (e41)?

w2
Montrer que Va > A,/ o(u)?e™ T du > ¢(x)%e

x

= 2
(¢) En déduire que : |p(z)] = o (e%).

r— 400
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SOLUTION DU SUJET 2.5
1. la fonction g : u — (u)e_u*22 est continue sur R. De plus : Vu € R,0 < g(u) < de= 5.
Or I"intégrale / = e_%du converge (par exemple en utilisant la loi A(0, 2)).
oo N
2. Comme g est positive sur R et que / g(u)du converge, F'(x) existe pour tout x de R.

— 00
xT

De plus, Vz € R, F(z) = F(0) + / g(t)dt. D’apres le théoréme fondamental du calcul intégral, F' est de

0
classe C! sur R et Vo € R, F'(z) = g(z) > 0. Ainsi F est-elle strictement croissante sur R et réalise une
bijection de R sur | lim F(z), lim F(x)[.
T——00 —+00

)
xT

“+o0 “+o0 W2
Or EIJP F(z) = / g(u)du = / e” 2 du=V2r et EIEl F(z)=0.

D’aprés le cours, F'~! est aussi strictement croissante de ]0, v/27[ dans R.
Comme F’ ne s’annule pas sur R, F~! est dérivable (et donc continue)sur ]0,v/27[ et pour tout = de

}0’ \/ﬂ[v

—1y7 _ 1 1 1
e ) R ) TR S

Donc (F71)" > 0 et est continue (théorémes généraux).
3. (a) On veut F oy = F;. Donc ¢ est donc la fonction définie sur R par ¢ = F~1 o Fy.
(b) Par composée, ¢ est bijective de R sur R, strictement croissante et de classe C!.

4. (a) Convergence classique, soit par les intégrales de RIEMANN, soit en utilisant la loi A(0, 2).

2

F(p(z)) = Fi(z) = F'(p(x)) x ¢'(x) =™ 7,

soit
w(x)? _ a2 22
2 2

¢(@) =7 = pa)e

0*(2) f(p(x))e”

Donc, en posant le changement de variable u = ¢(x), il vient

+oo w? +oo z2
/ u?f(u)e™ = du = / o(x)%e” T dx

— 00 —0o0

(b) Soit > A. On a donc z = 0 et z = ¢~ 1(0).
Soit u € [x,x + 1],0 < p(z) < p(u) < (z + 1) car ¢ est strictement croissante.

w2 _(@+1)? w2 x41)?

Donc 0 < ¢(7)? < p(u)? et ez >e 2 donce = p(u)? > =5 ()%

On intégre sur [z, + 1] ce qui donne le résultat souhaité.

+oo W2 z+1 Y
(c) Or l'intégrale / ©(u)?*e™ = du converge, donc lim o(u)?e” T du = 0.
o z—+oo [
, . 9 _(et1)? . . _(t1?
Donc par d’encadrement, lim ¢@*(x)e”" 2 =0 et par suite lim |p(z)le” 7 =0
r—r~400 Tr—+00
y . . (z41)?
D’ou |¢(x)] o © (e 1 )
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SUJET 2.6
1)77,

(7 n
On pose, pour n € N, u,, = —— et 5, = U;.
pose, p n= T n Eo i

1. La série Zun est-elle absolument convergente ?

2. Montrer que les suites (Sa2,),, et (S2nt1),, sont adjacentes et en déduire que la série Z U, converge.

3. Montrer que Vn € N,

1 n—1
1 i 1
/ — N (=) | dt| < .
0 1+t o n+1
+oo
4. En déduire la valeur de g Uy -
n=0
0 eN ! 1 1w En:
n pose, pour n V3 = ———, V3pa1 = ————, U3pao = —— et 1), = v;.
pose, p y U3 m+1 3n41 In+2 3n4-2 In+4

i=0
5. Montrer la suite (T3,42) converge et préciser sa limite.

6. En déduire que la série g vy, converge et préciser la somme de cette série.

On considére désormais une suite (a,,) de réels positifs et ¢ une bijection de N dans N.
Pour tout n € N, on pose b, = Gp(n)-

7. Montrer que la série g a, converge si et seulement si la série E b, converge et que si la série E an

+oo +o0o
converge alors E an = g b,
n=0 n=0

8. Le résultat de la question précédente reste-t-il vrai si ’on ne suppose plus que Vn € N, a,, > 07
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SOLUTION DU SUJET 2.6

1 1
1. On a |uy| = —— — > 0 et la série harmonique diverge.
n -+ 1 nsocon

1
2. Somio— Sy = ——— —
e L WA S WD)

e (S2,4+1) est croissante

donc (Sz2,,) est décroissante.

e lim 52n+1 — SQn = U2p+1 — 0.
n—-+oo n—-+4oo

les suites (Sa2,,) et (S2n+1) sont adjacentes donc convergent et ont méme limite donc (.S,,) converge donc
la série Y u,, converge.

Sy LoD
3. Soit t€[0,1]. Ona » (—t)' = ———,
i=0 1+¢

1 n-1 1 n 1 1
1 ; —t tm 1
/ —— =) (=)' |dt| = / ()dt‘ g/ dtg/ t"dt = .

1 1 n—1 ; n—1 711‘
4. Enﬁn/o <1+t (t))dt i mdth/ (2)Z(Z,+)1.

Donc

1=0 1=0
5 Soit n n 1 1 1 1 1 1 1
. Soit a,, = v3, +V3n, V3t = = - — .
BT AL TEA2 T o0 vl dn+2 4n—|—4 in+2 4dn+4 2\2n+1 2n+2
3n+2 n 1 1 12041 (—1)° 1 1
O Tn = n — 7 - . 1 N = = " :*Sn —n 0071 2).
naliniz= 3, vs Za 220(21+1 2z+2> 5 2 T 1 T aomtl Dot 50(2)
. . 1 R
6. On a T3, = Tap12 — (Usn41 + Usni2) et nll)rfoovn:Odonc nll)rfongnziln(Q) et de méme
In (2)

lim 75,41 = = 1n(2) donc la série Y v, converge et a pour somme
n——+oo 2 2

n n n
7. Supposons que ) a, converge et posons o, = »_ a;et o, = Y by = Y a,(;) Soit N = max {p (i),i € [0,n]}.
i= i=0

i=0
+oo
Onao,, <oy < D> a,cara, > 0.
n=0
—+o00 —+o0
La suite (07,) est donc majorée donc > b, converge et > b, < > ay.
n=0 =

“+o0o
On a a, = b,-1(,,) donc si ) b, converge alors ) a, converge et > an, < > by.
n=0 =

8. Utilisons la question 6. On a vz, = Ugp, Vspt1 = Ugnt1 €t Uspio = Ugns.
Posons pour n € N, ¢ (3n) =2n, ¢ (3n+ 1) =4n + 1 et ¢ (3n + 2) = 4n + 3. @ est bijective car atteint
tous les pairs et tous les impairs exactement une fois.

+o0 1 £
On a v, = ugym) et Y v, = 3 > u, donc le résultat précédent ne subsiste pas si la série n’est pas a
n=0 n=0

terme positifs.
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SUJET 2.7

1. Soit (un)n>1 une suite réelle.

Montrer que lil_{_l u, existe et est finie si et seulement si la série E (Up+1 — uy) converge.
n——+00

n>1

k
k=1
Montrer que la suite (uy,)nen converge. On note 7 sa limite.

3. (a) Justifier les inégalités suivantes :

ntl 1 1 L
vn>3,/ @dtg D) o v 4, 20 </ () .

— 1
2. Pour tout entier n > 1, on pose u, = (Z ) —In(n).

n
In(k
(b) Pour tout n > 2, on pose S, = Z(—l)k ( )
k=2 k
Montrer que les suites (Sa25,)n>1 €t (S2n+1)n>1 sont adjacentes.
Montrer que la suite (S),)n>2 est convergente; on note S sa limite.

4. Le but de cette question est de calculer la valeur de S en fonction de ~.
n

In(k 1 2
Pourn)B,onposetn:Z né)etan:tn—%.

k=1
(a) Démontrer que la suite (a,)n>3 est convergente.

n
1
(b) Montrer que pour tout n > 3,53, = t,, — to, + (Z k) In(2).
k=1
En déduire une expression de So,, ou figurent a,, as, et u,.

(c) Calculer EEI-I Sa,, en fonction de v et de In(2). Déterminer S.
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SOLUTION DU SUJET 2.7

n
1. Pour tout n € N*| Z(uk+1 —Uk) = Upt1 — Ug.
k=1
Ainsi la suite (u,) admet une limite si et seulement si la série télescopique converge.

2. Pour tout n > 1, on a

1 1 1 1 1 1 1
i1t = ——+1In (1 — - - - =) ~
tnt1 n+1+n< n+1) n—|—1+< n+1 2(n+1)2+0((n—|—1)2)) nstoo  2(n 4 1)2

D’ou la convergence de la série E (p+1 — up), par comparaison de séries signe constant (ou par

convergence absolue) avec un série de RIEMANN. D’aprés la question 1 la suite converge donc.
() 1—Int

3. (a) La fonction h: ¢t — est décroissante sur [e, +o0o[ car h/(t) = 2 . Ainsi :
In(t 1 1 In(t
Vn >3, Vi€ n,n+ 1], % < nim et Vn>4, Vte[n—1,n] nfl”) < %

D’ou les inégalités demandées en intégrant ces inégalités respectivement sur [n,n + 1] et [n — 1, n].

In(2n+2) In(2n+1)
— = h(2 2) — h(2 1) <
—— 1 h(2n+2) —h(2n+1) <0

car la fonction h est décroissante sur [3, +oo], donc la suite (Sa,,)n>1 est décroissante.

~In(2n+3  In(2n+2)
= h(2 2)—h(2 >
2n+3 2n + 2 (2n+2) (2n+3)>0

(b) Pour tout n > 1, on a So,y9 — Sap, =

De méme, pour tout n > 1, So,13 — Sopy1 =

donc la suite (S2n41)n>1 €st croissante.
In(2n + 2
7( +2) — 0.

2n+2 n—+4oo
Les suites (S2,)n>1 €t (S2n+2)n>1 sont donc adjacentes : on en déduit qu’elles sont convergentes de
méme limite S, ce qui implique que la suite (Sy,)n>2 est elle-méme convergente de limite S.

+1
1
4 (a) Onaangr —ay = 200 1 ((In(n + 1)) — (In(n))?) = 2080 / o <

Enfin, pour tout n > 1, Sop40 — Sont1 =

n+1 n+1
d’aprés Q3b (seconde inégalité), donc la suite (an),>3 est décroissante.
D’aprés Q3b (premiére inégalité) et en sommant pour k allant de 3 & n, on a

~ In(2) =In(k) _ In(2) [T In() In(2) ["In(t) , 1 5 9
t, = 5 +}; > > 5 +/3 : dt > 5 +/3 " dt—ln(2)+§((ln(n)) —(In(3))?)

d'ouVn >3, a, > @ _ (ln(d))
La suite (an)n>3 est donc decrmssante et minorée, donc convergente (th. de la limite monotone).

(b) Pour tout n > 1 Sy, = Z In(2k) _ Z ln(2k +1) d’ott

P 2k : 2k +1
" n(2k) e In(k)  o=In(2k) <= In(2) + In(k)
San =) 2% k > 2k i ~fan
k=1 k=1 k=1 k=1

k
k=1

En remplacant par les expressions des suites (a,) et (uy), on obtient
Son = (up +1n(n)) In(2) + a, + @E0° g, 0G0 puis 6 — wy, In(2) + (a0 — azy) — 2R
(In(2))*

5

n
1
En scindant la premiére somme, on a donc Sy, = t,, — to, + <Z ) In(2).

(¢) En passant a la limite, lilf Son =8 =7v1In(2) —
n—-+0oo
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SUJET 2.8

oo ondy
Pour tout n € N*, on note : F,, = / —_—
0 (ex + e—x)n
T _ T
1. (a) Calculer la dérivée de la fonction x +— prp— ; en déduire que Fp = 1.
e’ +e

(b) A l'aide du changement de variable u = e®, montrer que F; = g

2. (a) Pour tout n € N*, montrer l'existence de F,, et montrer que F,, 12 = i 1 En
n
(b) Etudier la monotonie de la suite (F},).
(c) Exprimer F,.1 en fonction de n € N.
. } n"\/n 1
3. Pour tout entier n > 2, soient u,, = In et v, =u,+-—— (n>2).
nlen 2(n—1)
n+1 1
(a) Pour tout n € N*, calculer I'intégrale / (x—n)(n+1—2)x e dz; on la notera I,,.
n z
1 1
En déduire que : Vn € N*, 0 < (n + 2) (In(n+1) —Inn) —1 < 52
n
(b) Montrer que les suites (un)n>2 €t (vn)n>2 sont adjacentes.
I

4. Déduire des questions 1 et 2 que F,41 ~ F,, puisque F,, ~ —.
n—-+oo n—-+oo 27’7,

5. En déduire la formule de STIRLING : n! ~ \/27rn \/ﬁ

n—-+oo en
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SOLUTION DU SUJET 2.8

. (a) Ona: ; (ef—|—e—z)2_ prp— ij ’Car'ew—i—e—w o gE o1 o =1

0
(b) La fonction x — e® est de classe C1, strictement croissante et bijective de [0, +oo] sur [1, +oo], donc
+oo
2d
F1=/ 7u1:[2arctanﬁoo: T
1 u(utg) 2

2. (a) Pour tout X > 0, par intégration par parties sur le segment [0, X] avec des fonctions de classe C!,
on a :

X o2y | (e®—eT™) 2" X Xt e n2"(e® —e™7) d
| e e < e } - e (o) -
2" (eX —e™X) X o2y X ondg

— 0
X —+oo

(On a utilisé la relation (e —e™%)? = (% 4+ e~%)? — 4). D’ott la convergence de F,, par récurrence
n

n+1

double sur n > 1. Et | Fl,40 =

n-.

(b) Ona(e* —1)2 >0 < # > 1. Dong, par croissance de 'intégration ‘ (F},) est décroissante.

r2k—1 T (2n)!
2k |27 (2nn!)?”

(c) On a Fopy1 = F)
k

=1

"+l n+ % n(n -+ 1) x n(n -+ 1) il 1
3. (a) In= /n 57T = o2 dr = {—5 +(n+ i) In|z| + mral i = <n+ 5) (In(n+1)—Inn)—1.
n+1 1 1
Or, par ‘ croissance de l’intégration‘ :0< I, < — doe = —.
n  2n2 2n?
(b) Comme v, — u, = m, il est clair que ngrfoo Uy — Up = 0.
(n+1)"Thyn+1 n"\/n 1 n+1
n —Up =1 -1 = — |1 —-1=1, > R
Untr — 4 . ( (n+ 1)lent! T Taten n 2) "\ 0

d’aprés la question précédente. Donc ‘ la suite (u,) est croissante. ‘
1 1 1
- ——— < I, - — <0,
2n  2(n—1) =" 2n2 T
4. On a F,, > 0 (I'intégrale d’une fonction continue positive n’est nulle que si la fonction est nulle),

n Fn+2 n+1 1
= < < 1. Par | théoréme d’encadrement, | on en déduit que | F, ~ F,.
ntlaza Fp, o Fp ° | | et e T

Et ‘ (vy,) décroissante ‘ Car @ Upt1 — Un = Upt1 — Up +

donc

Or, d’aprés Q2.b on a (n+ 1)F, 1o F,,+1 = nF, F,,11, suite constante qui vaut Fy Fy = g (cf. Q1).

™ T
Dot : = =nF,1F, ~ n(F,)? comme F, >0, on en déduit que | F,, ~ —.
2 n——+oo n—-+o00 2n

5. D’aprés Q3b, (uy,) [et (v,)] converge vers une limite /g, donc e¥r — ef0 = £ # 0, soit [n! ~

T Q4 T (2n)! n @nvan 0 ) 1
D : —_— ~ F _ - 7 ~ - 12 — ) D’ Z _ .
one \/;TL*%FOO 2n+1 Q2c 2 22"(77,!)2 n—+oo 2 2211,(”;’6\7{77)2 \/ﬁ ou 7\/%
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SUJET 2.9

“+o0
1. Pour tout n € N, montrer la convergence de I'intégrale / e"%sin?"(z) dz. On la note J,,.
0

2. Calculer Jy.

2n(2n — 1)
4n? +1

4. Montrer que la suite (J,,)nen est strictement positive et convergente.

3. Pour tout n € N*, montrer que J,, = Jn—1.

On aborde maintenant deux maniéres différentes d’obtenir la limite ¢ de la suite (J,)nen-

5. Méthode 1 :
2n(2n — 1))

Déterminer la nature de la série de t enéral vy, = 1
(a) Déterminer la nature de la série de terme général v, n( 4n? +1

(b) En déduire la valeur de /.
6. Méthode 2 :

™
(a) Montrer 'existence d’une constante M telle que, pour tout n € N, on a : Jy41 < M/ sin?"(z) dz.
0

(b) En déduire la valeur de £.

[SE]

s
Indication : on pourra e:pprimer/ sin®(z) dz o Uaide de / cos®(x) dz, puis découper cette
0 0

o 1
derniére intégrale en deux autour de la borne —.
n3
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SOLUTION DU SUJET 2.9
“+oo
1. Ona: e *sin®" z| < e * et 'intégrale e~ "dx converge,

0
Donc, par théoréme de comparaison, l'intégrale .J,, converge absolument.
2. Jo =1 (intégrale de la densité de la loi exponentielle de parameétre 1).

3. Pour tout A > 0, par intégration par parties avec des fonctions de classe C!, on a :
A N A
/ e tsin®"t dt = [—e_t sin?" t] ot Qn/ e tsin® L tcost dt
0 0
d’ou, lorsque A tend vers l'infini : J,, = 2n f0+°o e tsin® "1 tcost dt. On intégre de nouveau par parties :
A N A
/ e 'sin®"tcost dt = [—e™* sin®"~! ¢ cos t] o T / e t((2n —1)sin®*" "2 tcos? t — sin®" t) dt
0 0

2n(2n — 1)

puis, quand A tend vers U'infini : J,, = 2n((2n —1Jp1 —(2n—1)J, — Jn), soit J,, = LT a2
n

n—1-

2n(2n — 1)
4. OnaJ0>OetW

Par récurrence sur n > 0 évidente, la question précédente donne J,, > 0 pour tout n > 0.
In 4n? — 2n

> (0 pour tout n > 1.

De plus = < 1, donc la suite (J,,) est décroissante ; comme elle est minorée, elle converge.
Jn_1 4n? +1
4n? — 2n 1+2n 1+2n 1
5. O LU = 1 _— = - ~ - ~ ——
(8) Ona:v n<4n2+1> n( 1+4n2> notoo  1+4nZ noteo  2n

Ainsi, la série a termes positifs g —uvy, | diverge | par théoréme de comparaison ; donc g VUp, aussi.

n

(b) 11 s’ensuit que les sommes partielles Z v, tendent vers —oo quand n tend vers +oo.

k=0
1 2k(2k — 1
Or, d’aprés les questions 2 et 3,ona: J, =1 X Q,
P 4k? +1
Donc, In(J,) = kz_:lln (vn) WS T donc, ngrfoo Jp = 0.

(k+1)m
6. (a) Pourtout k € N, par changement de variable affine, on a /

km
Donc, par relation de CHASLES, pour tout V € N, on a :

(N+1)m N (k+1)m T N
/ e tsin? 2t dt = Z/ e tsin?" 2t dt = / Z e 4R | sin?" 2 4 du
0 k=0"k 0 \k=0

T

U
e tsin?" 2t dt = / e 4R gin?" 2 4, du.
0

1

T ef(NJrl)Tr ™
:/ - e %sin®PPudu< M/ sin®” u du avec M = Fpupe—
0 0 —¢

l—eT

car sin?" "2 u >0, e * < 1et e (NHDT >
D’oit le résultat voulu par passage a la limite quand N tend vers +oo.

(b) Par relation de CHASLES puis changements de variables affines, puis CHASLES encore, on a :

T, 5, T, LR 2 o1 1\*"
/ sin”udu:Q/ cosudu=2 [ "° cos"udu—i—Z/ cos”udu<1+2<—1) (cosl) .
0 0 0 4 n3 2 n3 n3

n

ol
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2n 1
Or In (cos %) =2nln (cos %) ~ 2N X ——5 — —o0, donc :

n3 n3 n—-+oo 2n§ n—

Ainsi, par encadrement , on retrouve que lirJIrl Jn = 0.
n—-+oo

(

1 2n
CcoS —1) — 0.
n3 n—-+oco
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SUJET 2.10

—+o0
1. (a) Pour tout n € N, montrer la convergence de I'intégrale / ¢"e~t"dt. On la note I,.

(b) Sans faire de calcul de primitive, donner les valeurs des intégrales Iy, I; et Is.
(¢) Que dire de I3 ? Calculer 1.

4 [t
2. Montrer que pour tous réels = et y la convergence de \T / (t—x)%(t — y)Qe_tzdt. On appelle G(z, y)
T J_co

cette intégrale.
Exprimer G(x,y) sans signe intégral, en fonction de x et y.

3. Déterminer les extrémums locaux et globaux de la fonction G.
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SOLUTION DU SUJET 2.10

1. (a) Soit n € N. La fonction f, : ¢t — tre~t" est continue sur R.

+0o0 +oo
1
(1/t?). La convergence de / t—zdt entraine celle de / frn(t)dt aussi.

2
Onate™™ = o
t—too 1 1

Il en va de méme pour la borne —co (ou bien par parité ou imparité de f,, selon n).
Donc Vintégrale [*°7 f,(t)dt est convergente.

(b) On sait que si X suit une loi A'(0,1/v/2), alors f : ¢~ ﬁe_tz est une densité de f.

“+oo —+o0
De / F(#)dt = 1, on déduit I = /7. De / LF(E)dE = E(X) = 0, on deduit I; = 0,
“+o0o
De / t2f(t)dt = E(X?) =V(X)+0= % on déduit I = g
_ -
(¢) Par imparité I3 = / t3e~tdt = 0.

v

3 T
Pour I,, par int. par parties avec u(t) = t3 et v/(t) = te=t" qui sont C, il vient I, = 5[2 = 37.

2. Pour tout (z,y) € R?, (t —2)%(t —y)? = t* — 2(x + y)t3 + (2% + y? + day)t? — 2zy(x + y)t + 22y
par linéarité pour les intégrales convergentes, grace aux questions précédentes, il vient immédiatement
que G(z,y) existe pour tout (z,y) € R? et que :

4
G(z,y) = ﬁ(h — 0+ (22 + % +4day) [, + 0+ m2y2lo) = 42%y? + 22% + 2y + 8zxy + 3.

3. La fonction G est de classe C? sur R?, car elle est polynomiale. Déterminons les points critiques de G.

S8xy? +4x + 8
On a VG(z,y) = <8x§y T4y +8§>. t

2ey> +x+2y=0 N 2> +x+2y=0 2ey> +x+2y=0
20%y +y+20=0 Laelo-1, \20yY(z —y)+ (@ —y) =0 7 |(@—y)Q22y+1)=0"
1¢* cas : y = x. Alors 223 + 3z = 0. Un seul point critique de ce type O(0,0).
2° cas : y # x, alors 2zy = —1 puis —y +x + 2y =0, soit y = —x et 222 = 1.
Ainsi, | G posséde trois points critiques O = (0,0), A = (V2/2,—v2/2) et B = (—v2/2,v/2/2).

Comme on a G(z,y) = G(y,x) pour tout x,y, on en déduit que A et B sont de méme nature.

4 8
8 4

Donc O(0,0) est un point col et‘ G n’a pas d’extrémum local en (0,0). ‘

e Etude du point O(0,0). On a donc Hg(0,0) = < ), dont le déterminant est —48 < 0.

e Etude du point A (v2/2,—v/2/2) (idem en B) On a Hg (V2/2,—v2/2) = (S g)

de valeur propre double 8.
On a 8 > 0, donc | G présente un minimum local en A de valeur G (\@/2, fﬁ/Q) =2.

Comme il n’y a pas de maximum local, ‘ il n’y a pas non plus de maximum global. ‘

Si G admet un minimum global, alors il est atteint en A et B et il vaut 2.

Or pour (z,y) € R?, on a G(x,y) — 2 — 2(x + y)? = 42%y? + 4oy + 1 = 22y + 1)% > 0.
On en déduit que G(z,y) > 2+ 2(z +y)? > 2.

2 est bien le minimum global de G et il est atteint en A et B. ‘

Ainsi,
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SUJET 2.11

1. Soit n € N*. On se donne n réels strictement positifs z1,--- ,z, tels que x1 +---+z, = 1.

(a) Sit est un réel strictement positif , montrer que

In(t) = In (i) + (nt —1) /j t;ds.

n

. 1
b) En déduire 'inégalité 1 < nln(-).
(b) En déduire l'inégalité Z n(zy) <n n(n)

k=1
(c) Montrer qu’il existe un unique point = (x1,--- ,x,) € R pour lequel il y a égalité dans 'inégalité
précédente.
2. Dans cette question, on suppose seulement que y1,- -,y sont n réels strictement positifs (n > 1).

(a) A T’aide de la question 1.(b), montrer que

(H yk) < %Zyk (1)
k=1 k=1

(b) Etudier le cas d’égalité dans I'inégalité (1)

Soit (un)n>1 une suite de réels strictement positifs telle que la série de terme général u,, converge.

. . . . k+1)k . "
3. On introduit la suite (ay)g>1 définie par oy = (kkiq) et on pose v, = (H Uy, pour n > 1.
k=1

«@
(a) Calculer le produit o X -+ X «,, et montrer que la suite (—k) est croissante.
1

k />
1
(On pourra considérer les points yy =1, yo =+ =yp1 = 1 + Eet utiliser Uinégalité (1) ).

Déterminer la limite de cette suite.

(b) Soit N € N*, prouver que

3 > 1 " NV
Zvn < Z Zakuk] < <1 + > Zup
n=1 —n(n+1) |~ N) =
our £ > 1, on pourra utiliser l’égalité ———-~ = =~ — ——).
! ! Le+1) ¢ 41
4. On considére la suite (s,)nz1 0t 8, = A0,
n

(a) Montrer que la série de terme général s,, est divergente.

(b) Prouver que la série de terme général v,, est convergente et que l'on a

—+oo —+oo

Zvn <eZun.
1

n=1 n—=
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SOLUTION DU SUJET 2.11

t s=t
t—s t
1. (a) Par calcul : / 5—ds = {— —1In 5} = --- ou avec TAYLOR reste intégral.
105 s

S==
n

(b) Comme x € RY" et que z1 4 --- 4z, = 1, avec la question précédente on peut écrire

- 1 - Tk 1 — 8 1 - Tk xp — 8 1
I;ln(xk):nln <n>+; (nmk—l)—A = ds] =nln (n)_z l/l 2 ds} <nln <n>’

k:1 n
car toutes les intégrales sont positives (quelle que soit la position de xj par rapport a %)

Tk gy — 8
2

(¢) D’apres ce qui précede, I'égalité est équivalente a / ds = 0 pour tout k € [1,n].

1

1
Or ceci n’est possible que si z = — pour tout k € [1,n]. Sinon il y a une intégrande continue, de

signe constant et qui ne s’annule pas sur l'intervalle d’intégration non réduit & un singleton, ce qui
interdit & I'intégrale correspondante d’étre nulle.

n

1 1
2. (a) Comme In est strict. croissante cela revient & montrer — Z In(yr) <In(yr + -+ yn) + In(=),
n n

. . k=1
soit encore : Zln (yk> <nln <>
Pt yl _|_ e _|_ yn n

C’est vrai d’aprés la question 1.b car les xj = ﬁ en vérifient les hypothéses

(b) Le cas d’égalité dans l'inégalité se produit si et seulement si on est dans le cas d’égalité avec les xy
pour l'inégalité (1), c’est a dire; que xj = ﬁ = % pour tout k € [1,n].
On observe alors que c’est équivalent au fait que y1 = -+ = y,.

k
1
3. (a) On trouve ay X -+ X ay, = (n + 1)™. Posons ek:% = <1+k> .

Avec T'indication et I'inégalité (1), on obtient

(y1 x - x )’%“— H—1 m<i 1+Ek 14—l —14—L
4 Yet1) ™00 = k SErl k)) T TR

d’ott e, < eg41. De plus, e = exp(1 + o(1)) k: e.
oo

(b) Avec I'inégalité (1) et la question précédente, il vient

N N i Ny n : N ) n
nzlv”:;(kl:[l< o )) :;nJrl(ICl:[l(akuk)) \;n(n+1);akuk
:i\f: [i\/: (1_ 1 > Qpug i(l 1 )akukgiekukgm\/iuk
i Lo\ ot S \F N+ k=1 k=1

. L. . . . u
4. (a) La série de terme général s,, est clairement divergente puisque s, > —L avec uy > 0.
n

N N
(b) Avec les questions 3. (a) et 3. (b), on voit que Z Uy, < ez u, pour tout n € N*.

n=1 n=1
Les deux séries sont & termes positifs, la convergence de la série de terme général v, résulte du

théoréme de comparaison puisque > u, est convergente. Un passage a la limite donne I'inégalité
souhaitée.
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On considére deux réels a et b, a > 0 et une suite (u,)nen+ définie par récurrence :
a
u1ERetVnEN*,unH:un(l—f)—i—b (R)
n

1. On suppose dans cette question que b = 0 et on pose r = |a] + 1.
n—1 a
(a) Montrer que pour tout n = r + 1, u, = u, H (1 - %>

=r

(b) Déterminer la nature de la série Z In (1 — %) et en déduire nEToo Up,.
k>r
2. Dans cette question, on suppose que a = 1/2,b=9/2 et u; = 2.
On rappelle que range(1,n+1) crée la ligne des nombres de 1 & n.
On exécute le programme Python suivant :

import numpy as np, matplotlib.pyplot as plt

> n=20 ; a=0.5 ; b=4.5 ; ul=2
u=np.zeros(n); v=np.zeros(n) ; u[0]=ul ; v[0]=ul
for k in range(l,n):

5 ulk|=u|k-1]*(1-a/k)+b

6 v|k|]=u[k]|-u[k-1]

7 plt.plot(range(l,n+1),v,’*’)

s plt.show()

et I’on obtient :

Kok K K kK K K K K Kk KK

2.5 5.0 75 100 125 150 175 200

Quelle conjecture peut-on faire 7
3. On revient maintenant au cas général.
(a) Déterminer l'unique réel o tel que la suite (na),en- vérifie la relation de récurrence (R).

(b) Etablir que lir_irrl (u, — na) = 0. La conjecture formulée précédemment est-elle vraie ?
n—-+oo
4. On considére deux suites (an)nen €t (b )nen+ telles que a,, > 0 pour tout n € N*| et :

lim a, =a et lim b, =b.
n—-+oo n—-+oo

On définit la suite (uy,)pen+ par récurrence : u; € R et Vn € N* w1 = up (1 — L"‘) + by, (R)

n

(a) On suppose que b = 0. Soit € > 0. Montrer qu’il existe un ng € N*, tel que
Vn = ng, [tun| < |tn,| + (n —no)e

. . u
En déduire que lim —= =0.
n—+oco N
c 12 . . u
(b) On suppose b non nul. En considérant la suite (u,, — na),en+, montrer que hIJIrl - =a.
n—+oco N
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1.

(a)

(b)

On procéde par récurrence sur n > r+ 1. Sin=r+1, upp1 = U, (1 - 9) = U, H (1 - 7)

r

donc la propriété est vraie au rang r + 1.
On la suppose vraie au rang n.

n—1 n
a a
it = up(1— 2y = [, (1—7> 1- ) =uy, (1—7),0 FD.

On a uprr =up(l —2) <ukl:[r k)x( a) ukE[T A Q
In(1—-a/k) ~ —a/k quand k — +oco. D’otl par équivalence, Z —1In(1—a/k) diverge vers 400 étant

k>1
donné que —In(1 —a/k) > 0 pour tout k > r, d’ou le résultat.

. - EINN : ay _ RN : _

On a alors ngrfw;ln(l —a/k) = —oo d’ou ngrfwk (1 - %) =0 d’ou ngrfwun =0.

=r

2. On conjecture, grace au graphe, que lim (upy1 — uy) = 3.
n—+o0o

3.

(a)
(b)

b
a+ 1
Posons pour tout n € N*, v,, = u,, — na. Alors on vérifie que pour tout n € N*, v,,11 = v, (1 — a/n).
La suite (vy,)n>1 vérifie les hypothéses vérifiées par la suite (u,)n>1 dans la question 1, d’ott on a

bien lim wv, =0.
n—-+oo

On cherche a tel que pour tout n € N*, a(n +1) = an(l — %) + b soit a = —aa +bie a=

b
Pour la conjecture, a = 1/2, b =9/2 d’ot « = —— =3 et

1+a
Upt1 — Up = (Upy1 —3(n+1))—  (up, —3n) +3
———
—0 quand n—+oo —0 quand n—+oo

d’ott on a bien up41 — U, — 3 quand n — +o00.

Il existe ng tel que pour tout n > ng, |by| < e et |1 —a,/n[ <1 (car 0 < 2= ~ 2),
On a alors |up41| < |un| + €. Par récurrence sur n > ng ou par télescopage

|un+1| g |un| +e g |un0| + (n - TZQ)€ +e€

ou |tupi1| < |tng| + (n+1—mng)e.

D’ou, pour tout n > ny, M < M n n— nos.
n n

|u7l0 | |y |
9

Il existe ny > ng tel que pour tout n > ny < € donc < 2¢, ceci étant vrai pour tout

|ty _

=0.

€ >0, on a bien lim
n—+oo n

Pour tout n € N*,

Upt1 — (n+ Do =u, (17%)+bnfna (17%)71):(1;”771@) (17%)+a(afan)+bnfb

—0 quand n—+4o0

L s . L . o Uy — NQ
On est ramené a la question précédente pour la suite (u, — na)p>; dot im ——— =0
n—-+oo n

. . U
ie. lim — =oa.
n—+4oo N
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» 1/2
Soit p > 2, on munit R? de sa norme euclidienne canonique : si ¢ = (z1,...,xp), ||z|| = <Z xi) .
k=1
On note I 'intervalle d’entiers I = [1,p] et on note D = {(4,7) | i € I'}.
On consideére la fonction f définie sur R? par :

P
Zx l—xk +2 Z [(J?k—i—ajl—l)Q_ajil‘lQ]ZHQ;H2_||$||4+ Z (g 421 — 1)%

k=1 1<k<I<p (k,l)eI2\D
1. Dans cette question, on se place dans le cas ou p = 2.

(a) Expliciter f(z1,x2).
(b) Justifier le fait que f est de classe C* sur R? et vérifier que pour k € {1,2}, on a

O f(w1,9) = 2xp — A ||z|® + 4(zy + 20 — 1).

2. On revient au cas général ou p > 2.
(a) Trouver une constante a > 0 telle que pour tout couple (u,v) € R? on a :
(u—l—v—l)2 ga(uz—l—vz—i—l)
(b) En déduire qu’il existe trois constantes strictement positives b, ¢ et d telles que pour tout « € RP

on ait f(z) < bllz|? — c|jz|* + d.

(¢) Montrer qu’il existe un réel r strictement positif tel que f(z) < f(p —1,0,---,0) — 1 pour tout x
tel que [|z| > 7.

(d) Déterminer le gradient de f en tout point = de RP
3. On considére H={z € R? |21 +---+z, =p—1}.
(a) Montrer que f posséde un maximum global M sous la contrainte 1 +---+x, =p— 1 et que si y
est un point de H tel que M = f(y) alors ||y|| < r.

(b) Simplifier l’expression du gradient de f au point x lorsque z € H. Si y est un point de H tel que
M = f(y), donner une condition nécessaire vérifiée par les composantes de y.

—1)2
(¢) Si & € H, montrer que (p — 1)? < p|z||®. Prouver que {||z|* |z € H} = [(p)ﬁroo{ (Pour
p

t € Ry, on pourra considérer my = m+t(1,—1,0,---,0) ot m est un point bien choisi de H ).

(d) Déterminer M. Est-il un maximum global de f sur RP?
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1. (a)
(b)

On voit que f est donnée par f(zq1,22) = (2% +23) — (23 + ;1:%)2 +2(x1 + 20 — 1)°
La fonction f est de classe C' (méme de classe C*°) sur RP car c’est une fonction polynomiale de
plusieurs variables. Il vient directement de 1. (a) que pour k € {1,2}, on a

Opf(x1,m2) = 2y, — dap(2? + 23 — 1) + 4(xy + 22 — 1) = 223 — 4y z||* + 4(2y + 22 — 1).

D’aprés l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ dans R? avec les vecteurs (u,v,—1) et (1,1,1), il suffit de
prendre a = 3.

Avec la question précédente, on voit que

fa)<lal®=llzlI*+3 > (@f+27+1) < B@* —p)+Dlzl® = z]* + 3> —p),
(k,l)eI2\D

On peut donc prendre b = 3(p?> —p) + 1, c =1 et d = 3(p* — p).

Immeédiat d’aprés la question précédente puisque " Hhrn bllz||? = c|lz]|* +d = —o0

Si (eq,--- ,ep) désigne la base canonique de R? et si x € RP, alors V f(x) est égal &

P p
22 x1—2x1||x||2—|—22xk+xl—l ei:2z xi(Zp—S—ZHxHQ)+22xk—2(p—1)
i=1 k=1

k#1

On justifie facilement que H N B(0,7] est un fermé borné. La fonction f est continue sur cet ensemble
fermé et borné, elle admet donc un maximum sur # N B(0, 7], qui est en fait un maximum global
de f sur R? sous la contrainte 1 + --- 4+ 2, = p — 1 en vertu de la question précédente puisque le
point (p — 1,0,---,0) appartient & H. La derniére assertion est une conséquence directe de q2.

P

La seconde expression de Vf en 2 (d) donne, pour z € H : Vf(z) =2 Z [z; (2p — 3 —2|z|?)] e
i=1

Comme f est de classe C' car f est une fonction polynomiale de p variables, le cours nous dit que

nécessairement V f(y) € Vect((1,---,1)) i.e. y1 (2p -3- 2||y||2) ==Y (2p -3 2||y||2)
N NPT _((p=1) (-1
L’inégalité s’obtient avec 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ. Prenons m = ytt )
p p
-1 2 -1 2
alors on a my € H, ||m¢||? = ||m]|® + 2t* = =17 + 212 s +o0 et ||mgl]? = =17 .
p — 400

Avec 'inégalité, ces deux choses et le théoréme des valeurs intermédiaires, on peut conclure.

2 —
Soit y € H tel que f(y) = M. Si ||y||*> # P

, avec 3. (c¢) on a alors y; = --- = yp, d'o

-1 -1 1 2p —
y:(((p), , (p )>) et f(y) = (On a bien ||y||? # pT?) ). On observe que le cas
p p
2p—3 2p—3 —1)2
ol y € H est tel ||y||* = P est possible d’aprés 3. (d) puisque p2 > (p , ) (p=2).Si

y € H et est de ce type, on trouve

_ PP
f(y)=2p23 2p 3 YO (uk

k=1 1=1 k=1

P 2
2p—3 1
+y —1)? Z2yk—1 %—p2+3p—2:1

1 1
< —, il en résulte que M = 1 Ce n’est pas un maximum global de f sur RP (qui existe

1
par un raisonnement analogue & celui de 3. (b)) car f(0) = p? —p > 1
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1. On dit qu'une fonction i de R dans R qui ne s’annule pas au voisinage de +oo, est & variation lente si
pour tout réel ¢ > 0, on a :
h(cx)

=1.
s oo h(z)

(a) Les fonctions constantes de RY dans R* sont-elles & variation lente ?

(b) Montrer que la fonction logarithme népérien est a variation lente.

(c) Montrer que si une fonction h de R dans R* est telle que IBIEOO h(z) = ¢, avec £ # 0, alors elle est
a variation lente. Qu’en est-il si £ =07

Dans la suite, X est une variable aléatoire de densité f nulle sur R* | strictement positive et continue sur R, .
On note F la fonction de répartition de X et on pose, pour tout réel z : G(z) =1 — F(x).

2. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, il existe un unique réel u,, positif ou

nul tel que G (u,) = L.

n

(b) Donner la valeur de u.

3. Soit A un réel strictement positif. Donner 1’expression de w,, en fonction de n et A lorsque X suit la loi
exponentielle de paramétre .

4. On revient au cas général.

On suppose qu'il existe un réel a > 0 et une fonction h de R} dans R*, & variation lente, vérifiant :

h(x)

xa

Ve e Ry, G(z) =

On suppose également que lim w, = +oo.
n—-+o0o

1

nr

(a) Montrer que, pour tout réel x >0, on a : P (X > zu,) ~
n—-+oo

(b) Soit une suite (X4), oy~ de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X. On considére,
pour tout entier naturel n non nul, la variable aléatoire M,, = max (X1,...,X,).

M
Déterminer, pour tout réel > 0, la valeur de lim P <" > x)
n—-+oo Unp,
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1. (a) Sih est constante non nulle, il existe un réel K # 0 tel que h(z) = h(cx) = K, d’ou
. h(cx)
lim =1.
T—>—+00 h(ac)
(b) Si h est la fonction In, comme ¢ et x sont strictement positifs, on a In(cz) = In(c) + In(x) et ainsi :

h
h((“)) = 112((3 + 1. On conclut sans probléme que IBTOO h((cx)) =1.

(c) Si hm h(z) = ¢, alors, comme ¢ > 0, on a aussi hm h(cx) = ¢.

h(cx) €

Comme / 7é Ov on obtient TETOO h(l’) B 14 B

Si £ = 0, le résultat ne subsiste pas. Il suffit par exemple de considérer la fonction inverse sur R’}

h
pour laquelle on trouve lim h((cxx))

Une autre fonction avec laquelle le résultat ne subsiste pas est h: z — e

1
= —, ce qui est différent de 1 dés que ¢ # 1.
c

—x

2. (a) La fonction G est continue sur R tout comme F' (car X est a densité). De plus, F est strictement
croissante sur R (sa dérivée est strictement positive par hypothése) donc G décroit strictement sur
R, . Comme X a une densité nulle sur R* , on a F(0) = 0 donc G(0) =1 et on a aussi :
lim Gz)=1— lim F(r)=1-1=0.
r——+o0 r——+o0
La fonction G réalise donc une bijection de Ry sur ]0,1].

Pour tout n de N*, le réel % appartient a |0, 1] donc, d’apreés le théoréme de la bijection, il existe

un unique réel u,, positif ou nul tel que G (u,,) = %

(b) Comme G (u1) =1, 0on a F (u;) =0 et comme uy appartient a Ry, on trouve u; = 0.

o _ In(n)

3. Si X suit la loi £(A), u, est solution de 'équation e™** = = et on trouve u, = —

4. (a) Comme h est a variation lente, on a :

Plwun) ) o) £ 0 done B () £ 0)

P(X > 2u,) = G (vu,) = (xun)a n—+oo ()

h(un) _ h(un) _ LG (un) _ 1 X

. 1
Pour finir, on a @)™ = upeze = 2o = X .

On obtient donc bien : P (x > zu,) ~ L
n—+oo T
(b) Comme M,, = max (Xy,...,X,), on montre que :
P (M, <zu,) =P (X1 <zup]N...N[X, < zuy))

Par indépendance, on obtient P (M,, < xu,) = F (zu,)" et on trouve ainsi :

P (M, > zu,) =1—F (zuy,)"

D’aprés 4. a), on a P(X > zu,) = +0(3), dou: F(zu,)"

nm“

n

(-2 Q) olon1-2 ()

Comme nIn (1 - m;a —l—o(n)) ~ —zi,” alors lim nln (1 -———+o ;)) = ——a et par

n—-+oo n—-+oo

De plus, on a

n—-+o0o

1
continuité de I’exponentielle en —m%, on trouve lim F (zu,)" = exp < )

M, -1
On conclut que lim P (” > 3:) = lim P(M, > zu,)=1—exp (m

n——+oo U, n——+o0o
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