MATHEMATIQUES : ANNEXE

Option scientifique, économique, technologique et B/L

Les exercices suivants, posés aux candidats des options scientifique et
économique, constituent un échantillon de ’ensemble des exercices proposés
lors des épreuves orales du concours 2006

1 Exercices donnés en option scientifique

1. Un composant électronique a une durée de vie X, variable aléatoire
positive de densité f. Pour tout réel ¢t € R**, on définit la fiabilité de
ce composant & l'instant ¢ par

R(t) = P(X > t)
et on définit le tauz de défaillance par

h(t) = lim Des0E <X STH )

z—0 T

(a) Quel lien existe-t-il entre R et f7?
(b) Montrer que, pour tout t strictement positif :
f@)

h(t) = —[log(R(t))] = 0}

(c) On suppose que X suit une loi exponentielle de paramétre A .Mon-
trer que h(t) est constant. Montrer que pour tous s,¢ > 0 on a

P(X>t)(X >t+s5)=PX >s)

(d) Montrer qu’un composant qui a un taux de défaillance constant
a une durée de vie exponentielle.

(e) On considére n composants électroniques de durée de vie indé
pendantes et de méme loi X. On note N(t) le nombre de compo-
sants encore en marche a la date ¢. Quelle est la loi de N(t)?
Montrer que pour tout ¢ > 0 on a

. E(N(t)) - E(N(t+=))
ht) = lim TE(N(D) :

Commentez ce résultat.

2. On considére une variable aléatoire X & valeurs dans R ; on notera Ly
la fonction, définie sur R* par

Vt >0, Lx(t) = E(¥).

On dit que Lx(t) est la transformée de Laplace de X.
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(a) Déterminer les transformées de Laplace des lois suivantes : loi
uniforme sur [—1; 1], loi normale centrée réduite N'(0,1). Vérifier
que pour chacune de ces lois, on a Lx(0) = 1, L4 (0) = E(X) et
L% (0) = B(X?).

(b) Montrer que, pour tout t > 0 tel que Lx(t) soit fini et pour tout
z € R on a l'inégalité suivante :

P(X >z) < Lx(t)e ™.

Indication : appliquer l'inégalité de Markov a la variable aléatoire
Y =etX.

(c) Si X, ..., Xn sont indépendantes et de méme loi telles que leur
transformée de Laplace existe, calculer la transformée de Laplace
de Xi+ -+ X,

(d) On note A(t) = InLx(t), et on considére la variable aléatoire X
définie par

X=X1+'“+Xn_
n

Montrer que, pour tout ¢ > 0 tel que Lx(t) soit fini et pour tout
z € R on a l'inégalité suivante :
In P(X > z) < —n(tz — A(t)).

(¢) En déduire que si on note A*(z) = Sup (tz — A(t)) on peut opti-
miser cette inégalité, par

P(X > 5) < eV @),

3. Soit P € C[X] dedegrén : P =ap +a1X +asX? +..+a,X" o

an # 0.
Soient zg, 21, ..., 2n les racines n + 1-émes de I'unité (c.a.d telles que

vk zZH =1) et soit
M = sup{|P(z)|,k € {0,1,...,n}}.

(a) Résoudre, dans C, I'équation 2" = 1 et montrer que I'on peut
choisir z; de sorte que z; = 2.

(b) Montrer que M > 0.

n
(c) Calculer Z 2} en fonction de p .
k=0

(d) Montrer que IZP(zk)\ < (n+1)M et en déduire que |ag] < M.
k=0
(e) Montrer que Vk € {0,1,...,n} jax| < M.
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4. On considére une suite (X;);en+ de variables aléatoire indépendantes

et suivant toutes la loi normale de moyenne m et d’écart-type o.
n

. ~ 1« —
Soit, pour n entier non nul, X,, = — ZXi et T? = z:(Xz - Xn)2
i i=1
(a) Quelle est la loi de X, ?
(b) Montrer que X, est un estimateur sans biais et convergent de m.

(¢) Soit Z, = 51—"21{& Montrer que Zy, est aussi un estimateur sans
biais convergent de m. De X, et Z, lequel est de plus petite
variance ?

(d) Montrer que E(T2) = Y%, V(Xi — X»).
(e) En déduire la valeur du réel a tel que S2 = aT}? soit un estima-
teur sans biais de o2.

5. On suppose qu’'un enfant collectionne des images de joueurs de football
qu’il trouve en cadeau dans des tablettes de chocolat. Une tablette
contient une seule image et il y a N > 2 images de joueurs différentes
numérotées de 1 4 N, que I’entreprise de chocolat a réparties avec la
méme fréquence 1/N. Notons X, le numéro de l'image trouvée dans
la n-iéme tablette ouverte par Penfant. Alors, les hypothéses sur la
répartition des images impliquent que (Xn,n > 1) est une suite de
variables uniformes sur {1,...,N}, ou N > 2.

Pour tout k € {1,...,N}, on note

N =inf{n>1: Card({X1,...,Xn}) =k} } .

On a ¥ =1 et 7{¥ est le nombre de tablettes que I’enfant a ouvertes
lorsqu’il obtient pour la premiére fois k images différentes.

(a) Calculer P(r3 — 7 = p) pour tout p > 1. Plus généralement,
calculer pour tout p > 1,

P(Tlﬁ1—7'liv=p)'

Calculer également E(r¥ ; — 7).
N-1
(b) Posons Hy = Z 1/k et Ty = 73 . Calculer Hy' E(Tw).
k=1
(c) Montrer que les variables ('r,f_’H —7mN,1<k <N —1) sont indé-
pendantes.

(d) Calculer la variance de Ty notée V(T) en fonction de Hy.
(e) Montrer que Hy'(Ty — E(Tx)) tend vers 0 en probabilité.
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6. Soit F une fonction de R? vers R de classe C; vérifiant :
F(0,0) = 0 et pour tout (z,y) de R?
6F oF

(a) Rappeler la définition d’une dérivée partielle

(b) Soit (z,y) fixé dans R?\ {(0,0)}. Montrer que la fonction ¢ définie
sur R** par ¢(t) = F(tz,ty) est dérivable sur R** et calculer sa
dérivée.

(c) En déduire Iexpression de F.

(d) Soit la fonction f de R? vers R définie par : f(z,y) = /2% + y4.
Calculer les dérivées partielles de f sur R?\ {(0,0)}.

Calculer les dérivées partielles de f en (0,0).

Dans la suite, on se propose de trouver toutes les fonctions g de
R? vers R de classe C; qui vérifient le probléme :
(*) 9(0,0) = Oet pour tout (z,y) de R? & & (z,3) +y ¥ (z,y) =

(e) Déduire des questions précédentes une fonction h vérifiant le pro-
bléme (*).

(f) On pose G = g — h; déterminer une équation simple vérifiée par
la fonction G'7

(g) En déduire toutes les fonctions solutions du probléme (*).
7. Soit n € N*; on pose E ={1,---, n}.

(a) On choisit de fagon équiprobable deux éléments de P(E) : A et
B.
Déterminer la probabilité pour que A C B.
(b) Déterminer la probabilité pour que card(A N B) = k.
(c) Déterminer I'espérance de la variable aléatoire card(A N B).
(d) Calculer S = Z card(AN B).
(A,B)EP(E)?

8. Soit une suite de variables aléatoires réelles (X, )nen ayant des fonc-
tions de répartition (Fy,)nen de classe C! sur R, et convergeant en loi
vers une variable aléatoire réelle X ayant une fonction de répartition
F de classe C* sur R.

(a) Rappeler la définition de la convergence en loi, de la convergence
en probabilité.
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(b) Soit € > 0; montrer qu’il existe (4, B) € R? tel que
PMA<KX<B)>1l-¢
(c) Soit & > 0; montrer qu’il existe (4, B) € R? tel que
VneN, PA<X,<B)>1-¢

(d) Soit une suite de variables aléatoires réelles (Y, ),en convergeant
en probabilité vers 0. Montrer que la suite de variables aléatoires
(XnYn) converge en probabilité vers 0.

9. On considére une suite (X )ren+ de variables aléatoires indépendantes
et de méme loi définies sur un espace probabilisé et pour n € N*, on
note M, le maximum de X7, - -, X, :

Vn € N\Vw € Q, Mp(w) = maz{X;(w), -, Xn(w)}

(a) propriétés de la loi exponentielle.

(b) On suppose que les variables aléatoires (X;) suivent une loi ex-
ponentielle de paramétre o > 0. Montrer que la suite (Z,)nen=
définie par Vn € N*| Z, = aM,, — In(n) converge en loi vers une
variable aléatoire.

(c) On suppose maintenant que les variables aléatoires (X;) suivent
une loi de Cauchy de parameétre ¢ > 0 (de densité ﬂ—(cgi—mg—))
Montrer que Yz > 0, arctan(z) + arctan(l) =

Montrer que la suite (Z,)nen+ définie par Z,
en loi vers une variable aléatoire.

e

ks
=My converge

10. On admet que la durée de vie d’ampoules électriques suit une loi expo-

. 1 . .
nentielle d’espérance inconnue — (a > 0) et que les variables aléatoires
X; représentant la durée de vie de I’ampoule ¢ sont indépendantes.

Pour estimer «, on choisit un lot de n ampoules et on observe les
instants, supposés distincts deux i deux,

Xy < X) < -+ < X ot les r premiéres de ce lot éclatent (ot
X1, -, X, représentent les durées de vies des n ampoules).

(a) Quelle est la loi de X (1, de X(n)?

En posant X gy = 0, on admettra, pour la suite de I'exercice, que
les variables aléatoires X(;) — X(;_1), 1 < 1 < n, sont indépen-
dantes et suivent des lois exponentielles de paramétres respectifs
aln—1i+1).

(b) Parmi les estimateurs sans biais de  de la forme

U=MXg+ +MXqp
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(c’est & dire combinaison linéaire des r observations X(;)), trouver
celui, noté U, qui rend minimum var(U). On commencera par
déterminer Vespérance et la variance d'une telle variable aléatoire
U. .

Puis, on pourra montrer que U = (Xay+-- -+X(r)); +X(r)

- 1
et qu’alors var(U) =

n—r

T

ra?’

11. Pour n € N*, soient n variables aléatoires réelles indépendantes X, -+, X,

définies sur un espace probabilisé Q, A, P), de méme loi de Poisson de
X1+ +Xa

paramétre A > 0. On pose X, = -

(a) Rappelerlaloide Y, = nX.,, son espérance et sa variance. Quelle
convergence peut-on établir pour la suite (Xn)neN* ?
On cherche & évaluer P(X = 0) = e~* 4 ’aide d’une suite d’esti-
mateurs (Z,) convergeant en un certain sens vers e~ et telle que
Vn € N*, E(Z,) = e~

(b) Une premiére idée est de poser Z, = e *%". Que penser de ce
choix ?

(c) Une autre idée consiste & choisir Z, = £2 ot Vw € Q, K, (w) =
Card{i, 1 <i<n, X;(w) =0}
Déterminer la loi de K. Qu’en déduire pour la suite (Z,)?

12. Soit M la matrice de My(R) définie par :

00 0 16
009 0
M = 040 0
100 0

(a) Déterminer les entiers n de N tels que M™ soit inversible .
(b) Déterminer les entiers n de N tels que M™ soit diagonalisable .

13. Dans le plan euclidien muni d’un repére orthonormé, on appelle “ che-
min ” de O(0,0) & Ap(n,n), ol n est un entier, une ligne brisée de O
a A, formée de segments de longueur 1 et dont les changements de
direction ne se font que vers le haut ou vers la droite.
Dénombrer le nombre de chemins différents de O 4 A,,.

14. Soit, pour tout n entier non nul , Py(z) = 2"+ — 1.
(a) Montrer que, pour tout n € N*, il existe un unique z,, €]0, 1] tel

que Pp(z,) = 0. (on définit ainsi une suite de réels (z,)y.)

(b) Etudier la monotonie de la suite (zp)n.
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(c) Montrer que z,, converge vers un réel que I’on précisera.
}
(d) Montrer que pour tout n non nul 1 -z, < ———Og;f”)_

Soit (Xn)nen~ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant
toutes la méme loi géométrique de paramétre a > 0.

Pour tout n de N*, on pose : S, = Xj + Xo + ... + X,,.

1
15. (a) Montrer que la variable aléatoire g @une espérance finie qu’on
n

note m.
Soit k un entier de N*.

(b) Calculer 'espérance E(%) en fonction de n, a , k et m.
n

16. Soit f une fonction continue de [0, 27] dans R.

(a) Montrer que, si n € N* est fixé, il existe un unique couple (a,, b,)
de R? tel que

21r(f(7f) — acos(nt) — bsin(nt))2dt

soit minimale.

(b) Que dire des limites des suites (an) et (bn) pour n — +oo lorsque
f est supposée de plus de classe C*?

17. Montrer que, lorsque n tend vers l'infini,
g
!
P k!

est équivalent &

o=

(on pourra introduire une variable aléatoire discréte usuelle).
18. Soit P € R[X] tel que : P’ divise P ().
(a) Montrer que P” divise P’.
(b) En déduire tous les polynoémes de R[X] vérifiant la propriété ().

19. Soit n un entier supérieur & 2 et FE un espace vectoriel euclidien de
dimension n .
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(a) Existe-t-il une suite de m vecteurs (z1,z2,...,Zm) , avec m # n
, telle que pour tout = de E on ait :

lzll = /< zlz1 >2 + <zlre >2 4.+ < T|TP >27?
(b) Soit (x1,z2,...,Zn) une suite de n vecteurs qui vérifient :

z1ll = llz2ll = ... = l|lzall = 1

et pour tout zde E, ||z|| = /< z|z1 >% + < z|zg >2 +...+ < z|T, >

Montrer que (z3,z3,...,Z,) est une basede E .

20. Soit f un endomorphisme de R3 tel que f* = f2 et dont —1 et 1 sont
des valeurs propres.
Démontrer que f est diagonalisable.

21. Soit A, B et C trois matrices de M2(C).
Montrer qu'il existe un triplet de scalaires non tous nuls («, §,7) €
C3\{(0,0,0)} tel que €A+ BB +~C admette une unique valeur propre.

22. Trouver les fonctions f continues sur R & valeurs réelles telles que,
T
Vz € R, f(z) +/ (z-t)f(t)dt=1+z.
0

2 Exercices donnés en option économique

1. Soit A la matrice de M3(R) définie par : A =

o = O

11
01
01

(a) La matrice A est-elle diagonalisable ?

La matrice A est-elle inversible 7
(b) Déterminer tous les entiers naturels p et g tels que A%P+1 = 429,
(c) Existe-t-il un entier n de N tel que M™ = A si :

01 2
i. M= 1 11
1 2 3
0 1 0
i M=11 -1 1
0 1 1
2. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes & densité conti-

nues.

Soit U = min(X,Y) etV = maz(X,Y).

Soient Fx, Fy, Fy, Fy les fonctions de répartition de X, Y, U et V
respectivent.
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