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EXERCICE 3.2

Soit p €]0,1[ et ¢ =1 — p. Soit R € N*. On dispose de R piéces de monnaie numérotées de 1 & R qui donnent
chacune « pile » avec la probabilité p. On effectue une suite de manches avec ces pieces de la maniére suivante :

e lors de la premiere manche, on lance chaque piece une fois;
e aux manches suivantes, on ne relance que les pieces qui n’ont pas donné « pile» aux manches précédentes;
e on s’arréte lorsque toutes les pieces ont donné « pile ».

Pour tout k € [1, R], on note X, le nombre total de lancers effectués avec la k-ieme piece.
On note Y le nombre de manches effectuées.

1. Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
2. Déterminer la loi de Y.

3. Montrer la convergence de la série Z P(Y >n).

n

On admet alors que Y admet une espérance et que E(Y) = Z P(Y > n).

4. Soit la fonction f : [0, +00[— R définie par f(z) =1 — (1 — ¢*)¥

Etablir la convergence de Dintégrale /0+00 f(x)dx et montrer que : /0+00 f(z)dx = fﬁ kzo %4-1
) | B
5. Etablir ’encadrement : “Ing il <EY)<1- m Z P
En déduire un équivalent de E(Y") lorsque R tend vers +oc.
On pourra admettre sans démonstration que Rz:l p est équivalent a In R lorsque R tend vers 4o0.
k=0

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.2

1. La variable aléatoire X est le nombre de coups nécessaires pour obtenir le premier « pile» lors d’une suite d’épreuves
de Bernoulli indépendantes de probabilité de succes p.

1
Donc, X, suit la loi géométrique de parametre p, d'ot E(Xi) = = et V(Xy) = %
p p

2. On reconnait que Y = max(X1,..., Xg) est a valeurs dans N*.
Pour tout n € N*, par indépendance, on a :

R
PY<n)=P(Xi<n,...,X =] P« =(1-qH~
k=1
Ceci reste valable pour n = 0. Donc : P(Y =n) =P (Y <n)—P(Y <n—1)=(1-¢")" - (1—q”_1)R.

3. Comme |¢| < 1, ona: lim ¢" = 0. Par ailleurs on sait que (1 — z)% =, 1— Rz +o(z), d’ou :
n— oo

r—

(1—¢")"=1-Rq"+0(¢"),soit P(Y >n)=1—-(1-q¢")" ~ Rq"

n——+oo

Comme la série géométrique E Rq" converge et est a termes positifs, par théoréme de comparaison pour les séries, on

en déduit que la série Z P(Y > n) converge.



64 ESCP Europe 2019 — Oral

4.0n a :

A —1 R—1 A &
( q (1-4%) )dm—z e (l—e“"q) dx
k

k=0 0”0
R— 1|: (1 zlnq)k+1:|A R (176A1nq)k+1

R-1
1
(k+1)Ing ~ (k+1)Ing Ajoo;(k—&—l)lnq'

S
:;.
o

=l

k=0 k=0
50na:Vz >0, flr)=1-(1-¢")F=1-(1-e""9% Comme Ing < 0, on voit que f est décroissante sur [0, 40|
(composée de fonctions monotones). Par encadrement d’une somme par des intégrales, on en déduit :

N+1 N
/0 Z‘B i(@ /f ) dz + 1.
P(Y>n)

En faisant tendre N vers +o0o dans les inégalités ci-dessus, puisque tous les termes convergent, on obtient :

1 By +o0 too 1 1
H;)(km:/o f)de< B < [ ) a1 = lnqz(km“

—In(R)
Inq

Par théoréme d’encadrement, grace a l'indication, on en déduit que E(Y) est équivalent & lorsque R tend vers

“+00.

EXERCICE 3.3

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Soit N un entier naturel impair. Soit (Uy),>1 une suite de variables
aléatoires indépendantes définies sur (2,4, P) qui suivent toutes la loi uniforme sur [1, N]J.
n

Pour tout entier n > 1, on pose : S, Z U;.

1. Calculer les espérances m = E(Uy) et E(S,,).
Pour tout entier n > 1, on note : u,, = P(S, < nm), v, = P(S, > nm) et w, = P(S,, = nm).
2. Pour tout n € N*, déterminer la loi de la variable aléatoire N + 1 — U,,. En déduire que u,, = v, + wy,.

3. Montrer que lim w, =0.
n— +oo

4. En déduire la convergence et les limites respectives des suites (up,), et (vp)n-

5. Trouver un polynéme @y tel que, pour tout n € N*, w,, soit le coefficient de degré mn du polynéme (Qn)".
(on pourra calculer E(t°") pour tout t € R)

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.3

N
1. Par définition de l'espérance : m = E(U;) Z kP(Ui = k) Z

Par linéarité de ’espérance, on obtient : E(Sy ) = nm.

2. On trouve facilement que N + 1 — U, suit aussi la loi uniforme sur [1, N]. Comme la loi d’'une somme de variables
aléatoires indépendantes ne dépend que de la loi de ces variables, on en déduit que les variables Uy + - -+ + U, = S, et
(N+1-U)+--+(N+1-U,) =n(N +1) — S, suivent la méme loi, donc :

up = P(Sn < mn) = P(n(N +1) =S, <mn) = P(S, >2n(N+1) —mn) = P(S, > mn) = v, + wn.

3. On reconnait que w, = P(U,; =0), ou U,, est la variable centrée réduite associée aux variables aléatoires Un, ..., U,
qui sont indépendantes, de méme loi, loi qui posseéde une espérance et une variance (car le support est fini). D’apres le
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théoréme central limite, on a donc: lim w, = P(T = 0), ou T suit la loi normale centrée réduite. Ainsi lim (w,) =0,
n——+oo n——+oo
car T' est a densité.

1—- 1
+ Wn et v, = wn,donc lim wu, = lim vn:§.

P 1
4. Comme un +v, = 1 et uy = vy, +wn, on en déduit que u,, =
2 n——+oo n——+oo

5. On peut écrire :

E(tUl .. .tUn)
=E(t").--E(t"") (indépendance de t*,...,t"")

n

Z N) (théoréme de transfert).

Il
S
bl
ﬂ‘

nN
Par ailleurs, le théoréme de transfert donne aussi directement : E(ts") = Z t*P(S, = k). Ainsi :
k=n

vt € R ( 3 tk>n: %tkP(S =k)
) £ N e n .
Deux polynémes sont égaux si et seulement si leurs coefficients sont égaux, donc w, = P(S, = nm) est le coefficient de
N
degré mn du polyndéme (Qn)" avec Qn = XWk
k=1

EXERCICE 3.4

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace probabilisé
(Q,A,P).

Une variable aléatoire X est dite symétrique si X et —X suivent la méme loi.
1. Donner un exemple de variable aléatoire discrete symétrique.

2. a) Soit X une variable aléatoire & densité fx. Montrer que X est symétrique si et seulement si fx est paire.

b) Donner un exemple de variable aléatoire a densité qui soit symétrique.
On suppose dorénavant que les variables aléatoires considérées sont symétriques et a densité bornée.

3. Soit X et Y deux telles variables aléatoires indépendantes.
Montrer que X +Y et X — Y sont symétriques.

Pour n entier supérieur ou égal a 2, soit X1, Xo, ..., X, des variables aléatoires a densité bornée, indépendantes,
symétriques et de méme loi, centrées et de variance 2. Pour tout entier k € [1,n], on pose Ty, = X1 + -+ X.

4. Pour tout entier k € [1,n], calculer P(T,, — T}, > 0).
Soit x un réel positif. Pour tout entier k € [1,n], on pose
A, = {ma}chi < x} N [Ty > ]
1<

c’est-a-dire
A, — (T1 > 33) sik=1
FTl M<o)n- N (T <2)N (T >a) sik>2

5. Pour tout entier k € [1,n] comparer les événements suivants :
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a)B:(maXTi>x> et C = U Ap.

1<ign
1<k<n
b)D:(Tn—TkZO)ﬁAketE (T >Ji)ﬂAk
1
6.a) Montrer que P([T,, — T, > 0| N Ag) > Z 5

b) En déduire 'inégalité suivante :

P(Ag).

P(max T; > z) < 2P(T, > x)
1<i<n

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.4
1. Soit X suivant une loi de Rademacher, i.e. P(X = —1) = P(X = 1) = . Alors, X est symétrique. On peut également
citer la variable certaine nulle.

2. a) Soit X une variable aléatoire & densité. La variable aléatoire X est symétrique si et seulement si
Vz € R, Fx(il}) = P(X < x) = P(X > —gj) =1 —FX(—$),

i.e. si et seulement si fx(z) = fx(—z).

b) La loi normale centrée admet une densité paire. Elle est donc symétrique.

3. Soit x € R. Comme X et Y sont symétriques, alors fx et fy sont paires. Ensuite, comme les variables aléatoires sont
indépendantes,

freov(ca) = [ Fca=fe = [ fcatfy(udu= [ o) udu=freov @)

R

Ainsi, X + Y est symétrique.
Comme —Y est symétrique, d’apres le calcul précédent, X 4+ (=Y) = X — Y est symétrique.

4. D’apres les questions précédentes, T), — T} est la somme de variables aléatoires indépendantes symétriques, donc
Ty — Ty est symétrique. Ainsi,
P(Ty — T, >0)=P(T, — T <0)

Comme T, —T}, est & densité, alors P(T,,— Ty = 0) = 0 et P(T,,—Tk < 0)+P(Tn—Tk > 0) = 1. Ainsi, P(T,,— Ty >0) = 3.

a) Siw e [max T; > x], alors il existe ¢ € [1,n] tel que T;(w) > x. En notant 4o le plus petit de ces entiers,

(TM(w) <z)N - N (Ti-1(w) < 2) N (Ti > )

Ainsi, w € C et BCC.
Réciproquement, si w € C, il existe k € [1,n] tel que w € Ay, et alors T(w) > x. Ainsi, w € B.
Finalement, B = C.

b) Siw € D, alors w € Ay et Tx(w) > x. Ainsi, Th(w) > Ti(w) >z et w € E.
L’inclusion réciproque est fausse car on peut avoir T, = 2x et alors T, — Tk < 0.
Finalement, D C E.

6.a)b) Comme B C C, et les (Ay) sont deux & deux disjoints, alors

P(max (T3 > x)) ZPAk

1<ig<n

Ainsi, comme P(T,, — T > 0) = 1/2,
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1 n
3 P(max (T > z)) = > P(AR)P(T, — Ty > 0)
kil
= Z P(AryNT, — Ty > 0), par indépendance (lemme des coalitions)
kﬁl
<Y P((Tw > ) N Ag)
k=1
< P(T, > z),
car U Ay C Q est une réunion disjointe.
k=1

EXERCICE 3.5

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (2, .4, P) telles que,

pour tout entier n supérieur ou égal a 1 :

2 n

1 —1
e X, est a valeurs dans {0, —, —, ..., +s
n n

):an(e%—l),oﬁan:%

eVke[0,n—1], P(X, =

3| xS

1. Déterminer lim . En déduire un équivalent de a,.

n—+00 Ny,

2. On note F,, la fonction de répartition de X,,.
[nz|+1

n —

— (|nz] +1)}.

3. Montrer que la suite (X,,), converge en loi vers une variable aléatoire & densité X que l'on précisera.

Montrer que, pour tout = € [0,1], F,(z) = ay [61/1
er/n —

4. Soit f une fonction continue sur R.
a) Déterminer la limite en loi de la suite (f(X,)), .

b) La suite (E(f(Xn)))n admet-elle une limite lorsque n tend vers U'infini ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.5

1. La fonction exponentielle étant continue sur

1 _1 (ek/"fl)%/l(ezfl)dm:efz
0

0, 1], d’apres le théoréme de convergence des sommes de Riemann, on a :

= —

o

n(e—2)

2. 81z <0, alors F,,(z) =0 et si z > 1, alors F,,(z) = 1. Ensuite, si z € [0,1];
F.(z) =an Z P(X, =k/n)

k/E<a

[na]
= an Z (ej/n — 1)

7=0
ok HD/n g

Ainsi, oy, ~

~ -+ )|

el/n —1

lnz]+1 1
€ n —
—Oén|: 61/”—1 —(l_nfljJ+1)
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3. D’apres la question précédente, si z < 0, alors lim F,(z) =0;siz > 1, alors lim F,(z)=1etsiz € [0,1], en
n—+oo n—+oo

utilisant les équivalents classiques, on a

1 et —1
lim F,(z) = T _1—ga]= dt,
oo () (e—2) le 7l /0 e—2

qui est bien une fonction continue sur R.

t

o . . o s -1
Ainsi, (X,,)» converge en loi vers une variable aléatoire X dont une densité vaut g : ¢t — 671[0,1].
e

-2
4.a) Le cours assure que (f(Xn))n converge en loi vers f(X).

b) On revient alors & la définition :

— - k k/n 1 1 - k k/n
pueen =an 21 () (4 -1~ g 307 () (4 1)
k=0 k=0

Ainsi, d’apres le théoréme de convergence des sommes de Riemann, (E(f(X,)))» converge vers

—5 | 1o -

(qui vaut par ailleurs E(f(X))).

EXERCICE 3.6

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2, A, P) et & valeurs dans N*.
Soit p €]0,1[. On pose ¢ =1 — p et on suppose que :

P(X =m) = | amqm !
MCIDEICEU SR I
0
ol « est un réel strictement positif que 'on déterminera par la suite.
1.a) Déterminer la loi conjointe du couple (X,Y") en fonction de « et g.
b) En déduire la loi de la variable aléatoire Y. Trouver la valeur de « et reconnaitre cette loi.
2. Soient (m,n) € (N*)?. Déterminer Pry_p)(X =m).

3. Pour tout n € N*, on pose : B, = [Y =n].
a) Justifier Iexistence de ’espérance conditionnelle E(X | B,) et la calculer. En déduire I'existence de

Pespérance de X et la déterminer.

b) On considere la variable aléatoire Z = X + XY. Montrer que 'espérance conditionnelle E(Z | B,,) existe et
la calculer. En déduire que Z admet une espérance et déterminer E(Z).
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.6

1.a) Avec la formule des probabilités conditionnelles, il vient :
1
P(X=mnNY =n)=Px_p(Y =n)P(X =m), ot P(X =mNY =n) = Eamq"Hl =aq" 'sin e [1,m] et

P(X =mnNY =n) =0 dans le cas contraire.

b) On a :
i1

+oo +oo +oo
=)= P(X=inY =)= PX=inY=j)=a) ¢ '=al—
i=1 i=j

i=j p

+oo j—1
On doit donc avoir 1 = Z ol , d’ott @ = p?. Donc, Y suit une loi géométrique de parametre p.

Jj=1

2. Avec la formule des probabilités conditionnelles, on obtient :
Py—n(X =m) =pg™ " sim 2 n et Py—,)(X =m) =0 sinon.

3.a) Il est clair que ’espérance conditionnelle E(X | By,) existe puisque la série associée est & termes positifs et est
convergente d’apres les criteres usuels. On a donc :

+oo to
m—n _ 1
E(X | Bn) E mpq = E (k—14+n)pq E kpg" ™t + n—l)g pq" 1:E(Y)—|—n—1:;+n—l
k=1 k=1

en reconnaissant ’espérance et la somme des probabilités d’une loi géométrique de parametre p . Comme la série a
termes positifs Z E(X | B,)P(B,) est convergente, la variable aléatoire X admet une espérance et avec la formule de
I'espérance totale il vient :

~ no1_ 1 _2-p
ZEX|B Z( +n—1) =, " 1TEM ==

n=1

b) Posons g(z,y) = &+ zy et I = (N*)?. La série Z (4,7)PB,, (X =iNY = j) est & termes positifs et converge ; par

(4,5)€l
suite l'espérance conditionnelle E (Z | B,,) existe. De plus, la formule de transfert pour une fonction d’un couple de

variable aléatoires discretes nous conduit a :
E(Z|Bn) =FE(X|Bn)+E(XY |Bn) =EFEX]|Bn)+nE(X| Bn)

=n+1)EX|By)=(n+1) (%+n—1) :(’”‘].%1)

+n?-1

1
Comme la série & termes positifs Z (w
p

+n%— 1) P(B) converge, on voit avec le théoréme de l'espérance totale

que l'espérance de Z existe et que :

n=1
1 1

= 5E(Y)+ (5—1> +V(Y)+ E(Y)?
2 1 q 3




70 ESCP Europe 2019 — Oral

EXERCICE 3.7

On considére une variable aléatoire réelle discréte X définie sur un espace probabilisé (£2,.4, P) et une fonction
f qui est convexe et continue sur R.

On admet que pour tout n-uplet (1, ,x,) (n = 2) de réels et tout n-uplet (t1,--- ,t,) de réels positifs tels

n
que Ztk =1, la fonction f vérifie :
k=1

ftizy + -+ tpwy) <t f(@r) + -+t f(zn)

1. On suppose dans cette question que la variable aléatoire X ne prend qu’un nombre fini de valeurs.
Montrer que f(E(X)) < E(f(X)).

2. On revient au cas général et on pose : X () = {(zx)r>1}. On suppose que les variables aléatoires X et f(X)
admettent une espérance.

Pour n € N*, soit 'événement A, = (X =21) U(X =z2)U...U (X = z,). On note X, la variable aléatoire
14,X, ot 14, désigne la variable aléatoire indicatrice de A,,.

a) Etudier la convergence des suites (E(X,))n et (E(f(Xn))n.

b) En déduire que f(F(X)) < E(f(X)).

3. On considere n variables aléatoires discretes Xy, ..., X,, (n > 2) qui admettent toutes une espérance. On
suppose que les espérances des variables etX’; existent pour tout réel positif ¢ et qu’il existe un réel @ > 0 tel
que pour tout réel ¢ > 0, on a E(etXr) < et

On pose Y = max(Xy, -+, Xp).

a) Montrer que Y admet une espérance.

n
b) Pour tout ¢ > 0, justifier 'inégalité ef¥ < Z et Xk,
k=1
¢) Soit ¢ > 0. Montrer que e'Z() < ne®”” . En déduire que E(Y) < 2y/aIn(n).

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.7

n

1. Ici X () est de la forme {x1, - ,x,}. En posant ¢, = P(X = x) > 0, on a bien Ztk =1 et la relation de convexité
k=1
de f admise implique que :

FE(X)) = flizr + -+ toan) St f(z1) + -+t f2n) = B(F(X))

(la derniére égalité provient du théoréme de transfert).

2. a) Comme X, (92) = {0,z1, - ,zn}, on voit que :
n “+ oo
E(X,) =Y akP(X =ax) — Y _ 2 P(X = 23) = B(X)
k=1 k=1

Comme P (A7n) — 0, on obtient, avec le théoreme du transfert,

n —+o0
E(f(Xn)) = f(O)P (A) + ) fax) P(X = 1) — Y f(zx) P(X = z3) = E(f(X))
k=1 k=1

b) Comme X, ne prend qu’un nombre fini de valeurs, avec la question 1, il vient f(E(Xy)) < E(f(Xn)). La continuité
de f et la question précédente nous permettent d’obtenir f(E(X)) < E(f(X)) par passage & la limite.
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3. a) Les variables X}, admettant des espérances, on a 0 < |Y| < |X1|+ --- + | X, |. La variable aléatoire Y admet donc
une espérance par domination.
n
b) Si w € Q, on observe que eV (@) est Pun des eX+(“)_ il est donc inférieur & la somme de termes positifs Z e
k=1

Xk (w)

¢) On déduit facilement de 'inégalité précédente que I'espérance de la variable aléatoire positive etY existe pour tout
t > 0. On est donc en position pour appliquer Iinégalité obtenue en 2. b). On choisit la fonction f; en posant f,(x) = e**

qui est convexe sur R. On obtient alors e!F(¥) < E(ety), puis e!F®) < ne®®” avec la question 3. b) et les données. On

1
en déduit que E(Y) < @ + at pour tout ¢ > 0. On étudie la fonction g de ¢, correspondant au membre de droite, sur

In(n)

10, +00[. On voit qu’elle admet un minimum global au point ¢y = . L’inégalité E(Y') < g(to) permet de conclure.

EXERCICE 3.8
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (€2,.4, P).

Soit z; et zo deux réels distincts strictement positifs. Soit Z une variable aléatoire dont la loi est donnée par :
Z(Q) ={z1, 2} et P([Z =2]) =p1, P([Z = z]) =p2

ot:0<pr <1, 0<pa<1l, pr+p2=1, E(Z)=1.0nposeV(Z)=p? avec p > 0.

Soit a un parametre strictement positif inconnu que 'on désire estimer. Soit N une variable aléatoire a valeurs
dans N, telle que la loi conditionnelle de N sachant [Z = z] est la loi Poisson de parametre az; et la loi
conditionnelle de N sachant [Z = z5] est la loi de Poisson de paramétre azs.

On suppose que les parametres zq, 22, p1, p2 sont connus.

On considere un échantillon (Ny,..., N, ) de n variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme loi

_ 1 &
que N et on pose : N,, = ﬁ;Nk
On note @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et on prendra ®(1,96) = 0,975.

1. a) Donner la loi de N.

b) Calculer E(N).
¢) Vérifier que V(N) = a + a?p?.

— [V(N) — N
2. a) Justifier que, pour n assez grand, on a : P <a € [Nn — 1,96 M,Nn +1,96 VN)
n

n

) > 0,95.

b) Pourquoi I'inégalité précédente ne suffit-elle pas a déterminer un intervalle de confiance pour «?

3. a) Montrer que si une suite de variables aléatoires (W, )nen+ converge en probabilité vers une variable

1
aléatoire W, alors la suite (W,, + —)pen+ converge également en probabilité vers W.
n

V(N)
1 —
— 4 Na(l+ P’ N,)

b) Justifier que la suite converge en probabilité vers la variable aléatoire

. . N neN*
certaine égale a 1.

n

1 _ _
—+ N, (1+ p*N,)

¢) On pose, pour tout entier naturel » non nul : T, = X (Wn — a).

Etablir que la suite (7},),en+ converge en loi vers une variable aléatoire de loi normale centrée réduite.
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d) En déduire que l'intervalle I suivant est, pour n assez grand, un intervalle de confiance au niveau de
confiance 0,95 pour « :

—~ 1 N,(1+p®N,) — 1 N,(1+p?N,
I= an,gﬁ\/ +(+p),Nn+1,96\/ 4 Nnll+ pNw)

n? n n? n

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.8

1. a) En utilisant la formule des probabilités totales et le systéme complet d’événements {[Z = z1],[Z = 22|}, on a :
P(N =k) = Pz—. ([N = k})P([Zk: z1]) + P[Z:Z2](I£N = k) P([Z = z)).

—z1 —zoa
Soit ici : P(IN = k]) = & kffla) pit S ,{E,ZQO‘)
b) On utilise la formule de I'espérance totale (on constate que toutes les séries manipulées sont convergentes ). On a :
E(N)=E(N/[Z =2])P([Z = z1]) + E(N/|Z = z])P(|Z = z)).
Or les lois conditionnelles de N sachant z; et z2 sont des lois de Poisson de parameétres respectifs az1 et azz. On a
donc : E(N/[R = z]) = az;. Dot : E(N) = azip1 + azep2 = a(z1p1 + 22p2) = aE(Z) = a.
¢) De méme : E(N?) = E(N?/[Z = 21])P([Z = z1]) + E(N?/|Z = z]) P([Z = z2)).
Or, E(N?/|Z = z) est le moment d’ordre 2 d’une loi de Poisson de paramétre az;, d'ott : E(N?/[Z = z]) = azi+a°2]
et E(N?) = (az1 + ®2)p1 + (az2 + &?23)ps = a + o?E(Z?). En conclusion : V(N) = a + o?p”.

p2.

— N
2. a) On applique a la variable N, le théoréme limite central :

En supposant que, pour n assez grand, on puisse approcher le loi précédente par la loi normale centrée réduite, on
obtient bien : P (a € [Nn — 1,96/ YR N, 4 1,96«/@]) > 0,95.

b) Comme les bornes de 'intervalle dépendent de V' (NN), qui dépend de «, Uintervalle précédent n’est pas un intervalle
de confiance pour a.

1 1
3. a) On écrit : |Wy, + = — W| < |W,, — W|+ —. On en déduit que, pour tout réel € >0 :
n n

1 € 1 €
[Wat ~—W[>e] € [Wa=W|>Z]UL > 7]

=
n

En utilisant la croissance de la probabilité et le fait que P(AU B) < P(A) + P(B), on a donc :

Or, il existe un rang no tel que, pour tout n > ng, P(| ]) = 0. Pour n > ng, on a donc :

P([IWa+ -~ Wi > <)) < P([Wa > )

. 3 . . 1
Enfin, comme nETwP([\Wn -l = 5}) =0, on a bien : ngrilmP([|Wn + o Wl > ED =0.

b) En appliquant la loi faible des grands nombres, on a : N, £ &. On a alors successivement :
e par continuité : N, (1 + pQNn) LN a(l+ ocp2) ;

1 — _
~ A Na(L+ 9" Na) 5 a(l+ap®);

e puis par continuité : V(N) L w =1
b p W I+ 2N V(N)

. V(N N, — . L . .
¢) On écrit : T, = = () — x 2" "% Dans le produit précédent, la premiere des deux variables
=4+ No(1+p?Ny) V(N)

e grice au résultat démontré a la question précédente :

converge en probabilité vers 1 et la seconde en loi vers une variable aléatoire qui suit la loi A'(0,1). Le théoréme de
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Slutsky permet alors d’affirmer que le produit converge en loi vers une variable aléatoire qui suit la loi A/(0,1). On a
donc bien : T,, % N(0, 1).

d) On construit alors un intervalle de confiance pour « au niveau de confiance 0.95 en supposant que n est assez grand
pour pouvoir approcher la loi de T}, par une loi normale centrée réduite.

— N oONT o — R
N, - 1,96¢12+JWM7N”1,96¢12+W‘
n n n n

EXERCICE 3.9

On rappelle que I'(1/2) = /7.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (2,4, P).

Soit r un entier naturel non nul. Une variable aléatoire X suit la loi de x? & r degrés de liberté si une densité
fx de X est donnée par :

0 siz<0

Ix(x) = 1 (r/2)=1 —x/2
W x € six >0

X
1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de x2? & r degrés de liberté. On pose Z = > et v= g
a) Déterminer la loi de Z.

b) En déduire I'espérance et la variance de X.

2. a) Montrer que pour tout A > 0 et tout n € N*, on a :
A o A Ao !
et = -+ et ————dt
O A

b) Soit Y, une variable aléatoire suivant la loi de Poisson P()). Soit X, une variable aléatoire suivant la loi
de x? & 2n degrés de liberté.
Montrer que P(Xa, > 2X) = P(Y) <n).

¢) Ecrire une fonction Scilab de parametres n entier et x > 0 réel qui retourne la valeur de P(Xa, > ).

3. Soit k € N* et X7q,..., Xy des variables aléatoires indépendantes suivant toute la loi normale centrée réduite.

a) Déterminer la loi de X?.
k
b) En déduire la loi de » ~ X7.
i=1
¢) Soit r et s deux entiers vérifiant 2 < r < s. Soit T;. et Ty deux variables aléatoires qui suivent respectivement
la loi de x2? & r degrés de liberté et la loi de x? & s degrés de liberté.
Tracer sur un méme graphique l'allure des fonctions de répartition de 7, et T5.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.9

1. a) On utilise la fonction de répartition. On a :
Ve eR, P(Z<z)=P(X <2z)=Fx(2)
Une densité de Z est donc :

0 siz<O0

e = —=——=x e’ sinon

Ainsi Z suit la loi v(v) ou encore la loi y(r/2).

b) Par le cours et les propriétés de l'espérance et de la variance, on a : E(X) =2v =71 et V(X) = 4v = 2r.

2. a) Il s’agit de la formule de Taylor avec reste intégral, intégrale dans laquelle on effectue le changement de variable
t — XA —t (on peut également faire une intégration par parties et une récurrence).

b) On a: P(Xan > 2) = P(2Z > 2) = P(Z > \) ot Z = %X% < ~(n).

1 T 1
Donc, P(Xzn > 2)) = m/ t" e dt.
A

n—1

)\k A . tn—l 1 +oo " .
Et P(YA<n)=e Z = 1- / e C 1)'dt = () / t"" e~ "dt, d’apres la question 2.a).
k=0 0 -l A

On a bien : P(X2, > 2X\) = P(Y\ < n).

¢) Une proposition

function res=P(n,x)

lambda=x/2

pois=exp(-lambda)

res=pois

for k=1: n-1
pois=pois*lambda/k
res=res+pois

end

endfunction

3. a) Avec la méthode de la fonction de répartition, on a X7(Q) = Ry et pour 2 > 0 :
Fy2(z) = P(X; < z) = P(—vVz < X1 < V) = Fx, (Vz) — Fx, (=)

Une densité est donc :

0 siz<O0
fxz(x) = 1 R .
1 — fx; (W) = e sinon
- 1 (1/2)—1 —z/2 9 . . 2 s . . . .
Ainsi, pour z > 0, fx2(z) = =757 e . Donc, X7 suit la loi de x° & 1 degré de liberté. Autrement dit,
1 r(1/2)21/2
1
Z) = 5)(12 — v(1/2).
b) Les variables aléatoires X1, Xo,..., Xy sont indépendantes et de méme loi de x* & 1 degré de liberté; donc,

k k
% ZXE — v(k/2), c’est-a-dire que ZX,2 suit la loi de x? & k degrés de liberté.

=1 =1

¢)Ona: T, = ZXl2 et Ts = ZX,2 et puisque r < s, on a Tr(w) < Ts(w). Par suite, pour tout z réel, on a
i=1 i=1
[Ts < z] C [Ty < z]; done, Fr,(z) < Fr,(x). Bien entendu, si < 0, on a Fr, (z) = Fr,(z) = 0.
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EXERCICE 3.10

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (€2, .4, P).

1. Soit f la fonction définie sur D =]0, 1[x]0, 1 par :

V(x,y) 6]0,1[X]0,1[, f(xvy) = +

a) Montrer que f est de classe C* sur D.

b) Déterminer les éventuels extremums locaux de f sur D.

2. Soit g la fonction définie sur R par :

0 sit<?2

VteR, g(t) = sit>2

ax 3t
a) Déterminer le réel o pour que g soit une densité d’une variable aléatoire Y.
b) Déterminer la loi de Z = |Y].

3. Une urne contient des boules blanches en proportion b, des boules vertes en proportion v et des boules
rouges en proportion r. On suppose 0 < b< 1, 0<v<l,0<r<letb+ov+r=1.

On effectue des tirages successifs d'une boule avec remise et on s’arréte au premier changement de couleur.
On note X la variable aléatoire égale au nombre de tirages effectués.

a) Déterminer la loi de X.

b) Déterminer l'espérance E(X) de X.

¢) Que peut-on déduire de la question 1 pour E(X)?
d) Comparer la loi de Z & celle de X lorsque b=v =71 =1/3.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.10

1. a) La fonction f est de classe C* sur I'ouvert D comme somme de fractions rationnelles dont le dénominateur ne
s’annule pas.

On calcule le gradient de f :

1 1 1 1
Vi(z,y) = ((1*@2 S (@Hy)?2 (1—y)? (x+y)2)

(1-2)* = (o +y)?
(1-y)" = (@=+y)
Pour vérifier si ¢’est un minimim ou pas, on utilise la Hessienne. 11 vient

b) Les points critiques sont donnés par : { . Par positivité de = et y, il vient x =y = 1/3.

r=t=27/2,5=27/4= 5 —71t <0
Ainsi, (1/3,1/3) est un minimum local de f sur D.

2. a) La fonction g est continue sur R\ {2}. Elle est positive si & > 0 et

“+o0 “+o0 eftlnS 1
t)dt = dt=1aa = ———
/Oo 9(t) /2 e “ = 9ms3

b) On a Z(Q2) = [2, +o0[ et pour tout k > 2 :
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3. On a X(Q) = [2,+oo[. Notons pour tout i > 1, B; (resp. V; et R;) '’événement « le i-iéme tirage a amené une boule
blanche (resp. verte ou rouge) ». Alors :

@] U

k—1
m R; ﬁRik

i=1

k—1
(VinVi

i=1

k—1
m B; QE

i=1

(X = k] =

Ces événements sont disjoints. Par indépendance des tirages, il vient :
P(X=k) =b""1-b)+o" "0 —v)+r" 11 -7
b) Le calcul de l'espérance de X se fait en utilisant la dérivée de la série géométrique. Il vient :

E(X) :(l—b)xQ(l_lbp—l)—f—(l—v)x<(1_1v)2—1)+(1—r)><((1_17q)2—1>
NS SIS -

¢) D’apres la question 1, E(X) = f(b,r) —2 (car 1 —v = b+ 1) et E(X) est minimale pour b =r =v = 1/3.
d) Lorsque b =v =71 = 1/3, la loi de X est celle de Z.

EXERcCICE 3.11

Soit f une application définie sur R. On suppose qu’il existe un réel k vérifiant 0 < k£ < 1 tel que :

V(z,y) €R% |f(2) = fy)l <klz—y| ()

1. Soit (up)n>0 la suite définie par : up =z € Ret Vn > 0, upt1 = f(up).

a) Montrer que pour tout n > 0, on a |tup41 — Un| < K™ |ug — ug.
b) En déduire que la suite (u, ), converge vers une limite A qui vérifie f(A) = A (A s’appelle un point fixe de
f)-

¢) Montrer que f admet un unique point fixe.
2. Soit (T},)nen une suite de variables aléatoires & densité définies sur un méme espace probabilisé (92, A, P)
telles que :

Vn €N, Ty = £(T,)

ou la fonction f vérifie la propriété (x).
Soit A le point fixe de f et ¢ > 0.
a) Pour tout n € N, on pose : A, = [k"|Ty — A| > €]. Montrer que 1ixf P(A4,)=0.
n—-+oo
b) En déduire que la suite (T}, )nen converge en probabilité vers la variable certaine égale a A.

¢) Montrer que la suite (7},),en converge en loi vers A (on pourra distinguer les valeurs de la variable z € R
selon que = > A ou z < \).

3. Soit (T}, )nen la suite de variables aléatoires définie par T et

0 Tunw) == [ e (- L)
VneN, Vwe, Th11(w) = — exp — ) dt.
\/27r/0 2

Etudier les convergences en probabilité et en loi de la suite (T},)neN-
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.11
1. a) Par récurrence, on montre que |[unt1 — un| < k™ |u1 — uol.

b) Comme 0 < k < 1, la série Z(u”H — un) est absolument convergente, donc convergente. Par télescopage, la suite

n
(un)n admet une limite A.

Ce réel vérifie f(A\) = X par continuité de f (d’apres (x)) car lir_~1_1 Up = liril Unt1 = A.
n—-+00o n——+0o0

c) Soit A et A deux réels distincts tels que f(A) = Xet f(X) =X.Onal|f(A)—fN)]=A=XN|<EkX=X|siet
seulement si k > 1, ce qui contredit ’hypothese 0 < £ < 1. Donc, A est unique.

2.a) On a P(A,)=P(k™|To — A\ >¢e)=1- Fp, ()\ + e ) + Fr, ()\ - ?), en notant Fr, la fonction de
répartition de To. Or, lim ki = +00 (0 <k <1), doi lim_Fr, (A n ﬁ) =let lim Py, (A - %) —0.
Par suite, hm P(k"|To— A >¢e)= lim P(4,)=1-140=0.

n— +oo n— +oo
b) Soit A I'unique solution de 'équation f(z) = . On a : [Thi1(w) — Al = |f(Tu(w)) — F(AN)| < k|Tn(w) — Al
Par suite, |Th(w) — A| < k"|To(w) — Al et donc [|T5, — A| > e] C [k"|To — A| > ] = An.

11 en résulte que 0 < P(|T, — A| > €) < P(Ay) et puisque lirJIrl P(A,)=0,0na lirJIrl P(|T, — A\l >¢) =0.

n— oo n— oo
Finalement, la suite (7, )nen converge en probabilité vers la variable certaine égale a .
c)eSiz >\ onposexr=\+e avece > 0.
Onal>P(T,<z)=PTh<A+e)=P(T,—A<e¢) > P(|Tn — A <¢). Or, la suite (T,,)nen converge en probabilité
vers A, donc lim P(|T, — A| <¢) =1 et par suite, lim P(7, <z)=1.

n— +4oo n— +oo
e Sixz < A onposex=\—c¢avece >0.
Ona0< PT,<z)=PA-T,>2e)=1-PA—-T,<¢) < 1—P(| — T,| < g). La convergence en probabilité de la
suite (T )nen vers A se traduit par l’égalité hm P(JA —Tn| < ) = 1. Par suite, lirJIrl P(T, <xz)=0.
n—r oo

Il est inutile d’étudier le cas x = A car c’est un point de discontinuité de la fonction de répartition de la variable certaine
A

e Bilan : en notant Fr, la fonction de répartition de T, on a: Vx € R, lim Frp,(x) = e > A
n— +oo 0 st < A
Dong, la suite (T )nen converge en loi vers la variable certaine .
3. Soit f la fonction définie sur R par f: 2 — —— / exp dt En notant ® la fonction de répartition de la

loi N(0,1),0na:Vz eR, f(z)=2(z)— 5 Les propriétés de ® permettent de dire que f est de classe C*° sur R et
2

e 2)

1
Par suite, Vz € R, |f'(z)| < —= < 1 et 'unique solution de I’équation f(z) =z est A = 0.

= V2T

1
L’inégalité des accroissements finis permet d’écrire V (x,y) € R?, |f(x) — f(y)| < k |z — y| avec k = Wor par exemple.
T

strictement croissante. En particulier, f'(z) =

D’apres les questions 2. b) et 2. ¢), on peut déduire que la suite (T, )nen converge en loi et en probabilité vers la
variable certaine nulle.

EXERCICE 3.12
Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires a densité indépendantes de méme loi, positives telles que
E(X1) =1 et admettant une variance non nulle.



78 ESCP Europe 2019 — Oral

n
Pour tout entier n > 1, on pose Y,, = H X;.
i=1

1. a) Montrer que E(y/X1) existe et appartient & ]0, 1.

b) Montrer que lilf E(vVX;)=0.
n—-+oo
i=1
¢) Montrer que la suite (Y;,) converge en probabilité vers 0.

2. On note 14 la variable aléatoire indicatrice d’'un événement A.
Soit X une variable aléatoire positive, & densité, admettant un moment d’ordre 2 non nul. Soit 8 €]0, 1].

a) Montrer que E(X1;x<op(x)) < 0E(X).
b) Montrer que E(X1ixsor(x)) < VE(X2)/P(X > 0E(X)).
(1-0)*(B(X))”

E(X?)

¢) En déduire que P(X > 0E(X)) >

3. Déduire de la question précédente que

P (VT2 JEWT) > LB/E)

1
4

4. Dans cette question, on suppose que E(1/X7) > 1 (et donc on ne suppose plus que E(X;) = 1). Montrer
que la suite (Y},) ne converge pas en probabilité vers 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.12
1. a) Comme E(X1) existe, la variable aléatoire v/ X1 admet un moment d’ordre 2, donc un moment d’ordre 1. De plus,
par linégalité de Cauchy-Schwarz, 0 < E(v/X1) < E(X1)Y? = 1.

e Comme vX; >0, si E(v/X1) =0, alors X; = 0 presque sirement en contradiction avec V(X1) # 0.
e Si E(v/X1) =1, comme E(X;) =1, il vient V(v/X1) =0 et /X1 = 1 presque sirement et V(X;) = 0.

b) Evident par la question précédente et I'indépendance des variables aléatoires en jeu.

¢) Par I'inégalité de Markov, pour tout € > 0, on a :

TV
s UL o
\/E ﬁ n—-+oo

2. a) Comme X est positive, on a : X1x<or(x) < 0E(X), puis I'on prend l’espérance.

b) On utilise I'inégalité de Cauchy Schwarz, ce qui donne :
E(X1pxzopc0) < B2 (BE(emco)? = B(X*) 2 (P(X > 0B(X))

c) Il reste a écrire que E(X) = E(X1ix<opx))) + E(X1x>0m(x))) et & utiliser les deux questions précédentes (Inégalité
de Paley-Zigmund).

3. On prend X = /Y, et # = 1/2. 1l vient :
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4. Si E(v/X1) > 1, alors E(v/Yn) > 1. Donc, d’apres la question précédente :

PWVYn 2

Ainsi, pour ¢ = % > 0, la probabilité P(|/Y, — 0| > €) ne peut tendre vers 0.

EXERCICE 3.13

Soit (Xk)r>1 une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (£, A, P) , indépendantes, de
méme loi et a valeurs dans N.
Pour tout n € N* et pour tout w € €2, on pose :

R, (w) = card{X;(w), Xa(w), ..., Xn(w)}

On admet que R,, est une variable aléatoire.

1.a) Soit @ € N*. En séparant les variables aléatoires X; telles que X;(w) < a de celles X telles que X;(w) > q,
montrer que :

Rn <a+ Z 1[Xi>a]~
i=1

b) Montrer que R,, admet une espérance.

¢) Déduire du 1.a) que E(R,) = o(n) quand n tend vers +oo.

On suppose désormais que F(X) existe.

1
2. Montrer que P(X; > m) =0 () quand ’entier m tend vers +oo.
m

3. Montrer que E(R,) = o(y/n) quand lentier n tend vers +oo.
Indication : pour ¢ > 0 donné, on pourra choisir m = |e\/n].

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.13
1.a) Comme proposé par ’énoncé, on écrit :

R, (w) = card ({X1(w), ..., Xn(w)} N[0, af) + card ({X1(w), ..., Xn(w)} N [a, +oo]) .
Ainsi :

R, (w) < a+card{i € [1,n]/Xi(w) > a} =a+ Z 1ix,>q)(w).
i=1

b) Comme R,, est bornée (par 1 et n) et qu’elle est positive, elle admet une espérance.
¢) Les questions précédentes donnent :

ER,) <a+ En:P([X,- >al)=a+nP(X1>a) (%)

Ainsi : 0 < E(f") < % + P(X1 > a).
Pour tout € > 0, en choisissant a assez grand, on a P(X1 > a) < %, et pour ce a fixé, pour n assez grand (n > ng), on
a % < % Ainsi :

Ve >0, Ing €N, Vn € N,n > ng = ‘E(:»n) <e
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c’est-a-dire : lim E(Rn)

n——+oo n

=0.
2.0mn a:
+o0 +o0o
mP(X1>m)=m Y P(X1=k)< > kP(X1=k)
k=m

k=m

qui représente le reste d’une série convergente et qui tend donc vers 0.
NS 1 1 N .
Remarque : V'inégalité de Markov ne donne que : P(X1 > m) = O (—) ou P(X1 >m)=o0 (—2), et a condition
m m
qu’il existe un moment d’ordre 2.

3. On sait que F(X1) existe. On choisit m = |ey/n| et on reprend 'inégalité (x) avec a = m.

1
lev/n]

0< E(Rn) < m+nP(X,>m)= Ls\/ﬁJJrno( ) = lev/n] + o(v/n).

En effet, par encadrement, on a facilement : |ey/n] ~ ey/n.
Pour n assez grand, on a o(y/n) < ey/n. On a donc :

Ve >0, Ing €N, Vn € Nyn > ng = |E(R.)| < 2evn

c’est-a-dire : E(R,) = o(y/n).

EXERCICE 3.14

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P).
Pour toute partie finie S de N, on note |S| ou card(S) son cardinal.
Soit un entier m > 2 et (X,,),, une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi uniforme
discrete sur [1,m].
Pour tout n > 1, on note U, la variable aléatoire égale au nombre de valeurs distinctes prises par les variables
Xq,...,X,, cest a dire :

Vw € Q, U, (w) = card({ X1 (w), ..., Xpn(w)})

1. a) Préciser U, () en fonction de n et m.
b) Calculer la probabilité P(U, = 1).

c¢) Calculer la probabilité P(U,, = n) en fonction de n et m.

2. Expliquer ce qu’affiche le script Scilab suivant :
1. m=100

2. n=50

3. x=grand(1,n,’uin’,1,m)

4. T=[]

5. for k=1: n

6. z=members(x(k),T) // z est un entier donnant le nombre de fois ot z(k) est dans T
7. if z==0 then

8. T=[T,x(k)]

9. end

10. end

11. disp(gsort(T,’1c’,’i’)) // gsort permet de trier un vecteur

n—1
3. a) Montrer que P([X; # X,]N[X2 # X,]N---N[Xp1 # X)) = <mml) '
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b) On désigne par P lensemble des parties non vides de [1,m]. Pour S € P, on pose :
As ={w € Q/{X1(w),..., Xpn(w)} =S}

Montrer que :

m—|S
P £ XN D £ X0 X # ) = 3 Plas) (P2
SeP
4. a) En déduire une expression de F(U,,_1) en fonction de n et m.

b) Déterminer hI—P E(Up). Expliquer le résultat.
n—-—+0oQo

¢) Déterminer lim FE(U,). Expliquer le résultat.
m—+oo

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.14
1. a) U, (Q) = [1, min(n, m)].

3

b)Ona: [U, =1 = | J([X1 =k]N---N[X, = k]). Par incompatibilité puis par indépendance des (X;), on en déduit :
k=1

PU,=1)=m (%) .

c) e sin >m, événement [U, = n] est impossible, donc P(U, = n) = 0.
e sin < m, événement [U, = n| correspond & tirer n valeurs distinctes parmi les m valeurs proposées. Ainsi de

maniére analogue au 1.b), on a: P(Up, =n) = (m) (i) .
n m

S

2. Ce script simule le tirage de X1, ..., X, et renvoie la liste des valeurs prises par U, sans répétition (la boucle permet
d’ajouter au vecteur T une valeurs qui n’apparait pas auparavant dans T'), triées par ordre croissant.

3. a) Appliquons la formule des probabilités totales avec le systeme complet (X, = a)ac1,m] :

P(X1# Xy oy Xno1 #£ X)) =

M=

P((X1 4 Xy oo Xno1 # Xn)/Xn - a)P(Xn = a)

)
Il
-

I
NE

P(Xy#a,...,Xn1#a)P(X, =a) (indépendance)

9
Il
-

(m—l)nfl y 1 _ (m— 1)%1
m m_ m

b) Ona (X1 # Xn,..., Xn-1 # Xn) = U ({Xl, oy Xnoa}l = S) N (X, ¢ S) (réunion disjointe). Donc,

[
NE

a=1

SeP
P(X1 # Xnyeo s Xar £ X0) =3 P(({Xl,...,Xn_l =5)N (X, ¢ S))
SeP
= Z P({Xl,...,Xn,l} = S)P((Xn ¢ S’)) (indépendance)
seP
_ _ g\ (m—1S|
_Sze;p({xl,...,xn,l} s)( — )

4. a) On partitionne P en réunion disjointe de sous-ensembles de cardinal k.
En remarquant que Z P{Xi1,....Xn1}=95) = P(Un-1 = k), il vient :

SEP,|S|=k
S P X =) (M) =3 S (i x = 8) ()
s k;lSEP,\S\zk
S n(m) e e
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m

Ainsi, E(Un—1) =m(l = P(X1 # Xn,..., Xn1 # Xp)) =m (1 Bl (1 B i) nl>.

1
b) La suite ((1 — —)™) est géométrique de raison g €]0, 1] et lirf E(U,) = m. Si n est trés grand par rapport a m,
m n—-+4oo
alors pour chaque valeur de [1,m] la famille des X; prendra toutes les valeurs de [1,m] et on aura U, = m presque
stirement a chaque tirage.

¢) De l’équivalent 1 — (1 — z)® ~, QT on déduit que E(U,) oo M X % On en conclut : liril E(Uy,) =n. Si
T— m—-+4oo m——+400

m est trés grand face a n, les X1,..., X, se placeront sur n valeurs du grand intervalle [1,m] et ces valeurs seront
presque stirement deux a deux distinctes.

EXERCICE 3.15

On suppose que toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (Q,/L P).

—+o0
On rappelle que la fonction I' est définie sur R par : Vo > 0, I'(z) = / t*~tetdt.
0

On admet sans démonstration que la fonction I" est de classe C*° sur R*. et que pour tout > 0, on a I'’(x) > 0.
Dans tout I'exercice, on note X une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite.
Onpose:Y =|X|et T =VY = /|X].

1.a) Montrer que la variable aléatoire Y est a densité et déterminer une densité fy de Y.

b) Justifier que Y admet une espérance et une variance que l'on calculera.

2.a) Justifier que T admet une espérance et une variance.
2
x
b) Calculer E(T) a l’aide du théoréme de transfert et du changement de variable ¢t = -

Mowtrer e v(r) =2 (1- L (1(2))),

3.a) Etablir I'existence et 'unicité d’un réel a €]1,2[ pour lequel on a I () = 0.

b) En déduire le sens de variation de la fonction I' sur R .
3
¢) Justifier encadrement : 1 < F(Z> < i,

4. Le programme Scilab suivant renvoie le réel 1.2251307. Que représente ce réel 7 Justifier votre réponse.

n=100000
S=sum((grand(1,n,’exp’,1).7 (- 0.25)))/n

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.15

l.a) On a Y(Q) = Ry, donc Fy(z) = 0 si z < 0. De plus si > 0, en notant ® la fonction de répartition de la loi
N(0,1),0n a :

Fy(z)=PY <z)=P(|X|<z)=P(-z< X <z)=9(z) — &(—2) =2&(x) — 1.

Ainsi Fy est continue sur R et de classe C' au moins sur R*, donc Y est & densité et une densité fy est donnée par

fy(x) =0siz <0, et par fy(z) = \/;e_T siz > 0.

+o0 22
b) Pour tout r € N, lexistence de l'intégrale / z"e” "2 dx est assurée par le critére de Riemann
0
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. 12 1 . . .
car z'e” 2 = 0(—2) quand z tend vers +oo. En particulier pour 7 = 1,2, on a 'existence de E(Y) et V(Y). On a :
x

2 +oo 22 2 227 400 2
E(Y):,/f/ medemzq/f[—efT} =4/
T Jo T 0 T
2 T —2

D’autre part, V(Y) = E(Y?) — (B(Y))* = B(X?) — (B(Y))* =1— ==

™

2.a) On a T(Q2) = R;. La variable aléatoire T admet un moment d’ordre 2, puisque T2 =Y et que E(Y) existe. Par
suite, 7' admet un moment d’ordre 1.

2 +o0 22 2
b) E(T) =4/ = Vze 2 dz. Le changement de variable ¢ = L =23 = de =27t 7 dt.
T Jo 2

1 +oo 1
tiéeftdt:Q—‘L/ tiieftdtzz—zle(%),
0

1
T2

N
NS
Nl

. t32”
T2

1
2z [t
Par suite, E(T) = —/ 2
0

Dautre part, V(T) = E(T?) — (E(T))* = E(Y) — (E(T))* = % - g 2(2) = \/2(1 - % r?(%)).

3.a) La fonction I' est continue sur [1,2] et dérivable sur ]1,2[. De plus, I'(1) = I'(2) = 1, donc, d’apres le théoréme de
Rolle, il existe a €]1,2] tel que I'(a) = 0. Or, Vo > 0, I/ (x) > 0 (T est convexe), donc la fonction I” est strictement
croissante sur R .

Puisqu’il existe a €]1,2] tel que I (o) = 0, la stricte croissance de IY = « est le seul point qui annule I".

b) Il en résulte que sur ]0,af, on a IV(z) < 0 et I décroissante, et sur o, +oo[, I'(z) > 0 et T croissante.

c)l<a<2et % <l= F(%) > I'(1) = 1. D’autre part, V(T) > 0 = F(Z) < ﬂ'%, d’ol ’encadrement.

. , 3 _1 ,
4. Le programme renvoie une valeur approchée de F(Z) =EU ‘11) par une méthode de Monte-Carlo.

Il s’agit de la moyenne de 100000 réalisations de U ~% olt U est une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de
parameétre 1.

EXERCICE 3.16

1. Soit U une variable aléatoire de loi normale centrée réduite. On pose X = U? et on admet que X est une
variable aléatoire a densité.

a) Montrer qu'une densité de X est la fonction fx définie par :

e—w/2 ) 0
S1x >
fx(z) =4 V2m@
0 siz<O0

b) Montrer que, pour tout n € N, la variable aléatoire X posséde un moment d’ordre n que l’on notera m,.

¢) Pour tout n € N, déterminer une relation entre m,, 1 et m,. En déduire la valeur de m,, pour tout n € N.

1
du
2. a) Montrer que / ——— converge et la calculer (on posera le changement de variable u = cosv).
) i ( )

dt
Vi(x—t)

¢) Soit X; et Xo deux variables aléatoires indépendantes de méme loi que X. Déterminer la densité de
S =X+ Xo.

xr
b) Soit & un réel strictement positif. Déduire de la question précédente la valeur de /
0
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3. a) Montrer que, pour tout n € N, la variable aléatoire S posséde un moment d’ordre n, noté u,, que 'on
calculera.

b) A Daide d’une seconde expression de E(S™) déterminée & partir de I’égalité S™ = (X + X2)", établir

I’égalité suivante :
z": 2k (20— 2K\ _
k n—*k )

k=0

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.16

1. a) La variable aléatoire X est & valeurs positives, donc en notant F'x sa fonction de répartition, Fx(z) =0 si z <0,
par continuité de cette fonction. Par ailleurs, si z > 0, Fx (z) = P(U? < ) = P(—/z < U < /z) = ®(\/z) - &(—+/7) =
2®(y/z) — 1. On obtient :

1 6—33/2

0 siz<0

b) Pour tout n € N*, 2 — " fx(x) est nulle sur R_, continue sur R et est positive et négligeable devant 1/z* au
voisinage de +oc0.

Jz

Au voisinage de 07, f(x) est équivalent & dont 'intégrale converge.

A
¢) Pour A > 0 on note m,(A4) = / 2" fx (z)dz. Une intégration par parties puis en faisant tendre A vers +oo, il
0
vient : mp+1 = (2n+ 1)ma,.

On a mg = E(1) = 1. La récurrence précédente donne :

(2n)!
n=2n—-1)2n—3)---1=
Mo = (20— 1)(2n~3) 1= 20
2. a) La fonction cosinus définit une bijection strictement décroissante de classe C* de ]0,7[ sur | — 1, 1[. L’intégrale

donnée et celle obtenue par changement de variable sont de méme nature. Il vient :

us
dv=m

/l du _/7r sinvdv
1 V1 —u? o V1—cos2v 0

b) Le changement de variable affine u = 2 1 donne :

x
/x a /1 du
0o it(x—1) —1V1—u?
¢) On effectue un produit de convolution :

—+oo
fs(x) = / Fxo (8 fxa(z — )dt =0 siz < 0

et pour x >0

x e—t/2 e—(z—t)/Q 6—1/2 6—1/2

e dt
~Jo @\/QW(x—t)dt: 2m /o \/t(x—t): 2

La fonction fs ainsi définie est une densité de probabilité de loi exponentielle £(1/2).

fs(z)

3. a) Le changement de variable affine = 2¢ donne :

1 +oo 5 +oo .
M = 5/ e "% dx = 2"/ t"e " dt =2"T(n+1)=2"nl
0 0
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b) Par la formule du bindme et en utilisant la linéarité de l'espérance et I'indépendance de X; et X» :

- Q- ) e

k=0 k=0

soit
9] — n; (2k)! (2n — 2k)!

2 2 (K2 ((n— k))2

En simplifiant par n! et en passant le 2" de droite a gauche, on reconnait 1’égalité demandée.

EXERCICE 3.17

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2,4, P) et indépendantes. On
suppose que X suit la loi binomiale 5(2,1/3) et Y suit la loi uniforme sur le segment [0, 1]. On pose :

Z=8(X+Y), W=12XY.

1. Déterminer Z(Q2) et W(Q).

2. Calculer P(Z € N) ainsi que P(W € N).

3.a) Montrer que P(Z > W) = 1.

b) En déduire une comparaison entre les fonctions de répartition de Z et de W sans les calculer.
4. Déterminer la fonction de répartition de Z. Les variables aléatoires Z et W sont-elles a densité ?

5. Compléter le programme Scilab ci-dessous pour vérifier le résultat du calcul de P(Z > W) effectué dans la
question 3.a) a l’aide du résultat de N simulations de chacune des variables aléatoires Z et W. N=input (°N’) ;
x=grand(1,N,’bin’,2,1/3);

y=grand(1,N, ’unf’,0,1);

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.17
1.Ona Z(Q) = W(Q) = [0, 24].
2. Soit k un entier naturel. En utilisant le systéme complet d’événements [X = 0], [X = 1], [X = 2], on aura :

P(Z=k) =PZ=k,X=0+P(Z=kX=1)+P(Z=kX=2)
=P(Y=k/8) x P(X=0)+P(Y =k/8—1)xP(X=1)+P(Y =k/8—2) x P(X =2)

+oo

Or Y est une variable & densité; on en déduit que P(Z = k) =0et P(Z € N) = Z P(Z=k)=0.
k=0

De méme, P(W € N) = P(W = 0) = P(X = 0) = 4/9.

a) On a :
P(Z > W) :P(Z>W (X =0)+ (Z>W)ﬁ(X:1))+P((Z>W)ﬁ(X:2))
= P(8Y > 0)P(X )+P( (Y 1) > 12Y)P(X = 1) + P(8(Y +2) > 24Y)P(X = 2)
=P >0)x P(X=0)+P(2> )xP(X:1)+P(1>Y)><P(X:2)
=PX=0)+PX=1)+PX=2)=
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Ainsi, P(Z > W) = 1.

b) On en déduit 'inégalité presque partout : Z > W. Ainsi, pour tout = réel, on a presque stirement inclusion
W >z]C[Z>2]
Donc, Vo € R, P(W > z) < P(Z > z), ce qui entraine que Fz(z) < Fw (z).

4. Soit x un réel, on a :

P((Z<x)n(X =1))+ P((Z <x)N(X =2))
P(Y <z/8—1)P(X =1)+ P(Y < z/8—2)P(X =2)

En conclusion :

0 si <0

x/18 si x €10,16]
x/T72+2/3 si xz € [16,24]
1 si x>24

Ve eR, P(Z<x)=

La fonction de répartition de Z est continue sur R, de classe C* sur R\ {0, 16,24}. On en conclut que Z est une variable
aléatoire & densité. Par contre W n’est pas & densité puisque P(W = 0) = 4/9 # 0.

5. On propose un script pour calculer la fréquence notée f ou Z > W.
N=input (°N’) ;

x=grand(1,N, ’bin’,2,1/3) ;y=grand(1,N, ’unf’,0,1);

z=8x (x+y)

w=12 *x.*y

a=find(z>w)

f=length(a)/N // (ou f=mean(a))

disp(£f)

Si on ne connait pas la fonction find, on peut également faire une boucle.

EXERCICE 3.18

Deux amis A et B peuvent se donner rendez-vous dans trois lieux possibles numérotés 0, 1 et 2. Chacun choisit
un endroit au hasard. S’ils ne se retrouvent pas, ils recommencent en choisissant de nouveau un des trois lieux
et ainsi de suite. Tous les choix sont indépendants. On note 1" le nombre d’étapes qu’il faut pour que les amis se
retrouvent. On modélise cette situation en considérant deux suites (X,)n>1 et (Y5, )n>1 de variables aléatoires
définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P), indépendantes et de méme loi uniforme sur {0, 1, 2}.

Pour chaque n > 1, X, (resp. Y,,) représente le choix de A (resp. de B) & la n-iéme étape.

Soit T' la variable aléatoire définie par :

0 siVn € N*, Xo(w) # Yo(w)

Yw e, T(w) = { min{n € N* tels que X, (w) =Y, (w)} sinon

On note F' I’événement : «les deux amis se rencontrent en un nombre fini d’étapes».
1. Déterminer la loi de T et en déduire I'espérance et la variance de T
2. Montrer que F' est un événement quasi certain.

3. Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 3. On généralise maintenant la situation précédente : les deux
amis peuvent se donner rendez-vous dans p lieux possibles. On note 7}, le nombre d’étapes qu’il faut pour se
retrouver.

a) Modéliser cette situation.

b) Montrer que 1’événement : «les deux amis se rencontrent en un nombre fini d’étapes» est quasi certain.
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¢) On ne suppose plus que Uentier p est fixé. Etudier la convergence en loi de la suite (T,,/p), lorsque p tend
vers +00.

d) Compléter le script Scilab ci-dessous pour simuler la variable aléatoire T),.
p=input(’p’);
X=grand(1,1,’uin’,0,p-1);

end
disp(n)

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.18

1. Soit n un entier naturel non nul. On a: P(T'=n) = P(X1 # Y1, -+ , Xn-1 # Yn_1, X, = Y,,). Par indépendance des
variables aléatoires, on obtient :

P(T = n) = P(Xl 7é Yl) e P(Xn_l # Yn_1)P(Xn = Yn),
Les variables aléatoires suivant la méme loi, on note a = P(X; = Y1) et on a :
P(T=n)=a(l—a)""".

Par ailleurs :
a=PX:1=0Y1=0+PX: =11 =1)+P(X:=2,Y1=2)=1/3.

Par conséquent, T suit la loi géométrique de parametre 1/3. Donc E(T) =3 et V(T') = 6.
2. On a P(F)=P(T #0) =1, donc F est un événement quasi certain.

3. a) On modélise cette situation en considérant deux suites (X, )n>1 €t (Yn)n>1 de variables aléaltoires définies sur
le méme espace probabilisé (2, .4, P), indépendantes et de méme loi uniforme sur [0,p — 1]. On note T}, la variable
aléatoire définie par :

0 sivn € N*, X, (w) # Yo (w)

Yw e Q, Tp(w)= { min{n € N* tels que X,(w) = Y, (w)} sinon

b) On note F, I’événement : «les deux individus se rencontrent en un nombre fini d’étapes ».
Soit n un entier naturel non nul. Ona: P(T, =n) = P(X1 # Y1, -+ , Xn-1 # Yn—1,Xn = Ya).
Par indépendance des variables aléatoires, on obtient :

P(Ty =n) = P(X1 £ Y1)+ P(Xao1 # Yao1)P(X, = Vo),
Les variables aléatoires suivant la méme loi, on note a, = P(X1 = Y1) et on a :
P(Tp, =n) =ap(1 —ap)" .
Par ailleurs :
ap=PX1=0,Y1=0+PX1=1,Y1=1)+---PXi=p—-1,Y1r=p—-1)=1/p.
Par conséquent, T}, suit une loi géométrique de parametre 1/p.

¢) Soit x > 0, on a
P(% <x> =1-P(T, >px)=1—(1—1/p)*"

=1 —exp(|pz|In(1 — 1/p))
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-1 1
b <@<x:> lim prJln<1—7>:—3:
p p p=Foo p

On en déduit que la limite de P(T},/p < x) lorsque p tend vers +oco est 1 —e™®. On conclut que la suite (T},/p),
converge en loi vers une loi exponentielle de parameétre 1.

d) On propose
p=input(’p’);
X=grand(1,1,’uin’,0,p-1);
Y=grand(1,1,’uin’,0,p-1);
n=1
while X<> Y
n=n+1
X=grand(1,1,’uin’,0,p-1);
Y=grand(1,1,’uin’,0,p-1);
end
disp(n)

EXERCICE 3.19
Les variables aléatoires introduites sont supposées définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P).

Dans une urne sont placées deux boules, une noire N et une rouge R. On effectue une suite de tirages d’une
boule au hasard selon les modalités suivantes :

e sila boule tirée est noire : on ne la remet pas dans I'urne (et la boule rouge sera nécessairement tirée au
prochain tirage),

e si la boule tirée est rouge : on remet I'urne dans I’état initial, avec 2 boules, la noire et la rouge.

Pour n € N*, on note : N,, (respectivement R,,) I’événement : «la n-itme boule tirée est noire (respectivement
rouge) ».

1. Ecrire un script Scilab qui modélise le tirage des r premieres boules obtenues (r > 1).
2. Pour n > 1, on pose a, = P(N,) et b, = P(R,).
a) Exprimer a, 11 et b,4+1 en fonction de a,, et b,.

1
b) En déduire que by, 2 = ibn+1 + ibn ainsi que les expressions de a,, et b, en fonction de n.

3. On note X la variable aléatoire égale au rang de la premiere boule noire tirée. Quelle est la loi de X 7
Calculer son espérance et sa variance.

4. Soit n un entier donné supérieur ou égal a 1. On note Z la variable aléatoire égale au nombre de boules
noires tirées lors des n tirages consécutifs.
a) Calculer Uintervalle [m.,, M,,] des valeurs prises par Z. Calculer ensuite P(Z = m,,) et P(Z = M,).

b) On note b, i le nombre de tirages de n boules dont exactement k sont noires et se terminent par le tirage
d’une boule rouge (I’événement R,, est réalisé).
Exprimer successivement la probabilité P(R, N (Z = k)) puis la probabilité P(R,,) en fonction des by, j.
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SOLUTION DE L’EXERCICE 3.19

1. Une proposition :

1. r=10

2. Y=[] //(1iste des r boules)

3. for i=1l:r

4. if i>1 & Y(i-1)=="N" then Y(i)="R"

5. else if grand(1,1,"uin",1,2)==1 then Y(i)="N"
6 else Y(i)="R"

7 end

8. end

9. end

1
2. a) On a avec un systéme complet d’événements évident : Npy1 = (Np N Npt1) U (R N Npy1), done ant1 =0+ ibn'

1
De la méme maniére : Ry41 = (Np N Rpy1) U (Rn N Rug1) = b1 = lan + 5[)”_

1 1 1
b) Ainsi bpt2 = any1 + ibn_i'_l = ibn + §bn+1’ qui est une suite linéaire d’ordre 2. L’équation caractéristique est

1 1 1 1
a? — 504 -5 = 0. Les racines sont 1 et ~3 d’ou : b, = K1 +K2(—§)".
2
On détermine les deux constantes K; et K2 en prenant n = 1 et n = 2 et en calculant b1, b2. Aprés calculs K1 = 3 et
1
" 3 “ 2 1 1
bn = §+7(77)n:17an
i3 L
an==——(—=
3 3 2
3. On a X(Q) = N*. L’événement «tirer une premiere boule noire au n-éme tirage» correspond a la suite :

RiR2 -+ Rn—1 N, En utilisant les probabilités composées, on obtient :

P(X =n) = P(R1)Pr,(R2) - Pr,nRyn...0R,,_, (Nn) = (7)"
Ainsi, X suit une loi géométrique G(3) d’ott E(X) = V(X) = 2.
4.a) On a Z(Q) = [mn =0, M, = | *F]].
L’événement (Z = 0) est égal a ’événement (R1R2 -+ Ry). Donc P(Z =0) = <7>"

My,
e sin=2p+1 est impair, on a M, =p+ 1 pour [Z = N1R2N3--- RopNopy1] et P(Z = M,) = (1) .
e sin = 2p est pair, alors M,, = p et on différencie les tirages selon la couleur de la derniére boule :

¢ un seul finit par une rouge : N1 Rz - - Nop_1Rap,

{ p finissent par une noire : un est alterné et les p — 1 autres contiennent 2 Rouge contigués :

(RiN2R3Ny--+ Rop—1N2p) U (N1R2R3N4Rs - - - Rop—1Nap)
U(N1R2N3sR4R5Ng - Rop—1Nap) U -+ - U (N1 R2N3 - - Rap_2Ra2p—1N2p)

o me-= () () -0 3) ()

1 k 1 n—2k 1 n—k
b) On a P([Z = k]N Ry) = bp ik X 5] 1*. <§> =bnk (5) , car tous les tirages finissant par une boule

rouge ont tous la méme probabilité. Donc :

n+41

Mn LT)J 1 n—k
Ro= |J (Ran[Z=K)= P(R) = ; bn,k,(§)

k=my,
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EXERCICE 3.20

1. On considére deux variables aléatoires Y et Z indépendantes définies sur le méme espace probabilisé (22, A, P).
On suppose que Y suit la loi exponentielle de parametre A > 0 et que Z suit la loi exponentielle de parameétre
w> 0.

a) Donner une densité de —Y'.
b) Donner une densité de Z — Y.
¢) Déterminer la probabilité P(Y < Z).

2. Pour n € N*, on considere des variables aléatoires X, ... X,, définies sur (2.4, P), indépendantes, telles
que pour tout i € [1,n], X; suit la loi exponentielle de parametre \; > 0.
On pose M,, = min(Xy, Xo, ..., X,).

a) Montrer que M,, est une variable aléatoire.
b) Déterminer la loi de M,,.

3.a) Déduire des questions précédentes la valeur de P(X; = M,,), pour tout ¢ € [1,n].

b) Pour i € [1,n] donné, la variable aléatoire X; — M,, est-elle & densité ?

4. On considere le script Scilab suivant :
n=input(’entrer une valeur de n : ’)
c=0
for k=1:10 000
X=[1]
for i=1:n
X=[X,grand(1,1,’exp’,1/1)]
end
m=min (X)
if X(1)==m then c=c+1 end
end
disp(c/10000)
De quelle valeur le réel affiché est-il proche ?

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.20

1.a) On a =Y (2) = R~ et par le cours, une densité de —Y est fy(—=z). Soit :

0 siz=>0
f,y(a:)—{ AeM sz <0

+oo

b) On effectue un produit de convolution. L’intégrale / fz(®)f—y (x — t)dt sera une densité de Z — Y si cette
oo

intégrale converge.
Or fz(t) 0=t >0et foy(z—t) <0<z —t < 0. Ce qui donne :

e siz<O0:
oo e ty A(z—t) o [T )t DY
fz-vy(x) 2/ fz(t)ffy(x—t)dt:/ pe M dt = Ape g“/ e mtgy — 8 e
0 0 0 A+ p
e sixz>0:
tee —ht A AT gy ) e tee Otw)t g ML
- = Tt = ¢ - t=——e "
fz—v(x) /I e e e /z e )\Jrue
+oo by
o) OnaP(YéZ)zP(Z—Y}O):/ Fooy (Hdt = —2—.
0 At
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2. a) L’événement (M, > x) est égal & ﬂ[XZ > z] qui appartient & la tribu A.
i=1

b) Par indépendance, on a :

n
P(Mn > l’) — HP(XI > LU) — He—Xi.’E —_ e-(%1+m+)\n)m
i=1

Ainsi, M, suit la loi exponentielle de parameétre Z Ai.
i=1

3.a) On a ’égalité des événements [X; = M, ] et [X; < min(X1,..., Xi—1, Xit1,...,Xn)]. Orlaloide min(X1,..., Xi—1, Xit1, ...

est la loi exponentielle de parametre Zj# A;. Donc, d’apres 1.c) :

P(X; = M,) =

b) La variable aléatoire X; — M, n’est pas a densité car P(X; — M, = 0) # 0.

4. La variable c contient le nombre de fois, sur les 10000 expériences réalisées, ou on a pris la plus petite valeur parmi

les variables X1, ..., X,, c’est-a-dire le nombre de fois olt 'événement [X; = M,,] est réalisé. En divisant par 10000, la
variable ¢/10000 contient donc une valeur approchée de la probabilité de cet événement, ¢’est-a-dire, d’apres la question
1 2
3, une valeur approchée de = —.
v bp n n(n+1)

> i

=1

EXERCICE 3.21

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace probabilisé ({2, .4, P).
Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N. Pour tout n € N, on pose p, = P(X =n).

On appelle fonction génératrice de X la fonction d’une variable réelle ¢ définie par :

“+o0
Gx(t) =E(tY) = pat™

n=0

1. a) Justifier que la fonction Gx est définie pour tout ¢ € [0, 1].
Soit r € N*. On admet que si la série anx n(n—1)---(n—r+1)t""" converge en un point tq € [0, 1], alors

n>r
Gx est dérivable r fois sur [0, o] et Pon a

+oo
S paxnln—1)--(n—r+ 1)ty = G (to)

ol Gg) (to) représente la dérivée r-ieme de Gx en .
b) Montrer que X admet une espérance F(X) si et seulement si la série dérivée terme a terme annt”_l

n
converge pour ¢t = 1. Exprimer E(X) en fonction de Gx.

2. a) Déterminer la fonction génératrice Gz d’une variable aléatoire Z suivant une loi géométrique de parametre
p€]0,1[.

b) Retrouver a l'aide de Gz la valeur de l'espérance de Z.

bl Xn)
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¢) Pour tout » € N et tout z € [0, 1, déterminer la valeur de la somme :

¥, (z) = io (f) zk,

k=r

3. On considére un schéma de Bernoulli de probabilité de succes p € ]0, 1], et le jeu suivant (en notant S pour
succes, F pour échecet q=1—1p).

On mise une somme M. On réalise les épreuves de Bernoulli indépendantes successives et on gagne une somme
(en Euros) R égale & la longueur de la premiére séquence opposée au premier résultat s’il y en a une, et zéro
sinon ; par exemple si les résultats des premieres épreuves sont SSSEEFEFEFESS ..., le premier résultat est un
succes, donc R vaut la longueur de la premiere séquence d’échecs consécutifs, soit ici R =5.

a) Déterminer la loi de R.

b) On cherche la mise minimale My pour que le casino organisateur du jeu ne perde pas d’argent en moyenne.
Déterminer la fonction génératrice de R, calculer 'espérance de R et conclure.

¢) Retrouver ce résultat en calculant directement espérance de R

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.21

1. a) Pour tout ¢t € [0,1] et n € N, on a 0 < p, t" < pp, terme général d’une série convergente (vers 1), donc an t"
n=0
converge pour tout ¢ € [0, 1].

b) La variable X admet une espérance si et seulement si la série Z np, converge (absolument) si et seulement si la

n=>0
série dérivée terme a terme Z npnt""' converge en to = 1, et on a alors E(X) = G'x(1).
n>0
. 1 .
2. a) Si Z < G(p), on a pour |t| < —, donc au moins sur [—1,1] :
q
“+oo —+oo pt
Go(t) = k=lyk _ oy k=1
z2(t) =Y pq ptY (qt) Tt
k=1 k=1
b) On a alors :
Gult) = —L 5 Gy1) = —L soit B(Z)=1
ST g T (192 P

¢) En dérivant terme & terme r fois la série de somme Gz(t), on trouve

Z [qu_ltk}(r) =pqg " Zk:(k— D.oo(k—r+1)(gt)*"

k>r k>
qui converge pour ¢ € [0,1/q] car

0<k(k—1)...(k—r+1)(qgt)" "~k (qt)* " = o(1/k")
par croissances comparées. Alors (par récurrence), on a :

P = {P)Q](Tl) _ (T!qu’

1

(1—qt 1—qt)r+1
+oo e
=pg ! E [k(k—1)...(k;—r+1)(qt)k_r] =ripg ! E (l:) (qt)F"
k=r k=r

soit, en posant x = gt € [0, 1],



CHAPITRE 3. PROBABILITES 93

3.a) On a R(2) =N ; en notant L la longueur de la premiere séquence (qui peut étre constituée de succes ou d’échecs),
pour n € N* | on a a l'aide du systéme complet d’événements {L = k, k € N*} :

400 +oo n 2 n 2
P(R=mn) :ZP((RZH)O(L:M) :Z[pkq"erqkp”q} = %Jr le_qq =p’¢" "
k=1 k=1

De plus, R = 0 si et seulement si on n’obtient que des succes ou que des échecs, événements de probabilité nulle (par
limite monotone), donc P(R=0)=0.

b) e Pour ¢t € [-1,1] (au moins),

2 2
Gr(t) = E(t") =Y [P(R =n) t”] => [pZ T t”} = 1p_ Zt + 1q_;t

e La fonction G dérivable en 1 car 0 < p,q < 1, et

2 2 2 2
D P qt q q° pt
E(R):G’R(l):[ + + + ] =p+q+q+p=2
1—qt (1—-gqt)2 1-pt (1-pt)?],_,

donc E(R) = 2 et la mise minimale est My = 2.

¢) Par dérivation d’une série géométrique convergente, on obtient :

+o0 2

2 n—1 p
Z[npq ]:(1,(])2:1

n=1

d’'ott My = E(R)=2.

EXERCICE 3.22
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P).

1. a) Soit a et b deux réels tels que a < b. Soit un réel s > 0. Montrer que :

b—tesa+ t—aesb

St<
Vi€ [a,b], e <3y . T

b) Soit X une variable aléatoire & valeurs dans [a, b] telle que F[X]| = 0. Montrer pour tout s > 0, I'existence
de E(e*X) et que I'on a :

¢) On pose g = Inof. Montrer que g est bien définie.
d) Montrer que Vs > 0, g(s) = /S(s —u) ¢" (u)du.
e) En déduire que : i
Vs >0, B(e*™) <exp (W) .

2. Soit (a1,...,an,b1,...,by,) des réels tels que pour tout i € [1,n],a; < b;. Soit Xi,...,X,, des variables
aléatoires mutuellement indépendantes telles que, pour tout 7 € [1,n], X;() = [a;, bi].

On pose : S, = X1+ -+ X,.

a) Montrer que le résultat de la question 1. e) reste valide si X admet une espérance non nulle.
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b) Montrer que, pour tout ¢t > 0, on a :

212

> (b - ai)’

=1

P(S, —E(S,)>t)<exp | —

SOLUTION DE L’EXERCICE 3.22

1. a) Par convexité de la fonction t € [a,b] — e, on a :

b*t t—a sb
€

st
e’ < P
“b-a b—a

b) E(e**) existe car ¢** est bornée. En passant & l’espérance,

b —a
sX < sa sb

Be™) < b—a® Th—a
car E(X) =0.
¢) Notons g(s) = In (b e’ + bi eSb). La fonction g est bien définie sur [a,b] continue et de classe C*° sur ]a, b].

—a —a

d) On calcule les dérivées :

sa __ .sb _ \2,s(a+bd)

J(s) = ab(e e®”) et g"(s) = —ab(b a)’e

besa — gesb (besa _ aesb)Q :

Or, par la formule de Taylor avec reste intégral, on a :
o(s) = 9(0) + g5+ [ (5= wg (w)du.
0

Remarquons alors que g(0) = ¢’(0) = 0. On obtient ainsi le résultat annoncé.
e)Ona:

1 5 abe™(at?) 5 Ty 2 T T (b—a)?
= — — _—_— — _— — — <
9" (u) (b—a) (bewa — qeut)? +(b—a) EFwE (b—a) oy 1 ry) S 1

avec £ = be"® >0 et y = —ae"? >0 (en effet on a a < 0 < b car E[X] =0). Donc :

o)1 < [ 1" w)s = wlau < C=P

ce qui donne le résultat souhaité.

2.a)b) On va utiliser une méthode assez classique en probabilité : on passe & Iexponentielle avec un facteur s de chaque
cOté dans la probabilité, puis on applique I'inégalité de Markov et enfin on optimise en s.

Commencons par remarquer qu’on peut remplacer X; par X’Z = X; — E[X;], ce qui change a; et b; en a; = a; — E[X;]
et by = b; — E[X;] mais on a toujours b; — a; = b; — @; : cela montre que 'on peut supposer sans perte de généralité que
E[X;] = 0. Pour s > 0, on a, par l'inégalité de Markov :

E(e*5m)

sSn s
P(S, >1t) = P(e®™" 2 e*) < por

On a alors, par indépendance et en appliquant la question 1 :

n

E(e*) = [ EE™) < iljleXp (32(b¢ ; az‘)Q)

=1
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On a donc montré que :

2 n
s 2
P(Sn, >t) < exp <—st + 5 Z(bz —ai) ) .

i=1
Finalement, on cherche la valeur de s qui minimise cette expression et c’est :

4t

n )

D (b —ai)?

i=1

S =

qui donne le résultat.




