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SUJET N° 3

On fixe un entier n > 1. On se donne une variable aléatoire Xy & valeurs dans [0, n] et une suite de variables
aléatoires (U, )men qui suivent chacune la loi uniforme sur [0,n — 1]. On suppose que les variables aléatoires
Xo,Up,...,Upn,... sont définies sur un méme espace probabilisé (2,4, P) et qu’elles sont mutuellement
indépendantes.

On définit par récurrence la suite de variables aléatoires (X,,)men de la fagon suivante :

Xm(w) =1 sl Up(w)

<
Yw e Q, Xpi(w) = {Xm(w) +1 siUp(w) 2 Xm(w)

1. Pour tout (i,7) € [0,n]?, calculer la probabilité conditionnelle Px, —j)(Xpmq1 = i).

0 1 0... 0
P(X,, = 0) no 0 2 :
2. On note Y,,, = eEMut11(R) et 4, = 0 n—1 . .0 € Mp+1(R).
P(X,, = )
(X = n) .
0 0 1 0

Pour tout m € N, montrer que : Y;,11 = %AnYm.

3. Dans cette question seulement, on suppose que X suit la loi binomiale B (n, %) Montrer que toutes
les variables aléatoires X, suivent cette méme loi. En déduire une valeur propre de A,,.
4. Soit f I'application linéaire définie sur R, [X] par f(P) =nXP + (1 — X?)P'.
(a) Montrer que f est un endomorphisme de R,,[X].
Déterminer la matrice de f dans la base canonique (1, X,..., X™).

(b) Pour j € [0,n], on pose P; = (1 — X)" 77 (1+ X)J. Calculer f(P;).
En déduire que la matrice A,, est diagonalisable.

(¢) La valeur de Yj étant supposée connue, comment pourrait-on faire pour trouver la loi de X,,, pour
tout m entier naturel non nul (on expliquera juste la démarche sans faire de calculs).

5. Dans la suite de 'exercice, on suppose que n > 2 et que la variable X est constante, égale a a € [0, n].

(a) Trouver une relation entre E(X,,41) et E(X,,).
(b) En déduire l'existence et la valeur de lim E(X,,).

m——+0o0
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SOLUTION DU SUJET N° 3

1. e Sili—j[#1,ilest clair que Pix, —j(Xymy1 =14) = 0.
e Sij=0,onaPx, —q(Xn1=-1)=0.
Et comme la somme des probabilités vaut 1, on a Pix, —o)(Xmi1 =1) = 1.

e Sij=mn,onademéme Px, —n(Xny1 =n+1)=0et Px, —n)(Xmp1=n—-1)=1
e Sil<j<n—1:

) . . . J
P[Xm:j](Xm+1 =J]—- 1) = P[Xm:j]((Xm :.7) N (Um < ])) = P(O <Un<j-— 1) = n
par indépendance de X,, (fonction de Up,...,Up—1) et Up. Bt : Pix, —j)(Xpmp1 =7 +1) = n=J
n
- 1
2. La f. des probabilités totales donne : P(X,,4+1 =1i) = ZP[szj] (X1 =1) - P(X;, =j)=—-A4,Y.,
n
j=0

en posant A, = (nP[Xm:j] (Xt = z)) , d’out le résultat d’apres la question 1.

1<i,j<n
3. Par récurrence sur m > 0. Initialisation immédiate. Si c’est vrai pour m, alors :

(1)
Yoir = %An (1 (7))0“” R i)(ifli) +a+1(0) |

(nﬁl)
d’out le résultat puisque pour tout i € [1,n — 1], ona:(n+1—14)(;,",) + (i + 1)(111) =n(").
D’ou n € Sp (4,,).
4. (a) Ona f(1) =nX + (1 — X?)0 = nX.
Pour j € [1,n], il vient f(X7) =nX/™1 + (1 — X?)j X971 = (n — j) X/ + X771
Cela montre que f est un endomorphisme de R,,[X] de matrice A, dans la base canonique.
(b) Chaque polynéme P; est dans R,,[X]. Pour j € [0,n] :
fP) =nX(1 - X)"7(1+X) + (1= X)L - X)" (1 + X)) = (n—j)(1 - X)"7 (1 + X))
=(1=X)"7 A+ X)) X (- X)L+ X) + (1 - XH(1 - X) = (n—5)(1 - X*)(1+ X)]
=(1-X)"7(1+X) [nX +j(1 = X) = (n = j)(1 + X)]
= (2 —n)(1 - X)"7 1+ X) = (2j —n)P;
Les polynémes P; étant non nuls, ce sont des vecteurs propres associés aux valeurs propres 2j — n.
On obtient ainsi n 4+ 1 valeurs propres de f (et donc de A,,). Il n’y en a pas d’autres puisque
A, € Mu11(R) et A, est diagonalisable.
(c) Calculer Yy, = (%)m AY,, ou A" se calcule en diagonalisant A,, et ol Yy est de méme loi que Xj.

5. On remarque que la définition de 1’espérance s’écrit :

1
E(Xns) = (0 1 oo n )Y =(0 1 oo n ) ~AY.
Or(0 1 ... n)A,=(n - i(i—-1)+Mm—-0)(i+1) -+ nn-1))= (i(n72)+n)0<i<n.
= -2
Dot : B(Xmi1) = L 3 (i(n - 2) + n)P(X, = i) = "E(X,) + 1.
"3 n
. . . . L . ) n ny (n—2\"
6. Il s’agit d’une suite arithmético-géométrique. Apres calculs, on obtient : E(X,,) = §+ {a, - 5} ( - )

-2
Dot lim E(X,,)= g puisque, pour n > 2, on a n €l —1;1].

m—>—+00 n
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SUJET N° 5

Soit A un réel strictement positif. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur
un méme espace probabilisé (€2, .4,P) qui suivent toutes la loi exponentielle de parameétre A.

n
Pour tout n > 1, on pose S, = ZXZ-.
i=1
L’espérance d’une variable aléatoire X, lorsqu’elle existe, est notée E(X).
1. Quelle est la loi de AS,, 7 En déduire que pour n > 1, une densité f, » de S,, est donnée par :
)\n

— " lexp(=At) sit>0
faa(t) = (n—1)! Y

0 sinon

2. Soit (Y,,)n>1 une suite de variables aléatoires sur (2, A, P) possédant une espérance et uniformément
bornée c’est-a-dire vérifiant :
JA>0, YneN*, |Y,|<A

Montrer que si la suite (Y;,) converge en probabilité vers 0, alors on a : hl}_l E(|Y,]) =0.
n—-+0oo

Dans la suite de cet exercice, f désigne une fonction a valeurs réelles, continue et bornée sur R.

+oo
3. Pour tout = > 0, montrer que U'intégrale / exp(—at) f(t) dt est convergente. On la note g(z).
0
On admet que la fonction g ainsi définie est de classe C°° sur R} et que :
+oo
VkeN, Vz>0, ¢g®(z)= / (—t)F exp(—at) f(t) dt
0

n

4. Pour tout x > 0 fixé, trouver une valeur de X telle que la suite ( f ()) converge en probabilité
n n>1

vers la variable aléatoire certaine qui vaut f(z).

5. En déduire que :

T G s e
vz >0, f(x)fngffmm (E)
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SOLUTION DU SUJET N° 5

1.

On sait que X < E(\) = AX < ;. Le théoréme de stabilité pour la loi v donne : AS,, < 7.
A partir d’une densité de la loi 7, (censée étre connue), on obtient aisément le résultat.

. Pour tout £ > 0, la formule de I’espérance totale avec le systéeme (|Y,| > €), (|Yn| < &) donne :

E(Ya]) = E(Yal|[Ya] > )B(Yal > &) + E(¥ol[[Ya] < )B(IYl <€) < A x B((¥| > €) 4 x L.

€
Or, par définition de la limite, il existe ng tel que pour tout n > ng, P(|Y,| > ¢) < <7
Ainsi, pour tout n > ng, on a E(|Y,,|) < 2e. Ceci prouve que 1i1JTr1 E(]Y,|) = 0.
n——+0oo

—+oo
|exp(—at) f(t)| < Aexp(—xt) (si|f| < A) avec / Aexp(—xt) dt convergente.
0

Sn

1
. On choisit A = —. D’apres la loi faible des grands nombres, on a : — N E(X)) ==z
x n
S7l
Comme f est continue sur R, on en déduit que f(?) L5 fa).
S
. D’apres la question 4, on a f ( ) ) 0, donc, d’apres 2, on a : E(|f (;) — f(z)]) — 0.

Comme

o(1(%)) -5t ’ (f;)

1
Par ailleurs, avec A = —, il vient :
T

= o t A )1 Ant) dt
fn/O () g5y ()" exp(-nt)

n +o0
- (nfw/o "1 exp (—7:) F(t)dt

N ((;1)”1);“ gy (:c) '

D’ou le résultat voulu.

. Lapplication ¢ — exp(—at) f(t) est continue sur Ry ; en +oo on utilise un théoréme de comparaison :
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SUJET N° 9

Soit un entier n > 2. On considére une urne contenant n — 1 boules blanches et une boule noire. On vide
entierement cette urne en effectuant des tirages successifs d’une boule. Les tirages de rang impair (premier
tirage, troisiéme tirage,...) se font sans remise tandis que les tirages de rang pair se font avec remise.

Pour tous les tirages, chaque boule de 'urne a la méme probabilité d’étre tirée.

On note X (respectivement Y') la variable aléatoire réelle égale au rang du premier (respectivement dernier)
tirage de la boule noire. Les variables aléatoires X et Y sont définies sur le méme espace probabilisé (Q, A, P).

1. (a) Déterminer des bornes pour X () et Y ().
(b) Etablir que P(X =1) = P(X = 2) et que P(X =2n —1) =0.
(¢) Montrer que pour tout entier j € [2,n], on a :

n—j

PX=2-1)= =5

Vérifier que cette formule reste vraie pour 7 =1
(d) Montrer que pour tout entier j € [2,n], on a : P(X =2j — 1) = P(X = 2j).
(e) Etablir

1
Dans la suite de 'exercice on admet que E(X) = 6(471 +1).

2. Déterminer la loi de Y et son espérance.
n

Si nécessaire, on pourra utiliser la formule : Z(Qk —1)=n?
k=1
3. On note Z la variable aléatoire réelle égale au nombre de tirages de la boule noire a la fin des tirages.
Justifier que Z <Y — X + 1 et montrer que pour tout n > 5 :

P(Z >2n) <

DN | =
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SOLUTION DU SUJET N° 9

1. (a) Une boule part au premier tirage puis une boule part tous les 2 tirages, donc en tout, 1+2(n—1) =
2n — 1 tirages sont nécessaires pour vider I'urne. Ainsi X (2) = [1,2n — 2] (la derniére boule tirée
Pest 2 fois de suite) et Y () C [1,2n — 2].
1 -1 1 1
(b) Ona P(X =1) = —. L’événement (X = 2) peut se décrire BN d’ou P(X =2) = n 1=
n n o n- n
Pour tirer la boule noire au tirage 2n — 1 il faut commencer par tirer 2n —2 =14 2(n —2) + 1
boules blanches. Pour cela on enléve nécessairement de 'urne 1+ (n — 1) = n boules blanches, ce
qui est impossible car elle n’en contient que n — 1. Ainsi P(X =2n—1) =0.

(c) Soit j tel que 3 < j < n. L’événement [X = 25 — 1] se décompose :
1 23 ... 2j-4 27 -3  2-2 21
B B B B B B N
N <~ -~ <~
n—1 n-—2 n—j+1 n—j 1

2 2
n (n—l) ( n—j ) n—j+1 n—j+1
Par la formule des probabilités composées on obtient :

1
n—l n—j 1 n—j
PX=25-1) =
( J XHn—k-i—l g Jj+1 n—j-l—l n(n —1)

Pour j = 1, on retrouve la valeur obtenue précédemment et la formule reste vraie.
(d) soit j tel que 2 < j < n. L’événement [X = 2j] se décompose de la méme maniére, seule la fin

1 23 ... 2j-2 2j— 1 2j
B B B B B N
differe : ~~ ~ , ~~ . Par la formule des probabilités
n—1 (n—2)2 ( n—j 2 1
n n—1 n—j+1 n—j

composées on obtient :

. n—1 J n—Fk 4 1 n—j .
PX=2j) = Xn(m) Xn—j:n(n—l):P(XZQJ_l)
=2

(e) En regroupant les termes de méme probabilité : P(X =25 — 1) = P(X = 2j), il vient :

2n—2 n—1 n—1 B
. . J 1

= kP(X =k) = 2j —142§)P(X =2j — 1) —17:74 1

Eﬁ (X =k) ]E:l(] +2j)P(X =2 E: 4j nn=1) s(n+1)

2. La boule noire apparait pour la derniére fois lorsqu’elle est retirée de I'urne donc pour un tirage de rang
impair ; la variable aléatoire Y peut prendre toutes les valeurs impaires comprises entre 1 et 2n — 1. On a

1 1
P(Y =1) = —. L’événement [Y = 3] est de la forme (BXN), d'ou P(Y =3) = x 1 x 1=
n n— n

1 23 ... 24 2j — 3 2j —22j—1

Pourl tnbral s (V — 291 B ? B ? B ? B
our le cas général : (Y = 25—1) nv—l ;"’_2 n 11 1
1. _— 11X —
n n—1 n—j+2 n—j+1

1
Par télescopage, P(Y = 2j — 1) = — pour tout entier j tel que 1 < j < 2n — 1 : Y suit une loi uniforme.
n
1
Ainsi B(Y) = ~[1+3+5+ - (2n—1)] = 2 — .
3. La boule noire n’apparait qu’entre les tirages de rangs X et Y d'ou: Z <Y — X + 1.
Par linéarité : E(Z) < E(Y)—E(X)+1=n—$(Adn+1)+1=1(2n+5) < 2 dés que n > 5.

Par I'inégalité de MARKOV : P(Z > n) < % < ?TZ = %
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SUJET N° 10

n
1. Soit k € N fixé. Déterminer un équivalent de < k;> lorsque ’entier n tend vers +oo.

n
2. En déduire que la série Z (k> a" converge pour tout x €] — 1, 1].
n>k

+oo
On note fi(z) = Z <Z> ™.

n=~k
3. En utilisant la formule du triangle de PASCAL, montrer que pour tout = €] — 1,1],

frn1(@) = 2 fi(2) + 2 frpa (2)

4. En déduire, pour tout x €] — 1, 1], expression de f(z) en fonction de k.

5. Soit p €]0,1[; on pose ¢ = 1 — p. On effectue une suite de lancers avec une piéce truquée qui donne "pile"
avec la probabilité p et "face" avec la probabilité g.
Soit k € N*. Calculer la probabilité de ne jamais obtenir k "pile".
Pour tout n € [k, +oo[ on s’intéressera da l'événement A,, « obtenir le k-iéme "pile" au bout de n lancers
exactement ».
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SOLUTION DU SUJET N° 10

) n nn—1)---(n—k+1) nF
1. O t = ~ .
n sait que (k) A A
2. Ainsi (" )a" ~ lnk:v" Or pour |z| <1, lim n?*n*z" = 0. La série Z ") ™ est donc absolument
' k k! ' " nSFoo ’ = k
convergente.
1
3. On rappelle que (Z) + (k: Z 1) = (ZI 1). Donc
+oo +oo —+oo
_ n n _ m+1\ 1 ke m+1\
rn= 3 ()= 2 (- 3 ()
n=k+1 m=k m=k+1
= m m =X Im = m
_ okl m+1 _ [ k+1 m+1 m+1
e S () () _<x+z<)x >+Z( )»
m=k+1 k +1 k m=k+1 k m=k-+1 k+1
= zfi(z) + 2 frs ()
4. Comme fo(z) = 1T par récurrence (ou en reconnaissant une suite géométrique), et la relation
x o
écédente, il vient = —
précédente, il vient f(x) Ao

5. Si le dernier "pile" est obtenu au lancer n > k, alors on a obtenu (k — 1) "pile" lors des (n — 1) lancers
n—1 k n—k

k—1 '

Donc, par union disjointe, la probabilité d’obtenir au moins une fois k "pile" est égale a :

précédents. Donc : P(4,,) =

= (n—1 k k P = n +1 p" pk g"!
n— = — n frd _ zixizl
2 (o= 3 (D) = e =

ou la sommation est effectuée grace a la question 4.
La probabilité de ne jamais obtenir k£ "pile" est donc nulle.
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SUJET N° 15

Toutes les variables aléatoires de 1’exercice sont définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P).

On considére une variable aléatoire X, de fonction de répartition F', de densité f continue sur un inter-
valle I = la,b[, a < b, ol a et b peuvent étre infinis. On suppose la densité f nulle en dehors de I.

On note U une variable aléatoire de loi uniforme sur ]0, 1[, indépendante de X et g une fonction continue sur
1, & valeurs dans [0, 1]. On définit enfin une fonction ¢ sur I par : Vo € I,¢(z) = P([X < z|N[U < g(X)]).

1. On fixe un réel x appartenant a I.

(a) Justifier que pour tout y € I, g admet un maximum sur [min(z,y), max(z,y)], que Pon notera
M(z,y).
(b) Montrer que

lim M(z,y) = g(z)
y>x

On admet que, de méme, on a :
Jlim M(z,y) = g(x)
y<x

En notant m(z,y) le minimum de f sur [min(z,y), max(z,y)], on montrerait de méme que

lim m(z,y) = g(z)

Yy—x

2. Soit (z,y) € I? avec = < y.
(a) Ecrire ¥(y) — ¥(x) a laide de [z < X < y] et [U < g(X)].
(b) Bn déduire : (y) — $(z) < (F(y) — F(z)) M(z,y).
() Montrer que : (F(y) — F(x)) m(z,y) < ¥(y) — ().

3. En déduire que v est dérivable sur I, et que ' = f x g.

b
4. Montrer que : / f(t)g(t)dt = P(U < g(X)).
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SOLUTION DU SUJET N° 15

1. (a) La fonction g est continue sur le segment [min(x,y), max(z,y)], donc elle y admet un maximum.

(b) Pour z fixé dans I et y > x, on a [min(z, y), max(z,y)] = [z,y]. On note u, un réel de [z, y] tel que
g(uy) = M(z,y). On a alors, pour tout y € |z, b[, z < uy < y, et donc par encadrement :

?}IL% uy =a d'ol ?’lllgé g(uy) = g(x) (continuité de g)

2. (a) (y) —y(x) = P(IX <yIN[U < g(X)]) - P(X < 2]N[U < g(X)]) = P(lz < X <y]N[U < g(X)])
(b) Par définition de M (z,y),ona: [z <X <ylN[U<gX)]Cle <X <ylN[U < M(z,y)]
dou P(y) —(x) = P([z < X <yl N[U < g(X)])
<Pz < X <y|N[U < M(x,y)]) (croissance de P)
=Pla< X <y)P(U < M(z,y)) (U et X indépentantes)
= (F(y) — F(z)) x M(z,y) (loi de U puisque M(z,y) € [0, 1]).

(c) De méme, [z < X <y|N[U <m(z,y)] C [z < X <y|N[U < g(X)].
Donc, par croissance de P et par indépendance de X et U, on a :

P(y) —(x) = Pl < X <y|P[U < m(z,y)]) = (F(y) — F(2)) m(z,y).
3. Pour y > z, on en déduit ’encadrement suivant :

by —y(@) _ Fly) - F(z)
Yy—x y—x = Yy—x

M(z,y)

et, en échangeant x et y dans les questions précédentes, cela reste vrai si y < x. Or :

- Fly) - F(x) _ o Fly) = F(z) _
?}13; mi(Ly) *1}15;: . M(z,y) = f(z)g(z).
Ainsi, par théoréme d’encadrement, on a : yh_% W = f(x)g(x).
Ainsi ¢ est dérivable en x et ¢'(z) = f(x) (vrai pour tout = € I).
4. e Pour tout (z,y) € I?, /y f)g(t)dt = ¢ = [ (@)Y = ¥(y) — ().
e Par ailleurs, pour tout z € I, 0 < P([X < 2] N[U < g(X)]) < P(X < z) = F(z), et F(x) = 0
donc par encadrement, P([X < z]N[U < ¢g(X)]) — 0, c’est-a-dire : 9 (z) — 0. )
e On remarque que P(U < (X)) = P([X <y|N[U < g(X)]) + P([X >y N [U < g(X)],
donc ¢(y) = P(U < g(X)) — P([X > y|N[U < g(X)].
Or, 0< P(X >y N[U < g(X)]) S P(X >y) et P(X >y) =1-F(y) —0

donc, par encadrement, P([X > y|N[U < (X)]) = 0, ainsi :

b
lim ¢(y) = P(U < g(X)), clest-a-dire P(U < g(X)) :/ f(®)g(t)dt

y—b
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SUJET N° 17

+oo
1 1
On rappelle que pour tout o > 1, la série g T est convergente. On note alors S(a) = E T
k=1

k>1
2

On admet que S(2) = %

1 b
1. Déterminer des réels a,b et ¢ tels que pour tout n € N*| m = % + ] + o _f 2
+oo 1
2. Calcul g —_
alculer 2 R+ 1)

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires & valeurs dans N* x N tel que pour tout (n,k) € N* x N :

A
N TEVEE

3. (a) Calculer, pour tout n € N*, P(X = n). En déduire la valeur de \.
(b) Calculer E(X) et montrer que X n’admet pas de variance.

(c) Exprimer, pour tout k € N, P(Y = k) a l’aide de la fonction S.

+oo
(d) Montrer que Z(S(k) -1)=1
k=2

+oo xT
. 2
4. (a) Montrer que xEToo E ( > =1.

n
n=2
(b) En déduire un équivalent de P(Y = k) lorsque k tend vers +oo.



CHAPITRE 3. PROBABILITES 107

SOLUTION DU SUJET N° 17

1. Par calcul, a = 1,b=—1et c = —1.
2. Pour tout N > 0,

N 1 N o1 1 oo
kz_lk:(k:+1)2:kz_l(k_k+1)_z(k+1)2
N

1 1
— Z TEDE En prenant la limite, lorsque N tend vers 400 :

Soit S =1
o kz::lk(kﬂ)? N+1

kzlkk—i—l 6
3. (a) Ona:
400 +o00 k
1 A 1 A
= P((X = Y=k)=2A = =
Z (( n)ﬂ( )) I;O(n+1)k+3 (n—|—1)3 P 0<n+1) n(n+1)2
1 1
D = = .
onCA= ST T 2= 5(2)
(b) OnaE(X)—)\Z;—/\ 7L2—1 Par contre F(X?) n’existe pas caurni2 1
T (n+1)2 6 ' P n(n+1)2 n’

(¢) De la méme maniére,

ZP (Y =k)) _/\Z S(k+3)—1)
(d) Ainsi,

1_ZP 715()2(5(“3—1 :Z
k=

0

Ceci montre également qu’au voisinage de +o00, S(k) ~ 1 car lim (S(k)—1) =0,

k— 400
+0 5g T
4. (a) On avuque lim S(k)= 1. D’autre part, —
(@ Onavuque lin_S() L ST o
n= ) N
Utilisons une comparaison série/intégrale. La fonction ¢ — (t = e In(2/1) ost positive, décrois-

sante sur [2, +oo[ et tend vers 0. La méthode de comparaison série/intégrale donne
“+oo x x 400 +o00 x
3 2V (2) < / e/t < 3 2
“\n 3 3 “\n
n=3 n=3

Or

400 400 1 +o00 erIn2 o e—(m—l)lnS
eatln(2/t)dt — eman e—mlntdt — emln2xi e—u(1—1/$)du — 0
3 3 T Jemn3 r—1 Z+00

. . w 1 A
(b) Finalement IEIJPOOZ (S(z)—1)=1let S(x)—1~ 7 et P(Y =k) ~ BYE=E
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SUJET N° 19
Toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur un espace probabilisé (Q, A, IP) .

On consideére une suite (Ry)ren- de variables aléatoires mutuellement indépendantes, & valeurs dans {—1, 1}
et telles que :

VEeN*, P(Ry=-1)=P(R,=1)=-=

n
et on pose, pour tout n € N*, S, = > Ry.
k=1

1. (a) Justifier la convergence de l'intégrale :

too1 — t
/ 1—cost)
0

t2

On admet que sa valeur est 7/2.

(b) En déduire, pour tout x réel, la valeur de U'intégrale :

2 [T1-—
7/ cos(xu)du
0

s u?

On note F(x) cette intégrale.
2. Calculer I'espérance et la variance de S,,.

3. Soit S et T deux variables aléatoires réelles indépendantes, telles que 1" et —T aient la méme loi. Montrer

que :
E[cos(S + T)| = E|[cos(S)] E[cos(T)]

4. Montrer que pour tous n € N* et t € R, on a :

E[cos(S, )] = (cost)™

5. Montrer que pour tout n € N* on a :

2 [T 1— (cost)"

On pourra utiliser expression trouvée en 1.b).
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SOLUTION DU SUJET N° 19

1-— t
1. (a) f:t— %() est continue sur R* , tend vers 1/2 en 0 et vérifie f(t) = O(1/t?) en +o0, donc
—+oo
1-— t
I'intégrale / %()dt converge.
0

(b) Pour z =0, on a F(0) =0. Sinon, le changement de variable u — |z|u =t donne :

2
Fla) = Z|al I = |o

2. Par linéarité, E(S,) =0, et par indépendance, V(S,) =n.
3. T et —T ayant méme loi, on a E(sinT) = 0 ; puis par linéarité et lemme des coalitions,
E[cos(S + T)] = E|[cos(S)] E[cos(T)]

4. Par récurrence, lemme des coalitions, théoréme de transfert et 3. on a :

E[cos(Sn+1t)] = E[cos(Snt)] E[cos(Rn41t)] = E[cos(Syt)] [1

5 cos(t) + 1 cos(—t)} = (cost)"H!

2
5. Par théoreme de transfert, permutation de somme finie d’intégrales convergentes et 4. on a :

E(|Sn]) = E(F(Sn))  (cf. 1.b)
T 1 — cos(s
_ []P’(Sn =52 /O 1= cos(st) dt]

T 2

SESL ()

2 [*ter1
== /0 [t—z (1 - Z P(S, = s) cos(st))} dt

SESL(Q)

2 [teT1

= /0 L2 (1~ E(cos(S, t))} dt
“+o0 _ L\

_2 / 1 — (cost) dat

™ Jo t2
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SUJET N° 23

Un boulanger vend du pain chaque jour.

La quantité de pain produite chaque jour est une quantité fixée @ choisie par le boulanger, ) étant
exprimée en kilogramme.

La demande de pain de la part des clients est une variable aléatoire X strictement positive, toujours
exprimée en kilogramme.

On suppose que la variable X admet une densité f strictement positive sur R, nulle sur R_, continue
sur R et on note F' la fonction de répartition de X.

Le cofit de fabrication par kilogramme est ¢ euros et le prix de vente est v euros par kilogramme.

On note B la variable aléatoire égale au bénéfice quotidien.

La variable indicatrice d’un événement A est notée 1 4.

On suppose que 0 < ¢ < v.

Si la demande de pain X est inférieure a loffre @, le boulanger ne vend que la quantité X ( le pain invendu
un jour donné n’est pas remis en vente le lendemain!) ; si la demande est supérieure a 1'offre, il ne vend que la
quantité Q.

Dans ces conditions, on cherche la quantité optimale a produire, c’est-a-dire la quantité Q¢ qui maximise
I’espérance de B.

1.

Etablir la relation suivante :
B=v[Q+ (X —Q)lix<q)] — @Q

2. Montrer que la variable X1y g admet une espérance et donner son expression sous forme d’intégrale.

En déduire 1’égalité suivante :

Q
E(B) = (v — 0)Q +v / LF(1)dt — QF(Q)

Exprimer @ a I'aide de F', de v et de c.
Le boulanger cherche a prévoir sa demande journaliere. La demande aléatoire X, qui va s’exprimer
le jour n n’est pas connu a ’avance mais le boulanger fait I’hypotheése que la demande ne variera pas
beaucoup d’un jour a I'autre et que :
XnJrl = Xn + Un+1
ol :
e X( est une constante strictement positive fixée.

e Les Uy, sont des variables aléatoires indépendantes, de méme loi, d’espérance nulle et de variance o

non nulle.

(a) Exprimer X,, en fonction des U; et de Xj.
X

(b) Montrer que la suite <0> converge en probabilité vers 0.
n

(¢) Montrer que si deux suites de variables aléatoires (4,) et (B,,) convergent en probabilité respecti-
vement vers des variables aléatoires a et b, alors la suite (A,, + B,,) converge en probabilité vers
a+b.

X
(d) En déduire que <n) converge en probabilité vers une variable que I'on précisera.
n
X
(e) Montrer que la suite (0) converge en loi vers 0.
n

X
(f) Montrer que la suite <n> converge en loi et préciser la loi limite.
n
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SOLUTION DU SUJET N° 23

1.

La quantité de pain vendue chaque jour est : Z = (X — Q)1 |x<q) + Q-
La vente rapporte donc v [(X — Q)1x<q) + Q} et le bénéfice est B = U[Q + (X - Q)ﬂ[x<Q]] —cQ.

. On a X]I[X<Q] < Q]I[X<Q]-

Or 1[x <) est une variable indicatrice (ou de BERNOULLI) qui admet une espérance.
On en déduit, par domination que X1y admet une espérance.

+oo
D’autre part, le théoreme de transfert donne : ]E(X 1 X<Q]) = /

— 00

Q
g f(t)dt = /0 tf(t)dt.
Par linéarité : E(B) = v]E((X - Q)]l[X<Q]) +(v—0)Q = UE(Xn[RQ]) - UQE(n[X<Q]) +(v—0)Q.

Q Q
Or : E(H[X<Q]) =P(X <Q) :/O f(t)dt = F(Q) et E(X1[x<(q)) :/O tf(t)dt.

En remplacant et en arrangeant : E(B) = (v — ¢)Q + v

Q
/0 LF(1)dt — QF(Q)

Sion pose : h(Q) = (v—c)Q + v , on cherche la valeur (Qy qui maximise cette

Q
/0 LBt — QF(Q)

fonction. .

Ona:h(Q)=v—c+v[Qf(Q) - F(Q) - Qf(Q)] = v—c—vF(Q), dou M(Q) =0 = F(Q) =1 - —.

v
c
On a bien 0 <1 — — < 1 et comme F' est continue et strictement croissante, elle réalise une bijection,

v
dott: Q= F~! (1 - 5).
v
(a) Ona: Xp11 — Xi = Ugqr, dont X, = Xo + Z Uy, par télescopage.
k=1

X X
(b) Soit e > 0. Ona:3ng, Y >no, P(Z2 >¢) =0, d'on lim P(=2 >¢) =0

n—-4o0o n
(¢) On considére un réel e > 0. On a : |(A, + Bn) — (a+b)| < |A, —a| + | B, — b|.
On en déduit : [|(Ay + Ba) = (a+b) > | C ||4n —al + By —b] > .

Or: [|4n—al+ 1By =¥ > ]  [|4n—al > S| [1Ba -8 > ].
On utilise alors la croissance de la probabilité et le fait que P(AU B) < P(A)+ P(B) et on obtient :

0< P(|4n — al +|By — b > ¢) gP(|An—a|>g)+P(|Bn—b|>g)

Comme A, B et B, Lt b, on en déduit bien que : lirf P(|(An +B,)—(a+b)| > 5) =0.
n——+00o
Xo\ P . - 1 ¢ P
(d) — — 0 et, d’apres la loi faible des grands nombres, - Z Up = E(Ug) = 0.
k=1

X
En appliquant le résultat précédent, on en déduit que (—-) converge en probabilité vers 0.
n

0siz <0
1siz>0

)

X
(e) Soit Z, la « variable aléatoire »définie par Z, = —. Alors lirJrr1 Fyz (z) =
n n——+o0o

qui est la fonction de répartition de la variable certaine nulle.
n

Xn _ Xo 1 Xo L 1 P
f) On adonc: — = — fE U, — Ot—g Ui — 0.
(f) On a donc +nk wavec —= = 0e n 2 k=

n n
=1

. - X .
D’apres le théoréme de SLUTSKY, (—=), converge en loi vers 0.
n
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SUJET N° 25

Toutes les variables aléatoires considérées dans cet exercice sont définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, ]P’). Pour tout événement A, on note 1 4 sa variable aléatoire indicatrice.

Soit ¢, deux réels de ]0,1[. Deux joueurs jouent & lancer chacun une piéce qui peut faire Pile (P) ou Face
(F). Le joueur G joue avec une piece avec laquelle la probabilité de faire Pile est 1 — ¢; le joueur R joue avec
une piéce avec laquelle la probabilité de faire Pile est 1 — r. Ils lancent simultanément chacun leur piéce (de
fagon indépendante), et répetent 'expérience (de fagon indépendante).

On note T (respectivement Tg) la variable aléatoire égale au rang du premier lancer out G (respectivement
R) fait Pile; on considére les événements :

Alz(Tg<TR), A2:(TR<TG)7 A:(Tg#TR).

On note T la variable aléatoire égale au rang du premier lancer ol apparait au moins un Pile et J la variable
aléatoire J =14, +2x 14, .

1. (a) Préciser les lois de Tz et Tr, puis calculer la probabilité p = ]P’(Al) .
(b) Quevaut psi g=r7si g=r=1/27

2. (a) Déterminer la loi conditionnelle de T sachant Aj .
(b) Pour k € N, calculer Py, [(Te > k)] .

On suppose dans la suite que ¢ = r. On note P4 la probabilité conditionnelle sachant A. Soit k € N.

3. (a) Que représente la variable aléatoire J ?

(b) Calculer P[AN(J=1)N(T >k)].

(c) En déduire la valeur de P4 [(J =1)N (T > k)].

(d) Que vaut Py(J=1)7?

(e) Comparer P4 [(J =1)N (T > k)] et P4[(J =2) N (T > k)], et en déduire la valeur de P4 (T > k).
)

(f) Montrer que les variables aléatoires T et J sont indépendantes pour la probabilité P4 .
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SOLUTION DU SUJET N° 25

1. (a) Comme loi du temps d’attente du premier succes dans un schéma de BERNOULLIL, T < G(1 — q)
et Tr — G(1 —r). Par o-additivité et indépendance,

+oo +00 Too too
P(Te < Tg) = Z P(Tg =n) Z P(Tr =m)| = (1 —q)(1—7) Z [qnl Z Tml]

n=1 m=n+1 n=1 m=n+1
1+ n—1,n
¢ (1—q)r
(- =n 3 soitp =5

1 1
(b) Sig=r,ona p= etsiq:r:§,alorsp:§.

1+4q
2. (a) P(A4;1) # 0. Pour k € N*, par indépendance de T et Tx et reste de série géométrique, on a :
P(Te = k)P(Tr > k) (1—q)gh=1trk

Pa, [(To = k)] = B4y = A — @) =)

Ainsi la loi conditionnelle de Tz sachant A; est la loi G(1 — gr).
(b) D'ou Pyu, [(T > k)] = (qr)*.

3. (a) J vaut 1 (resp. 2) si le premier joueur G (resp. le second joueur R) fait Pile en premier, et vaut 0 si
les deux joueurs font Pile pour la premiére fois en méme temps (ou jamais).

(b) (J=1)=A; C A, et T = min(Tg,Tr) vaut Tz sur A, donc pour k € N,

2k+1
P[AN(J=1)N(T > k)] = P[A, N (Te > k)] = Pa, [(Te > k)| P(4;) = ‘i+ -
(c¢) Par symétrie, P(A;) = P(43) ; donc P(A4) = 2P(A;). Alors
B CPIAN(J=1)N(T>k)] ¢*
PA[(J_l)m(T>k)}_ ]P’(A) _7
P[(J=1)nNnA4] P4, 1
(e) Par définition, AN (J =0) = 0; comme T et Tx suivent la méme loi, ces probabilités sont égales.
Alors

Pa(T > k) =2P4[(J =1)N(T > k)] = ¢**

(f) On aalors P4(J =1)=Ps(J =2)=1/2, P4(J =0) =0 et les calculs ci-dessus montrent que,
pour tous j € {0,1,2} et k € N,

Pa[(J =4)N(T > k)| =Pa(J =j) x Pa(T > k)

ce qui prouve que T et J sont indépendantes pour la probabilité P4 .
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SUJET N° 29

Soit (X )ken+ une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (2, .4, P), indépendantes
et suivant toutes la loi uniforme sur [0, 1].

Dans la suite, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 3. On pose :

Zn,l = Z ]1[1_
=1

ou, pour tout événement A, on a noté 1 4 la variable aléatoire indicatrice de cet événement.

3=

n
<xicr) @t Zn2 =) Ip zexqo1p
=1

1. Donner les lois de Z,, 1 et de Z,, ».
2. Onpose Ty, = Zy 1 + Zp 2.
(a) Donner la loi de T),.

(b) En déduire la valeur de Cov (Z, 1, Zn,2).
Les variables aléatoires Z,, 1 et Z,, » sont-elles indépendantes ?

(¢) Etudier la convergence en loi de T,.
3. Déterminer la loi du couple (Z, 1, Z,, 2).

4. On définit sur R? la fonction f,, par :

n n

V(s,t) €R? fuls,t) =YY P([Zny =10 Zyny = j])s't/

i=0 j=0

(a) Calculer explicitement f,(s,t) en fonction de n, de s et de t.
(b) Calculer 01 2fn(1,1) et retrouver la valeur de Cov (Zml, ng).

(¢) Déterminer nEIJIrloo fn(s,t).
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SOLUTION DU SUJET N° 29

1. On note succes I'événement [1 — % < X; < 1] est réalisé. La variable Z,, ; compte le nombre de succes

1
dans une succession d’épreuves indépendantes dont la probabilité de succes est —n. Donc Z,, 1 suit la loi

)

1
binomiale B <n, ) De méme Z,, o — B (na %)
n

2. (a) On constate que Z, 1 + Z, 2 comptabilise le nombre de variables X; qui sont comprises entre 1 — —
n
et 1. )
On en déduit que la variable Z,, ; + Z,, 5 suit la loi binomiale B (n, )
’ n

(b) On utilise alors la formule suivante : V(Z, 1 + Zpn2) = V(Zn1) + V(Zy, 2) +2Cov(Zn 1, Zn,2)-

2 1

2 1
Or : V(Zn,l + Zn,2) =n X — <1 — ) et V(Zn,l) = V(Zn’g) =n X — (1 — >
n n n n

Apres calcul : Cov(Z, 1, Zy,2) = ——
Comme la covariance n’est pas nulle, les variables ne sont pas indépendantes.
2
(¢) La variable T, suit la loi binomiale B <n, >, d’out T;, converge en loi vers la loi de PoissoN P(2).
n

Remarque : la formule des probabilités composées ne permet pas d’aboutir.

3. Soit ¢ et j deux entiers naturels appartenant a [0, n]] avec j < n — 1.

On a alors : P([Zy1 =i N [Zns = j]) = (’Z) (i) ("j_ Z) (i)j (1 - Z)n_i_j.

4. (a) En remplagant la loi conjointe par sa valeur :

s EE () (2 (59 ) (-

1=0 5=0
n infi o ¢ 7 9 n—i—j
En arrangeant : E(szn’ltz"ﬂ) = Z (n) (f) Z (n . l) () (1 — ) . On reconnaft
‘ 1) \n/ 4 J n n
=0 7=0

dans la seconde somme la formule du bindme de NEWTON et on obtient :

E(s7n1t%n2) = zn: (711> (2)2 (2 o i)n—z

=0

< o R +t—2
On reconnait & nouveau une formule du bindéme, d’ott : f,,(s,t) = (1 + 8) .
n

(b) En partant de la définition : Oy 2f,,(s,t) = Z Zisi_ljtj_lP([Zn,l =14 N [Zn2 = Jj]).

1=0 j=0

Donc : 91 2fn(1,1) = ZZZ;P w1 =N [Zno =3]) =E(Zn1Zn2).

1=0 5=0

t—2
On calcule donc 0; 2 f,(1,1) & partir de Pexpression f,(s,t) = (1 + H) .
n

n—2
On a: dyofn(s,t) = ”;1 (1+ S*;”) — D1afn(1,1) = ”;1.

" Or Cov(Zus, Zn) = E(ZunZns) — E(Zur)E(Zn2).

n—1

On en déduit que : E(Zn’lzn,g) =

En remplacant, on retrouve : E(Zml Zn,g) =

(¢) On obtient (classiquement) : lirf fn(s,t) = elsHt=2),
n—-+0oo
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SUJET N° 32

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur le méme espace probabilisé (2, .4, P).
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de BERNOULLI de parametre p (0 < p < 1).
Soit U une variable aléatoire qui suit la loi normale N(0,0?) (o > 0).
On note ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
On suppose que les variables X et U sont indépendantes.
On considére une suite (X, ),en+ de variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X et une suite
(Un)nen+ de variables aléatoires indépendantes et de méme loi que U.
On suppose que, pour tout k£ > 1 et pour tout j > 1, les variables aléatoires X}, etU; sont indépendantes.
Soit @ un parameétre réel non nul; on note Y (resp. Y;, pour tout i € N*) la variable aléatoire définie par
Y =aX + U (resp. Y; = aX; + U;)

1. (a) Exprimer la fonction de répartition de Y en fonction de la fonction de répartition Fyy de U, puis en

fonction de .

(b) Vérifier que Y est & densité et donner une densité de Y.
2. (a) Calculer E(X?) et E(XY).
On admet que XY posséde une variance et qu’elle n’est pas nulle et on pose a = V(XY).

(b) On admet les résultats suivants : Si (A,) et (B,) sont deux suites de variables aléatoires qui
convergent en probabilité respectivement vers les variables A et B et (e,) une suite réelle de limite
nulle, alors la suite (A, + &,) converge en probabilité vers A et, si B et les B, ne s’annulent pas,
(An) babilité vers é

B, converge en probabi 5
On pose, pour tout entier naturel n non nul :

M=

Y; X;
1

X2+

ap =

M= m

3=

i=1

Montrer que la suite (@,) converge en probabilité vers a.

3. Montrer que la suite (y/n(d, — a)) converge en loi vers N/ (0, a).
p
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SOLUTION DU SUJET N° 32
1. (a)

Fy(y) = P([Y
U

< ] (X =0])+P([Y <y|N[X =1])
=P([U<y 0 U<y =

Par indépendance de U et X : Fy(y) = (1 —p)Fy(y) + pFu(y — a) = (1 — p)Fu(y) + pFu(y — a).

En centrant et en réduisant : Fy (y) = (1 —p)® (y) +pd (y —a
o o

1-—
(b) La fonction ® est de classe C! sur R, donc Y est bien a densité et fy(y)Jw (E) +2 1
o o) o

2. (a) OnaE(X?) =pet E(XY) =aE(X?) +E(X)E(U) = ap.
7L YiX;
(b) On écrit @, = ————.
X2+ 5%

i=1

S

S

1 I
On applique alors la loi faible des grands nombres : — g Y, X; L ap et — E Xf LS p.
n
i=1 i=1

1
Comme la suite (—;) tend vers 0, on obtient : Z X2+ — 5 D, PUis ay, B
n?

n

3. Ona: ZYX ZaX + U)X —aZX2+ZUX D’ou

1=1 =1

n n
a Z Xz2 Z Ui X; a Z U; X;
Vn(a, —a) = /n | —= —a+ =L =—-—2%: +n-=t
Zle—F% Zleg-i-% §le3+% Zle—F%
1= 1= 1= 1=
n 1 n
X = X

zgl Ul ’ " zgl UZ ’ J\/ﬁ
e Pour le deuxiéme terme : v/n =+/n X

Ny 1 o./pP 18~ y2 4 1

X2+ S X2+
i=1 i=1
n
+ 2 UiX; i
D’apres le théoréme limite central : /n—=——— = N(0,1)
NG
1 « 1 o
e D’autre par : — ZXE +— it p d’ou :# £ % Ainsi avec SLUTSKY
1=1

Ly

n UZX’L

n 4 o 2

N “1\[ X — VP ij\/(o,)
o.\/p p
e Xk
1=
e Pour le premier terme, en utilisant les résultats précédents, on a : —— Lo
S x2 1
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SUJET N° 35

Soit X1, ..., X, un n—échantillon de variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi de POISSON de
parametre A > 0 inconnu.
On cherche dans cet exercice & estimer e™*.
Pour tout & € [1,n], on note Y}, la fonction indicatrice de 1’événement [X}; = 0]. Pour tout n € N*, on pose :

Tn:liy—k et S, :iXk
nkZl k=1

—_

(a) Déterminer la loi de Y.
(b) Montrer que Y,, est un estimateur sans biais de e™>.

(c) Y, est-il un estimateur convergent de e=*?

[\

. Pour j € N, on pose ¢(j) = Pg,—;(X1 = 0). Calculer ¢(j).

w

. On pose a présent T,, = p(Sy,).
(a) Montrer que 7T), est un estimateur sans biais de e=*.
(b) T, est-il un estimateur convergent de e~ ?

4. Comparer les risques quadratiques des deux estimateurs T}, et Y.



CHAPITRE 3. PROBABILITES 119

SOLUTION DU SUJET N° 35

1. (a) La variable aléatoire Y} suit la loi de BERNOULLI de paramétre :

0
PXy=0=PY,=1)= e_’\% e

(b) Chaque Y} suit la loi BERNOULLI de paramétre e~*. Donc F (?n) = e * et Y,, est un estimateur
sans biais de e~ .
(c) Puisque les X sont mutuellement indépendantes, il en est de méme des Y. Et donc

— 1< 1 < A1 —eA
V(Yn)ZEZV(Yk)ZEZe_A(l—e_A):w 0
k=1 k=1

n n——+oo
Et donc en particulier, Y}, est un estimateur convergent de e™*
P([X1 =0]N[S =j])
P (Sn =J )

Mais [X1 =0]N[S, =j] =[X1=0]N lZXk—Jl

n
Par stabilité des lois de POISSON, Z X}, suit la loi de PO1SSON de parametre (n — 1)\ et par le lemme

k=2
des coalitions, est indépendante de X;. Par conséquent,

P([Xlzo]ﬂ[snzj])zp<[ [ZXk—J]> P(XI—O)P<iXk:j>

-1
_ e—,\e—(n—l),\((n . A
J:

2. Par définition, on a ¢(j) =

D’autre part, S, suit une loi de POISSON de paramétre n\ et donc P (S, = j) =

o) = e"\e—(”—l)’\((”_jl!)’\) _(n- 1\7
e—n)\ (n\)J n
J!

3. (a) Utilisons le théoréme de transfert pour calculer E (T},). On a, en utilisant la définition de ¢(5)

+0o too
E(T.) =Y ¢()P(Sn=4j)=>_ P(X1 =0]N[S, =j]) = P(X; =0) =e>
j=0 J=0

Donc T, est un estimateur sans biais de e=*
(b) D’apres la formule de Huygens, on a V(T},) = E(T?) — e~2*. Par le théoréme de transfert :

= = n—1 % A(n/\)j —2n+41

=S PP, =) =3 () e e
n

j=0

J=0

)\672/\
Donc V(T,) = e 2 (en — 1) ~ — 0. Et T}, est un estimateur convergent de e~*
+oo n n—-+4oo

4. Puisque Y,, et T}, sont des estimateurs sans biais de e™*, leurs risques quadratiques sont égaux a leurs
\%4 (?n) e (1 — e’)‘) % er—1
V(T,) e (eMr—1) n(en-1)
d’apres la convexité de exp qui donne : exp(: x A+ (1 — 1) x 0) < L exp(A) + (1 — L) exp(0).
On en déduit que 7}, est un meilleur estimateur que Y,, (variance plus petite).

<17

variances. On a alors
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SUJET N° 37
Nl

n2

Pour tout entier n > 1, on pose A\, =

1. (a) Déterminer un équivalent de |\/n] lorsque n tend vers +oo.

(b) En déduire que la série de terme général \,, converge.

Dans la suite de l’exercice, on considére un espace probabilisé (€2, A, P) et une suite de variables aléatoires
réelles (X,,)n>1 définies sur cet espace, indépendantes et telles que, pour tout n de N*, X, suit la loi de
PoOISSON de parametre A,,.

2. (a) Montrer que la série Z P(X,, #0) converge.
n>1

(b) Soit (E;);en+ une suite d’événements de A. Montrer que, pour tout n € N*

(¢) Soit n € N*. En déduire que Nlim r (X, #0] ] =0.

(d) En déduire que P < U(N [X.= O])) =1

N>1 n>N

(e) Onnote B={w € Q | Z X (w) converge

n>1

Montrer que la série Z X,, converge presque siirement, c’est-a-dire que P(B) = 1.

n>1
On suppose désormais que B = Q.
+oo
Ainsi la fonction S = Z X, est définie sur 2. On admet que c’est une variable aléatoire.
k=1

n
3. Déterminer la limite en loi de la suite (S,,)n>1 avec S, = Z X5,
k=1
4. Déterminer la limite en probabilité de la suite (Sy,)n>1.
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SOLUTION DU SUJET N° 37
1. (a) Par définition pour tout z réel, z — 1 < |z]| < z <. Ainsi |z] ~ z. Donc |/n| ~ /n.

(b) Ona0< A, ; done Y A\, converge par comparaison avec une série de RIEMANN convergente.

n3/2
2. (a) Soit n € N*. P(X,, #0)=1— P(X,, =0) = 1 — e~*» qui est équivalent lorsque n tend vers +oo &
A, car A, — 0. Comme Z An converge, il est en de méme pour Z P(X, #0).
n>1 n>=1
(b) C’est quasiment du cours. Se démontre par récurrence.
(c) Soit N € N*. Pour tout p € N

N+p N+p +00
P(|JXn#0) <D P(Xn#0)< Y P(X, #0)
n=N n=N n=N

En faisant tendre p vers 400, le théoréme de la limite monotone donne :

+oo —+o0

0<P(|JXn#0)< D P(Xn #0)
n=N n=N
Enfin, on fait tendre N vers 400, le reste de la série convergente de terme général P(X,, # 0) tend

—+oo

vers 0 et par suite, P( |J [X, # 0]) aussi.
n=N
(d) Pour tout N de N*; on pose Ay = |J [X,, # 0]. La suite (Ay) est une suite décroissante
n>N
d’événements, donc

N—+oo

“+o0 “+o0
0= lim P(Ay)=P([) An)=P([) | [Xa #0)
N=0

N=0n>N
—+oo
(e) En passant au complémentaire, on a : P( |J [ [X, =0]) = 1; ceci signifie que presque siirement
N=0n>N

il existe un rang & partir duquel la suite (X,,) est nulle et donc que presque stirement, la série
Z X, converge.

n=0

n
3. Par indépendance, on sait que S,, suit la loi de POISSON de parametre p,, = Z Ak et
k=1

+oo
i = D A= g

k k
Ainsi, pour tout k € N fixé, et par continuité : P(S, = k) =e #nix — e Hb
" n—-+oo v

ce qui montre que S, converge en loi vers la loi de POISSON de parametre p
4. On a, par indépendance, pour N > n,

N N “+o00
V(Sv=8u)= D> V(Xe)= > = > N
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

On utilise 'inégalité de TCHEBICHEFF.

+o00
> M
P(|Sn*S‘>€)<V(Sisn) <k:n+1 0

62 = 82 n—-+0o




122 ESCP 2022 — Oral

SUJET N° 42

Toutes les variables aléatoires réelles considérées dans cet exercice sont définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P). Pour toute variable aléatoire réelle X a valeurs dans N et tout réel ¢ € I, ot I est un intervalle a
déterminer, on pose G x(t) = E(tX).

1. Montrer que [—1, 1] est inclus dans I.
2. Déterminer Gx lorsque X suit la loi de POISSON de parameétre A > 0. Déterminer 1.

3. Montrer que si X et Y sont indépendantes & valeurs dans N, pour tout ¢ € [0, 1], on a

Gx1y(t) = Gx (H)Gy (1)

“+ o0
4. (a) Pour tout ¢t € [0,1] et n € N, établir encadrement : 0 < Z P(X = k)t" " <tP(X > n).
k=n+1
En déduire que pour tout n € N, Gx(t (Z P(X ) + o(t").

(b) En déduire que si X et Y, & valeurs dans N, possédent la méme fonction génératrice alors elles
suivent la méme loi.

Soit p €]0, 1[; on note ¢ = 1 — p. Soit (X, )nen+ une suite de variables indépendantes qui suivent toutes
la loi de BERNOULLI de parametre p. Soit N une variable aléatoire a valeurs dans N indépendante des
Xy, et telle que P(N = k) # 0 pour tout k € N.

n
On définit les variables aléatoires Sy = 0 et , pour tout n € N*, §,, = Z X;.
i=1

Pour tout w €  on pose S(w) = Sn(,). On admet que S ainsi définie est une variable aléatoire.

5. (a) On note E(y—p)(-) 'espérance conditionnelle sachant (N = n).
Montrer que : Vt € [0,1],Vn € N, E(N:n)(ts) = (pt+ q)".
En déduire que, pour tout t € [0,1], on a : Gg(t) = Gy (pt + q).

(b) Justifier que pour tout ¢ € [0,1], Gy_s(t) = Gy (gt + p).

On suppose désormais que S et N — S sont indépendantes et que G est dérivable en 1.
On pose pour tout ¢ € [0,1], f(t) = In(Gn(1 —1)).

6. (a) Montrer que f(0) = 0 et que pour tout ¢t € [0,1], f(¢) = f(pt) + f(qt).

(b) Etablir que pour tout n € N, pour tout ¢ € [0,1], Z (n)f kgn=kp),

7. Soit € > 0.
(a) Justifier qu’il existe a > 0 tel que si x € [0,a], |f(z) — f/(0)z] < ez.
(b) On fixe ¢ € [0,1]. En déduire que si n est assez grand :

Vk € [0,n], [f(p"q"Ft) — f(0)pFq"Ft| < epFq"F

Conclure que f(t) = f'(0)t.
(c¢) En déduire que N suit une loi de POISSON.
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SOLUTION DU SUJET N° 42

1. Si¢| <1, |[P(X =n)t"| < P(X = n), ce qui montre que GX est au moins définie sur [—1, 1].
+oo
)\
2. Si X ~ P(A),onaVte[0;1],Gx(t) =Y the T Z =M =MD ot T =R,
k=0
3.Vt € [0;1],Gxyy(t) = E@XTY) = E(tXtY) = E(tX)E( )= GX( )Gy (t) par indépendance de X et Y
(et donc de X et ¥ par le lemme des coalitions).

400 “+o0
4. () Ona:0< > PUX =K' "< Y PX=kt=tP(X>n)cark—n>1ette[01].
k=n-+1 k=n-+1
—+oo
Donc : Gx(t Ztk =k)=1t" Z th " P(X = k) = o(t"), car P(X >n) — 0.

n—-+oo
k=n-+1

(b) SiXetY,a Valeurs dans N, possedent la méme fonction génératrice, alors par unicité du DL, elles
suivent la méme loi.

5. (a) La loi conditionnelle de S conditionné par [N = n] est la loi binomiale B(n,p). Par le théoreme de

transfert N
SR S (S Y (e

On a alors par la formule de I'espérance totale pour t € [0, 1],

[ee) +oo
Gs(t) = B(t") = Y Epn—n)(t*)P(N =n) = (pt +q)"P(N =n) = Gn(pt +q)
n=0 n=0

(b) Vn € N;1 — X, ~ B(q). On applique alors 1’égalité précédente & N — S en inversant les réles de p
et de q.

6. (a) On a f(0) =In(Gn(1)) =In(1) = 0. Et V¢ € [0;1], f(t) = In(Gn-s(1 — t)Gg(1 — t)) d’apres la
question 1.b car N — S et S sont indépendantes. D’ott : f(t) = In(Gn(g(1—1t)+p)Gn(p(1—1t)+q)) =
In(Gn(1 —qt)Gn(1—pt)) = flgt) + f(pt)-

(b) Par récurrence sur n € N, en utilisant dans ’hérédité la question précédente.

7. (a) f est dérivable en 0 car Gy est dérivable en 1. Alors elle admet pour développement limité :
f(x) = £(0) + f(0)x + o(x) d’ou puisque f(0) = 0, pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que si
z€(0,a], [f(z) — f(0)z] <

(b) Pour tout k € [0,n] et t € [O 1] PPkt < (max(p7 q))™, or (maxp,q))"™ tend vers 0, donc & partir
d’un certain rang, Vk € {0,...,n} et Vt € [0,1], pFq"~*t € [0 al.

On a alors : |f(p*q"Ft) — f/(0)p*q"Ft| < apkq" kt < epFqnF car t € [0;1]. Alors, & partir d'un
certain rang :

[f(&)=f'(0)t] =

Z( O

Z (Z)f(pkq”—’ft) - Z (k) k(0

k=0 k=0

M:

doit | (t) - !

k‘

(n) = ¢ et ceci pour tout € > 0, donc on a : f(¢) — f/(0)t = 0.
)

=0
(¢) On adonc: Vt € [0;1], f(t) = f/(0)t = In(Gy(1 — 1)) & Gn(1 —t) = /'Ot & Gy (z) = e/ (O0-2)
=e

avec ¥ =1 —t. D ou: Gy(z —FO@=1)_ Dapres les questions la et 1d, N ~» P(—f’(0)). On a
bien — f/(0) >
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SUJET N° 45

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur le méme espace probabilisé (2, .4, P).

On considére une suite (X )ren+ de variables aléatoires & densité, indépendantes et de méme loi, de densité f
et de fonction de répartition F nulle sur R_, strictement croissante et de classe C! sur R7.

On suppose que les variables X admettent une espérance m (m > 0).

On note a un réel strictement positif et IV I’application de €2 dans N définie par, pour tout w € € :

N(w) =

k  sik est le plus petit entier tel que Xy (w) > a
0 si un tel événement ne se produit jamais

1. (a) Vérifier que N est une variable aléatoire.
(b) Calculer P([N = 0]).
(c) Donner la loi de N et la valeur de E(N).
2. On définit application Y de 2 dans R par : Vw € Q, Y (w) = Xy () (w)
On admet que Y est une variable aléatoire.
(a) Déterminer la fonction de répartition de Y.
(b) Vérifier que Y est & densité et donner une densité de Y.
3. Un joueur effectue des parties successives d’un jeu de telle sorte qu’a lissu de la k-iéme partie (k € N*)
le total de ses gains est égal & Xy, ot les (Xg)ren+ vérifient les hypotheéses du début de 1’énoncé.
A chacun des tours du jeu, il doit miser une somme fixe ¢ pour participer (0 < ¢ < m).
Il décide de s’arréter quand, pour la premiére fois, la variable X dépasse un seuil a (a > 0) qu'il s’est

fixé a 'avance.
On note G la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur.

(a) Vérifier que G admet une espérance et que :
1 +oe
E = —F = tf(t)dt
()= 1= |o+ [ 0
(b) On note K la fonction définie sur R par :
+oo
Ya >0, K(a)= / tf(t)dt —a[l — F(a)]
Etudier les variations de K, en précisant les limites aux bornes.

(¢) En déduire qu’il existe une valeur ag de a (qu’on ne cherchera pas a calculer) pour laquelle E(G)
est maximal.



CHAPITRE 3. PROBABILITES 125

SOLUTION DU SUJET N° 45

1. (a) N est bien une application et, si k non nul : [N = k] = [X; <a]N...[X;_1 < a]N[Xg > a] qui est
—+o0
bien un événement comme intersection fini d’événements. De plus [N = 0] = ﬂ Xk < a).
k=1
[N = 0] est donc un événement comme intersection dénombrable d’événements.

+oo
(b) On a donc : P([N =0]) = P <ﬂ Xk < a]> et d’apres le corollaire du théoreme de la limite
k=1

monotone : P((N =0]) = lim P (ﬁ (X% < a}).

n—-+oo
k=1

Or les variables X}, sont indépendantes donc P([N = 0]) = (F(a))". Comme F est strictement
croissante sur R, on a 0 < F(a) < 1. On en déduit P([N = 0]) = 0.

(c) Pour k=1,ona [N =1]=[X; >a] d'ou : P([N =1]) = P([X1 > a]) =1 — F(a).
Pour k> 2: [N =k =[X1<a]N...[Xk-1 <a]N[Xg > a] et par indépendance : .
PN = k]) = (F(a))k 1(1 — F(a)). N suit la loi géométrique G(1 — F(a)) et E(N) = 1—7F(a).

2. (a) Comme N est le premier indice k ot X}, > a, on a Y(Q) = [a, 00|
Pour y > a, on utilise le systéme complet d’événements {[N = n] ; n € N*} et la formule des
probabilités totales.

On a donc, pour y > a : Fy(y ZP :n]):ZP([XNgy]ﬁ[N:nD.

D’ou Fy (y ZP :n]):ZP([XlSa]ﬁ...ﬂ[Xn_léa}ﬂ[a<Xn§y]).

Fy) - F(a)
1—F(a) ot
(b) On vérifie facilement que Fy est continue sur R et de classe C! sur R, sauf éventuellement en a.
On trouve une densité en dérivant sur | — oo, af et sur ]a, +00[ et ajoutant une valeur arbitraire en a.

f(y)
1— F(a) el

Par indépendance, on a donc finalement : Fy (y) =

On obtient par exemple comme densité fy (y) =

+o00o
3. (@) Ona:G=Xy—cN avecE(XN):/

—00

+o00
thy (t)dt = / tf(t)dt
a
La variable G admet donc une espérance et, par linéarité : E(G) = E(Xy)) — cE(N). En remplagant,

1 oo
on trouve bien : E(G) = T=Fla) {c +/a tf(t)dt}
(b) On trouve K'(a) = —[1 — F(a)] qui est négatif.
+oo +oo +oo
De plus : lirg+ K(a)=met a(l — F(a)) = a/ f(t)dt. Or : 0 < a/ ft)dt < / tf(t)dt.
a—= a a a
+oo
Comme tf(t)dt est un reste d’intégrale convergente, on a donc lim a(l — F(a) = 0.

a—+oo

Conclusion : lim K (a) =0.
a——+o0

+oo
(¢) On a donc E(G) = H(a) avec : H(a) = 1_;1:,((1) [—c —l—/ tf(t)dt}

w7, R B (N
- ))[ [ @t — a(l - Fa >] e et K@)

H'(a) est donc du signe de —c + K (a). Le tableau de variation de H montre alors qu'il existe un
maximum atteint en un point ag.

+oo
On trouve, aprés calcul : H'(a) =
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SUJET N° 47

Soit (Xi),ey- une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilisé
(Q, A, P). Pour chaque k € N*, la variable X}, suit une loi gamma de parameétre vy, (v > 0).

1. Donner ’espérance et la variance de Xj.
2. Pour n € N*, on pose Y,, = X7 x -+ x X,,. Déterminer Y,,(Q). Déterminer E(Y,,) et de E(Y,?).

3. (a) Soit £ un réel strictement positif. Justifier I'inégalité
P(Y,>¢) <

n
(b) On suppose que les sommes partielles Z In(vg) tendent vers —oo, quand n — +oc.
k=1
Qu’en déduit-on pour la suite (Y;,)?

1
4. Dans cette question on suppose que la série de terme général T est convergente.
v

On admet que si X et'Y sont deux variables aléatoires réelles définies sur (2, A, P) qui possédent des
moments d’ordre 2, alors la variable XY admet une espérance et :

|[E(XY)| < VE(X?)\/E(Y?).
(a) Montrer qu’il existe un entier ng tel que v X -+ X v, = vy X -+ - X vy, pour tout n = ng (dans un

1
premier temps on pourra étudier la convergence de la suite (v,,)). On pose r = 5(1/1 X+ X Ung)-

1
(b) Montrer que Y, < §E(Y”) + Yo 1(y, > pour tout n > ng (ot pour tout événement A € A, on a

noté 1 4 la variable aléatoire qui vaut 1 si A est réalisé et 0 sinon).
En déduire que pour n > ng on a

1 & 1
P(Y, > > - 1-— .
wonz (- 1)

(¢) On note u, le membre de droite de 'inégalité précédente. Montrer que la suite (In(u,)) est
convergente.

(d) Déduire de ce qui précede que la suite (Y;,) ne converge pas en probabilité vers 0.
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SOLUTION DU SUJET N° 47

1. D’apres le cours, on a E(X}) = V(X}) = vy, et par la formule de Huygens E(X?) = vy, + 3.

2. Les variables X}, étant positives, il est clair que Y;, prend ses valeurs dans Ry (support). Comme les
variables X7, -+, X, sont indépendantes, il vient E(Y,) = E(X1) x -+ X E(X,) =11 X -+ X Up.
Avec le lemme des coalitions et la formule de Huygens, on obtient

n

n n
E(Y?) = B(X?) x --- x E(X?) :H (X3) + E(X:)? H v + v2).

3. (a) Comme Y, est positive et admet une espérance, en appliquant I'inégalité de MARKOV, on obtient

P(Yn>g)< E(Yn> :U]_)(...Xyn.
3 g

1 n
(b) D’apres la question précédente et 'hypothese, on a P (Y, > &) < —exp <Z ln(uk)> — 0.
€

On en déduit que la suite de variables aléatoires positives (Y;,) converge en probabilité vers 0.

est convergente, la suite converge nécessairement

+ v 1+
vers 07, et par conséquent la suite (1) tend vers +oo. Il existe donc un entier ng a partir duquel
v, = 1. On voit donc que cet entier ng convient pour satisfaire I'inégalité exigée pour tout n > nyg.

4. (a) Comme la série de terme général

(b) Compte tenu de la définition de r, pour n > ng nous avons

1
Y, = Yn]l[Yn<r] + Y;L]l[Yn2'r] < §E(Yn) + Yn]l[YnE'r]'

Comme 'espérance est croissante, en utilisant 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ pour l'espérance
qui nous a été donnée, pour n > ng on obtient

Ce qui conduit a

jlﬁ( 1+Vk)

(¢) On aln(u,) =—2In(2) + Zln 1— (1+v)™h). On voit que In(1 — (1 +14)~1) est toujours négatif
k=1
et est équivalent & —(1 + v5)~! qui est le terme général d’'une série convergente. Le cours nous

permet alors de conclure que la suite (In(w,)) tend vers un réel £.

(d) Des questions précédentes, on déduit que la suite (Y;,) ne converge pas en probabilité vers 0 puisque
r > 0 et que la suite (u,) converge vers e/ > 0. Comme la suite (u,,) est décroissante, on pouvait
aussi dire que pour n > ng

P(Yn>7')>un>e£>0.
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SUJET N° 50

On consideére une suite de variables aléatoires (X, ),,~,; qui sont toutes définies sur le méme espace probabilisé
=

1 1
(Q, A, P). On suppose que X,, suit la loi uniforme sur l'intervalle [— ] Pour n > 1, on considere les

on’ on

variables aléatoires

n n n n
1
Z 2 2
Yn: Xk, Zn = Xk:7 Tn: E : : (XZ—XJ) et Un:lgf;én'Xl_ jl'

k=1 k=1 =1 j=1
1. Donner ’espérance et la variance de X,,.
2. Justifier chacune des inégalités suivantes :

1

3. Exprimer la variable aléatoire T, en fonction des variables aléatoires Y, et Z,.

4. Soit M un réel. On considére une suite croissante de variables aléatoires (V,,),>1 telles que V, (w) < M

pour tout w € Q et tout n > 1.

(a) Soit w € Q. Justifier la convergence de la suite (V,,(w))n>1. On notera V(w) la limite de cette suite.
+oo

(b) Soit x € R. On définit I’événement E,, en posant E,, = [V,, < z|. Prouver que [V < z]| = ﬂ E,.
n=1

En déduire que V est une variable aléatoire réelle définie sur (2, A, P).

(¢) Montrer que la suite (V,,),>1 converge en loi vers V.

. En déduire que la suite de variables aléatoires (Z,)n>1 (respectivement (U,,),>1) converge en loi vers

une variable aléatoire Z (respectivement U).

Soit (x1,-++ ,x,) € R™ (n > 2). On admet linégalité suivante :

2
max |z — x> < = E (zp — )%
1<k<t<n nL i
SUASES W

(a) En déduire que U? < 2Z7.

(b) Montrer lexistence d’une suite réelle (v,,)n>1 convergeant vers 0 et telle que pour tout w € Q,
Zn(w) € Z(w) € Zp(w) + vy

Justifier 'existence de ’espérance de Z et la déterminer.

2 1
— >,.
P<U>3>/2

(¢) Montrer que :
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SOLUTION DU SUJET N° 50

1 1 1
1. Comme X,, suit une loi uniforme sur {—271, 24, il vient F(X,) =0et V(X,) = TRy
& X1 K11 1
~ i Yl < S €Y 2 =102, <Y = 2 L
2. On a successivement : |Y},] > | X | o <Z T et Un 1?112;;(" AT 1

k=

—

I~ 1 2
3. On voit que T, = — 3N X+ X -2XX;) = - [nZ, +nZ, - 2Y7?] =22, — ﬁyﬁ.
i=1 j=1
4. (a) Soit w € Q, la suite (V,,(w))n>1 est croissante et majorée, elle est donc convergente.
(b) La croissance de la suite (V},)n>1 implique l'inclusion [V < z] C E,, pour tout entier n > 1, d’ou
+o0
[V <x] C m E,. Si w appartient & cette intersection, on a V,(w) < x pour tout n € N* et par
n=1
passage a la limite V(w) < . On a donc l'inclusion inverse et finalement ’égalité. Comme chaque
E, € A puisque V,, est une variable aléatoire sur (€, .A, P), on voit que [V < z| € A comme
intersection dénombrable d’éléments de A. Il en résulte que V est bien une variable aléatoire sur
(Q, A, P).
(c) La suite (En)n>1 est clairement décroissante. La question précédente et le théoreme de la limite mo-
notone donnent Fy (z) = P([V <z]) = lim P(E,)= lim Fy,(z). La suite (V,),>1 converge
n—+00 n—+o0o

donc en loi vers V.

5. En 2, on a montré que les variables aléatoires Z,, et U, étaient bornées, de plus, les suites (Z,)n>1 et
(Un)n>1 sont croissantes. La question précédente nous assure qu’elles convergent en loi respectivement
vers deux variables aléatoires Z et U.

2
6. (a) Avec l'inégalité donnée, on voit que U, (w)? < T, (w) = 27, (w) — =Y, (w)? (cf. la question 3).
n

D’apres la question 2, on a Y, (w)? < 1, il suffit donc de passer a la limite pour obtenir I'inégalité

souhaitée.
(b) Par croi 7, < 7 et X0 ()] < — ¢ prend fl L o
ar croissance, on a et comme w —, on peut prendre v, = — =——.0n
b n n X 2,"’7 p p n 4k 3 X 477.
k=n+1
1
voit que E(Z Z E( Xk Z V(Xk) = (1 — 4n> Comme Z,, est positive, on remarque au

passage que ceci 1mp11que que I’ esperance de Z existe par domination. Par croissance de I’espérance,
1
on obtient E(Z,) < E(Z) < E(Z,) + v, et par passage & la limite on trouve E(Z) = g
(¢) En utilisant la question 6.(a), la positivité de U et I'inégalité de MARKOV, il vient :

2 2 4 9E(U?) 9E(Z) 1
P Z)=1-PlULZ)=1-P(U*<K =) >1- >1— =,
(U>3> (U 3) <U 9> 4 2 2
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SUJET N° 53

Dans tout 'exercice les variables aléatoires sont définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P).
Soit p €]0,1[. On notera ¢ = 1 — p. Pour tout n € N, soient X, et Y,, des variables aléatoires telles que X, suit

la loi binomiale de paramétres (n,p) et Y, =n — X,,.

On considere également une variable aléatoire N a valeurs dans N et telle que, pour tout n € N, N est
indépendante de X,,.

On considere enfin les variables aléatoires Xn : w — Xy () (w) et Yy : w = Yy, (w).

1. Quelle est la loi de Y,, pour tout n € N?

“+oo
2. Montrer que pour tout k¥ € N, on a : P(Xy=k)= Z P(X, =k)P(N =n).
n=~k

3. Soit A > 0. On suppose, dans cette question uniquement, que N suit la loi de POISSON de parametre
A
(a) Déterminer les lois de X et Yy.

(b) Montrer que Xy et Yy sont indépendantes.

4. Dans cette question, on suppose uniquement que Xy et Yy sont indépendantes.
(a) montrer qu’il existe deux suites de réels (ux) et (v;) telles que :

UEV;

V(k,j) € N? P(N:kJrj):m.

Indication : on pourra considérer P ((Xy = k) N (Yn = j)), pour j,k € N.
(b) En déduire que la suite (K!P(N = k)), o est géométrique.
(¢) En déduire que N suit une loi de POISSON.
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SOLUTION DU SUJET N° 53
1. On a Y,,(Q) = [0, n] et, pour tout k € Y,,(Q) :

P(Yn = k) = P(Xn =n-—- k) - (n ﬁ k)pnqu = ( ’ k>pnqu.

n —

donc Y, suit la loi binomiale de parameétres (n, q).

2. La formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements {[N = n],n € N}, donne, pour
tout k € N :

P(Xy=k)= ZP ([ Xy =k N ZP :n]):ioP(Xn:k)P(N:n)
n=k

n=0

par indépendance de N avec chaque variable X,,.

3. (a)

D’apres ’écriture de la question précédente on a, par indépendance,

)\n
—k Y
VkeN, PXy=k)= ZP Zkl |pq e
A f too A j A k
764\( p') ( q') :epri( p|) en posant j =mn —k
k! = k!

Par conséquent, X suit la loi de POISSON de parametre Ap.
De méme, Yy suit la loi de POISSON de parametre Aq.
D’une part Xy + Yy = N et d’autre part, N est indépendante de chaque X;. Par conséquent, pour
tout (k,j) € N% on a :
P(Xy = KN [Yy =j]) = P(IN =k + 4]0 [Xpy; = k]) = P(N =k +j)P(Xp1; = k)
k+j ; j i
=e A ] X (k+.j)!pkqj e Aot 2 P /\ i % )‘J.q]
(k4 j)! k! j! Tk 3!
=P(Xny=k)P(Yn =)

Les variables X et Yy sont indépendantes.
Pour tout (k,j) € N? on a:

P(Xx = KN ¥y = 4)) = POV = k)P (s =) = POV = k45t

En utilisant I'indépendance de Xy et Yy, on obtient :

(k4 j)!

P(Xy =Py =) = PV = k+§) = P
P(Xn =k)k! P(Yy = j)j!
On pose alors ug = # et v; = M, on obtient I’égalité demandée.
p~ q

On remarque tout d’abord que vy # 0.
En effet, si on suppose que vg = 0, alors d’apres le résultat précédent, pour tout k € N :
k! P(N = k) = ugvo = 0, ce qui est impossible.
On en déduit alors, que pour tout k € Nyona: (k+1)!P(N=k+1)=uvu; = L kKIP(N = k).
Vg
U1

La suite (k!P(N = k)), <y est donc géométrique de raison A = —.
Vo

)\k
Il existe alors C telle que : Vk e N, P(N=k)= Cﬁ'

Comme la somme de toutes les probabilités donne 1, on obtient C' = e~ et donc N suit la loi de
Po1ssoN P(N).
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SUJET N° 57

On dispose de trois pieces de monnaie : une piece numérotée 0 pour laquelle la probabilité d’obtenir « pile »
1 1
vaut 3 et celle d’obtenir « face » vaut également o une piéce numérotée 1 donnant « face » a coup sir et une

troisiéme piece numérotée 2 donnant « pile » a coup siir.

On choisit 'une de ces pieces au hasard et on la lance indéfiniment.

On considere la variable aléatoire X, égale au rang d’apparition du premier « pile » et la variable aléatoire
Y, égale au rang d’apparition du premier « face ». On convient de donner a X la valeur 0 si 'on n’obtient
jamais « pile » et de donner a Y la valeur 0 si 'on n’obtient jamais « face ».

On suppose que 'expérience est modélisée avec un espace probabilisé (2, .4, P).

1. On rappelle que, pour tout entier naturel m, l'instruction grand(1,1,’uin’,0,m) renvoie un entier
aléatoire compris entre 0 et m (ceci de fagon équiprobable).

On décide de coder « pile » par 1 et « face » par 0.

Compléter le script Scilab suivant pour qu’il permette le calcul et 'affichage de la valeur prise par la
variable aléatoire X lors de I'expérience réalisée dans cet exercice.

piece=grand (1,1, 'uin', ---, ---)
x=
if piece==
lancer=grand(l,1, 'uin', ---, ---)
while lancer==
lancer=---
B
end
elseif piece==1 then x=---
end

disp(x)

Justifier aussi pourquoi le programme ne comporte pas de ligne : elsif piece==2 then - - -.

2. (a) Déterminer la loi de X et calculer son espérance.

(b) Justifier sans calcul que Y suit la méme loi que X.
3. Covariance de X et Y.

(a) Déterminer la loi de la variable aléatoire XY

(b) Etablir que XY posséde une espérance, donner sa valeur, puis vérifier que Cov (X,Y) = 0.
4. Montrer que X et Y ne sont pas indépendantes.
5. Déterminer la loi de | X —Y|.
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SOLUTION DU SUJET N° 57

1.

2.

4.
o.

L’égalité piece==0 signifie que I'on joue avec la piece équilibrée et piece==1 signifie que I'on joue avec
la piece donnant "face" a coup stir, donc X prendra la valeur 0. Par suite :
piece=grand(1l,1,'uin',0,2)
X:
if piece==
lancer=grand (1,1, 'uin',0,1)
while lancer==
lancer=grand (1,1, 'uin',0,1)
X=X+
end
elseif piece==1 then x=
end
disp(x)
Si 'on joue avec la piece 2, il est certain que X prend la valeur 1 mais comme la variable informatique x
a été initialisée a 1, il n’y a rien a ajouter.
(a) On utilise la formule des probabilités totales ou on explique... Dans les deux cas, on trouve :
1 /1\" 1
Vn>2,P(X =n)= 3 (2) ,P(X=1)= 3 et avec la somme des probabilités, on a finalement
P(X=0)= 3" Un calcul fait avec prudence a cause des deux premiers termes donne F(X) = 1.
(b) X et Y suivent la méme loi : symétrie des pieéces truquées et équilibre de la piéce numéro 0.
(a) Remarquons tout d’abord que, comme X(Q) =Net V() =N,ona: (XY)(Q) CN.

(XY =0)=(X=0)U(Y =0), donc XY peut prendre la valeur 0 .
Ona ([X =1]N[Y =1]) = &, ce qui montre que XY ne peut pas prendre la valeur 1.

D’autre part, XY peut prendre toutes les autres valeurs entiéres donc (XY)(Q2) = N\{1}.

1 1 2
On a vu que (XY =0) = (X =0)U (Y = 0) donc, par incompatibilité : P(XY = 0) = 3 + 3=3
([X =1],[Y =1]) est un systéme complet d’événements et la formule des probabilités totales donne :

Yn>2 P(XY =n)=P([XY =n]Nn[X =1])+ P([XY =n]N[Y =1)).
On en déduit : Vn > 2, P(XY =n) = P([Y =n]N[X =1]) + P([X =n]N[Y = 1]). Comme n est
supérieur ou égal a 2, ona: (Y =n)C (X =1)et (X =n) C (Y =1).
2 /1\"
On obtient donc : Vn > 2, P(XY =n)=P(Y =n)+ P(X =n)=2P(X =n) = 3 <2> .
2 /1\" 2 1 (1\"' 1 /1\"!
: 2 s frng = — —_ = — —_ —_ = — — .
(b) Ona:¥n >2,nP(XY =n) 3" <2> 3 X 3" <2) 3" <2>
La série de terme général nP(XY = n) est donc absolument convergente et XY posséde une
espérance. Aprés calculs, on obtient : E(XY') = 1. Donc Cov(X,Y) existe et vaut 1 —1x 1 =0.
1
PX=1Nn[Y=1)=0et P(X=1)P(Y =1) = 1 donc X et Y ne sont pas indépendantes.
|X — Y| prend ses valeurs dans N*. De plus, pour tout n de N*, on a :
(I X=-Y|=n)=(X=1nY=n+1)U(Y =1Nn[X =n+1))

U(X=1nY=-n+1)uU(Y =1]Nn[X = —n+1]).

Sinzl,ona:P(|X—Y|:1):P(Y:2)+P(Y:0)+P(X:2)+P(X:0):%
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SUJET N° 59

Toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur un espace probabilisé (Q, A, IP) .

Pour n € N*, on considére une variable aléatoire X,, a valeurs dans [1,7] telle que (P(X,, = k)), <han St
proportionnelle & (k)1<kgn -

1. Déterminer la loi de X, et calculer son espérance et sa variance.

2. Expliciter la fonction génératrice G,, de X,, définie par :

n

VteR,  Gnt) = Z[P(Xn - k:)tﬂ
k=1

Pour n € N*, on note Y,, = exp(Xn/n) .

3. Exprimer E(Y},) a laide de G,, et déterminer sa limite quand n — +00c.

4. On donne In(2) = 0,69 . Comparer

L= EI_EOO [E(exp(Xn/n))} et L'= ngr-ﬁl:loo {exp(E(Xn/n))} .

n

5. (a) Justifier que la fonction exponentielle est convexe sur R.

(b) Retrouver ainsi la comparaison précédente.
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SOLUTION DU SUJET N° 59
1. Si (P(X,=k)) =a(k),ona:
2

1: = ——
Zakz = o nln+1)

k=1
d’ou,

z": k2 _2n+1
nn—|—1 3

k=1
N 2k8 1 24n-—2
:Z _nin+1) d’ou V(Xn):w
n(n 2 18
k=1
2. Par dérivation de t — Z t* pour t£1,0na:
k=1
2t pt"tl—(n+1)t"+1
Gn(t) = kth =
®) n—|—1 Z n(n+1) (1—1¢)2
Et par ailleurs G, (1) = 1.
3. Par théoréeme de transfert,
E(Y,) = Y [/ P(X, = k)] = Gule!/")

k=1
puis par développement limité,

1/n 1+1/n _ 1/"7 _
E(Y,) 2e ne (n+1)e+1_21/nne( H+1l-e

E(exp(22)) 2 B(V,) — 2 et exp [B(22)] = exp | 2L exp(2
(%) o~ (%) ; (

n—oo
car In(2) =~ 0,69 >2/3 ;donc L' < L.
5. (a) Car (exp)” =exp > 0.

(b) Par convexité, par récurrence sur n > 1, on en déduit que, pour tout x1,...,x, € R:

(Vk, pr €[0,1] et ipk = 1) = exp [ipkmk] < i [pr exp(zy)] -
k=1

k=1 k=1
Avec xp, = k/n et p, = P(X = k), on obtient :
eqz ]Z%WU]
k=1 k=1

d’onl I'inégalité large a la limite : L' < L.

n(n+1) (1—el/n)2 n(n+1)(1—e/n)2 n-oo 2
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SUJET N° 61

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (€2, .4, P) et sont a
valeurs dans N. Pour toute variable aléatoire X, on note ¢ x 'application définie pour tout réel ¢ tel que la
série converge, par

+oo
px(t) =Y P(X =n)t"
n=0

1. Montrer que ¢ x est définie au moins sur le segment [—1,1].

2. Un exemple. On suppose dans cette question que X + 1 suit la loi géométrique de parametre 1/2.
Calculer ¢ x ainsi que son domaine de définition I.

3. Montrer que px admet un développement limité en 0 a tout ordre et que pour tout n € N, on a :

px(t)=> P(X =k)t" + o(t")

k=0

4. Dans cette question, la variable aléatoire Y vérifie py (t) =2 — /2 —¢.
(a) Déterminer le développement limité en 0 & Pordre n de t — (1 +¢)/2.

(b) En déduire le développement limité en 0 a ordre n de ¢y

(c) Déterminer la loi de Y.

5. On suppose maintenant que les deux variables aléatoires précédentes X (définie dans la question 2) et Y
sont indépendantes. On note S = X + Y. Déterminer la loi de S.
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SOLUTION DU SUJET N° 61

1. Pour tout ¢t € [-1,1], on a |P(X = n)t"| < P(X = n). La série numérique )  P(X = n) étant
convergente, px est définie sur un intervalle I contenant [—1, 1], donc 0.

400 k
1 t 1 1 1
n=0

Ce calcul est valable pour |t| < 2 (série géométrique de raison ¢/2.)

3. On peut écrire px (t) = ZP(X = k)tF + Z P(X = k)th = ZP(X = k)t* + R, ().
k=0 k=0

k=n-+1
“+o0
On a R, (t) = t"*! Z Unp1-xt" TR = o(t") au voisinage de 0. En effet pour || < 1
k=0

+o00 1
< |t|n+1—k _
2 =

+oo

+1-k
E an+1—ktn
k=0

(n)
0
Donc px admet un développement limité en 0 a tout ordre et par unicité du DL, Py '( ) = P(X =n).
n!

(a) Le développement limité en 0 de x +— (1 4+ x)* étant au programme, on sait que pour tout n € N et
x au voisinage de 0,

(1+$)a:1+Za(o¢—1)..];'(a—k+1)xk+o(xn)
k=1 )

(2Kk)!

@k et o)

n
Ici pour a = 1/2, il vient (1 +¢)/2 =1+ Z(fl)k*1
k=1
(b) On remarque que la fonction oy est égale & 2 — /2 (1 — %)1/ ® Gréce 4 la question précédente (en
remplacant ¢ par —t/2), on obtient

V2 2n)!
Pr(0)=2-V2 etan = e En!)L
V2

(c¢) Par unicité du DL et la derniere question, P(Y =n) = Gn-1s (2:)

4. on remarque de ¢x(t) = E(t¥). Par le lemme des coalitions et l'indépendance de X et Y :

~1/2
ps(t) = perrlt) = B)BE) = ox(ov() = 15— = (1~ 5)

Un calcul analogue au calcul précédent donne

-1/2 +oo
t 1 /2n\ ,
(12) :1+§ 87L<Tl>t,pou1“|t|<1

et

1 1 1 /2
Finalement P(S =n) = — ( n)



