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SUJET 3.1

Pour tout x réel, on note |x| la partie entiére de = et {z} la différence z — |z].

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (€2, .4, P), indépendantes a
valeurs dans [0, 1, qui suivent la loi uniforme sur cet intervalle.

1. Déterminer la loi de X +Y puis de | X + Y| et calculer l'espérance E(|X +Y|).

2. Déterminer la loi de {X +Y}.

On considére une suite (X),>1 de variables aléatoires définies sur (€, A, P), indépendantes de méme loi
que X.

n
On pose S, = ZXk.
k=1
3. (a) Ecrire une fonction Python simulPE2S_n(n) qui réalise la simulation de |S,,].

(b) On exécute le programme suivant

y = np.zeros (10)
> for n in range(1,11):
esp = 0
for k in range(10000):
esp += simulPE2S_n(10%n)
; y[n-1] = esp/10000
7 print(y)

qui affiche [ 4.5009 9.5047 14.4965 19.4956 24.464 29.5111 34.4629 39.4877 44.4961 49.4689]
En admettant que E (|S,]) est une fonction affine de n, faire une conjecture sur cette
espérance.

4. (a) Etablir que pour tout entier n et tout z réel, |n+ x| =n + |z].
(b) Montrer que pour tout x réel et y € [0,1], {z +y} = {{z} + y}.
5. En déduire, pour tout n € N*, la loi de {5, } puis E (|S,]).

S,
6. (a) Montrer que la suite de variables aléatoires ({n}) converge en probabilité vers 0.
N>

[Sn]

1
(b) En déduire que la suite de variables aléatoires ( ) converge en probabilité vers 3
n=1
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SOLUTION DU SUJET 3.1
1. X +Y est a valeurs dans [0, 2[ et une densité de X + Y est h, définie par, Vo € R,

+oo 1
h(x):/ fx(x—t)fy(t)dt:/o Fxla — t)dt

—o0
Or fx(x—t)=1sixz—te€][0,1], 0 sinon. D’ou :

Osiz<Oouwxw>2
hz) = zsizel0,]1]
2—xsixel]l,?

IX+Y|(Q) Cc{0,1} et P(|IX+Y]|=0)=P(X+Y €[0,1) =P(X+Y <1) :/lmdx: %
0
Donc P(|X +Y|=1)=1 aussi, dot [X + Y|~ B(3), et E(|X+Y])=1.

2. On utilise le SCE <LX +Y]=0,|X+Y]|= 1). Six e [0;1],

P({X+Y}<a:):P<({X+Y}<J:)ﬂ(LX+YJ:O))+P(({X+Y}<x)ﬂ(LX+YJ:1))
T 14+x
:P(0<X+Y<a:)+P(1<X+Y<1+x)=/ tdt+/ (2 —t)dt = z.
0 1

Stz <0, P{(X+Y}<z)=0,etsiz>1,P{X+Y}<z)=1 Dou{X + Y}~ U([0;1]).
3.
\K import numpy.random as rd, numpy as np
def simulPE2S_n(n):
S=0
s for k in range(n):
St=rd.random ()
6 return np.floor(S)
7 #ou S=sum(rd.random(n))

n—1

(b) On conjecture que E([S,]) est égal a “5=.
4. (a) Ona:|z/]<z<|z|+1l,doan+|z]<n+z<(n+|z])+1
(b) {z+y} ={le] +{z} +y} = [z] +{a} +y - [lz] +{} +yl = 2] +{a} +y - [2] - {a} +u) =
{{z} +u}
5. On montre par récurrence sur n que {S,} ~» U([0; 1[). Pour n = 2, c’est la question 2.
Pour I'hérédité : {Sp11} = {Sn + Xnt1} = {{Sn} + Xnt1}, avec {Sp} ~ U([0;1]) et X1 ~ U([0; 1]),
les deux variables étant indépendantes. On applique la question 2.
De plus, S, = [S,,] + {Sn}, d'ott par linéarité : E(|.S,]) = E(S,) — E({S,}) =2 — 1 =251
6. (a) Ve >0, P(% >¢) = P({S,}) =2 ne) =0sine > 1, donc pour n assez grand. D’ou le résultat.
{Sn}

b) La suit
(b) asule( .

> converge en probabilité vers 0,
n>=1

et la loi faible des grands nombres montre que ‘S;L converge en probabilité vers %,

d’ott puisque % =5 %, % converge en probabilité vers 1.
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SUJET 3.2
Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé (02, A, P).
e Si A est un événement de cet espace, on note 14 la variable indicatrice de I’événement A.

e X est une variable a valeurs positives admettant une espérance non nulle. On note F' sa fonction de
répartition.

e (X, )nen est une suite de variables indépendantes a valeurs positives suivant toutes la méme loi que X.

n
e Pour tout entier n > 1, on note S, Z X, et F, la fonction de répartition de S,,.
k=0
e Pour tout w € §, pour tout ¢ > 0, on note N;(w) le plus petit entier n > 0 tel que Sy, (w) > t.
On admet que N; est une variable aléatoire.

e Pour tout ¢ > 0, on note M (t) = E(V;) lorsque cette espérance existe.
1. Soit ¢ > 0. Pour tout n € N*, montrer que P(N; =n) = F,,_1(t) — F,.(t).
2. On suppose dans cette question seulement que X suit la loi exponentielle de paramétre 1.

(a) Ecrire une fonction Python N(t) qui réalise une simulation de la variable N; (la fonction exponential (1)
de la bibliothéque random de numpy simule la loi £(1)).

(b) Pour tout n € N, montrer que P(N; =n) = /Ot (sn_ i / 7e—wdx
(c¢) En déduire la loi de N, Pexistence de M (t) et sa valeur.
On revient au cas général.
3. Montrer qu’il existe a > 0 tel que P(X > a) > 0. On note alors p = P(X > a).
4. (a) Montrer que e~ < exp (—al[xs,). En déduire que E(e™) <1 —p(1 —e™%).
(b) En utilisant 'inégalité de MARKOV, montrer que :

5. Montrer que M (t) est défini pour tout ¢ > 0 et que : M (¢ Z Fo(
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SOLUTION DU SUJET 3.2

1. (N; = n) est réalisé si et seulement si (S,, > ¢) est réalisé et (S,,_1
(Sp > )N (Sp—1>t) = (Sp > t) \ (Sp—1 > t). Do P(Nt =n

N

t) aussi, c’est & dire
= P(S > t) — P(S,-1 > t) car

A\/

(Sp—1>1t) C (Sp >t). Ainsi, P(N; =n) = (1 — F,,(t)) — (1 — F_1(¢) _1(t) — Fo(t).
2.
1 import numpy.random as rd
def N(t):
s=0
n=0
, while s<=t:
6 s—s+rd.exponential (1)
7 n+<:1
8 return n
t zn—1
(b) On a S,_1 ~ v(n), d’on, pour t >0, F,,_1(t) = / — e “dz.
t, .n
De méme F),(t) = / m—'e_wdac, d’ou le résultat par la question 1.
o N
tn
(c) On intégre par parties Fj,_1(t), et on obtient : P(N; = n) = —'e_t d’ou Ny ~ P(t).

Ainsi E(N;) = t.
3. Comme X est positive, on a P(X < 0) = P(X = 0); donc P(X < 0) < 1, puisque sinon on aurait
E(X) =0, ce qui est absurde.
1 1
De plus, [X < 0] = ﬂ {X < ], d’on, par décroissance, P([X < 0]) = lim P( [X < } ).
n

n—-+o0o n
neN*

Ainsi : 3k € N*, P([X < 7]) <1, dou P(X > 1) > 0.
4. (a) La variable X est positive, d’ott X > al|x~,) par disjonction des cas [X > a] et [X < a].
Do —X < —aljx-q) et on compose par 'exponentielle. D’ot I'existence de I'espérance, et :

E(e™™) < E(exp(—al{xsq)) = P(X >a)e *+ P(X <a)=pe “+1—-p=1—p(l—e%).

n+1 n
(b) L’espérance E(e~5") existe et vaut (E(e_X)> car e % = H e Xk

D’out d’aprés MARKOV :

5. D’aprés la question 1 cela revient & étudier la série Z F,_1(t) — Fo(t)).
n=1
On sépare la somme partielle en deux et on réindexe :

N N-1 N—1
D o n(Foi(t) = Fu(t) = Y (n+1)F, ZnF =Y Fu(t) = NEy(1).
n=1 n=0 n=1 n=0

L’inégalité de la question 4b montre que NFy(t) tend vers 0, et que la série ZF;C (t) converge par
k>0

comparaison a une série géométrique, d’ott la conclusion.
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SUJET 3.3

Toutes les variables aléatoires de ’exercice sont définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P).
Soit un réel ¢ > 2. Soit IV une variable aléatoire qui suit la loi de POISSON de parameétre g.
1. On pose X = ¢". Montrer que X admet des moments E(X™) a tout ordre m € N et les calculer.
n
On pose ¢y =1 et pour tout n > 1, ¢, = H
k=1
2. Montrer que la suite (Ja,|)nen est décroissante. En déduire une majoration de la suite (|a,]).
3. Soit z € R.

1 - Pour tout n € N, on pose a,, = nlc,.
—q

. . 1
(a) Montrer qu’il existe ng € N tel que : Vn > ng, |cpp12™| < §|cnac”|.

(b) En déduire la convergence de la série E cpx™ ; on note f(x) sa somme.
n=0

4. Pour tout = € R, montrer que : f(gz) = (1 — z)f(x).

+oo
5. En déduire que, pour tout m € N, on a : Z eng™" ) = 0.
n=0

6. Montrer I'existence d’une variable aléatoire U a valeurs dans N telle que :

Vn € N, P(U:n):P(N:n)(H%").

7. On pose Y = qV. Les variables X et Y ont-elles la méme loi?
8. Montrer que, pour tout m € N, on a E(X™) =E(Y™).
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SOLUTION DU SUJET 3.3

1. Par ‘ théoréme de transfert, ‘ on a :

= q = (qm+1)k m41 m+1
E(X™) =E(¢™) =) ¢"*P(N = qu’“ =ty A —e e et
k=0 ’
2. Comme ¢ >2,ona 1—¢* <0, donc :
|an+1|:(n+1)\cn+1|: n+l n+1 < n+1 _1
|an | |cn ¢t -1 (¢—1D)(1+q+-+q¢") Ix(A+1+---+1)
Ainsi (Jay,|) est décroissante, donc : ‘Vn >0, |an| < |ag] = 1.‘
n+1
3. (a) Six =0 clest évident, sinon, comme [Cn 2™ | = i 0,
|Cn:L'”| gt —1 n—>+oo
n+1
par définition de la limite, il existe ng tel que |C"|Jcrlxn|| < <3 pour n > ng.
’n,

2 P 4 . n—m
(b) Par récurrence évidente sur n > ng, on en déduit que : |c,z"| < (3)"

Par comparaison avec une série géométrique convergente, on en déduit la convergence absolue de la

serlech
4. On a : (1—2)f(z) = f(x) —2f(z ch ch 1" —1—1—2 0 — Cn—1)x"

_1+ch 1( — n—l)x —1+chqx f(gqz).

n=1

no
[Cno ™.

5. On a Z eng™ ™) = f(¢™1). Montrons par récurrence sur m > 0, la relation : f(¢™*!) = 0.
n=0
e Clest vrai si m = 0, en prenant = 1 dans la question précédente : f(q) = (1 —1)f(1) =0

e Si c’est vrai a l’ordre m, alors en prenant z = ¢™+! dans la question précédente,
ona: f(¢g™?) = (1 —¢™")f(g™*!) = 0, donc c’est vrai a l'ordre m + 1.
6. La suite (P(N =n) (1 + %"))n€N est positive car |a,| < 1. Et :

—+o0

SRV = )(1+—) Z]P’ ;JiOIP(N—
n=0

n=0
_1+}*q ‘L"n_lel*quoo n
=1+ e Z%n!q =1+ ge z%cnq =
n= n=

d’aprés la question 5, avec m = 0.
7. Les variables N et U n’ont pas la méme loi puisque %+ # 0, donc X = gN et Y = ¢V n’ont pas la méme
loi non plus, puisque la fonction ¢ — ¢* est injective sur R

8. Par théoréme de transfert, par un calcul analogue & celui de Q6, on a :
+o00 a +00 1 400
E(Y™) =E(@™) =S g™ P(N = (1 —”)z PN =) 4+ =S ¢ P(N = n)a,
(Y™) =E(@¢"") ;q (N=n)(1+73 nz:%q ( n)+27;)q (N =n)a

+oo
1 n
=E(X™) + ie—q Z %qn(m-kl) =E(X™)+0, daprés Q5.
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SUJET 3.4
Soit p €]0,1]. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé,
mutuellement indépendantes et suivant toutes la loi géométrique de paramétre p. Pour tout n € N*, on pose

n
Sp=>_ X
k=1
1. Rappeler la formule donnant P(X; = k) en fonction de k € N.

k-1 .
-1 k—1
2. Montrer que pour tout entier n de N* et tout entier k > n + 1, E (Z ) = < )
—\n— 1 n

3. Démontrer par récurrence que pour tout n € N* et pour tout k € N, on a :
kE—1
( )p"(l P s k>,

n—1

P(S, =k) =
0 si k<n

+oo
Dans la suite, on admet que si 'on pose f(z) = ij, alors :
7=0

+oo
VneN, Vo el = 1,1[, Y j(—1) - —n+1)a? " = f™(a).

j=n
Soit f une fonction de classe C' sur [1, +oo[, bornée et a dérivée bornée.
Soit N un majorant de |f’| et M un majorant de |f].

4. Dans cette question on prend n € N* et z €]0, 1].

k -1
(a) Montrer que la série E < o )(1 — 2)* est convergente.
n—1
keN
kE\ (k+n—1 &
b) En dédui l":E 1+ — 1- t te.
(b) En déduire que la série k>0f( + n) < ne 1 >( x)" est convergente

Pour tout x €]0,1], et tout n € N*, on pose alors :
= kN (k+n—1
Kfn(z) =a" = — )k
@ =an S g (14 5) (1 -
k=0
SRRy . Sn ) .
5. Pour tout n > 1, établir 'existence de E | f | — et comparer cette espérance & Ky ,(p).
n

6. Soit € un réel strictement positif.
S, 1 K

’n — ‘ > 5) < — ou K est une constante & déterminer.
n

P n
S, 1
s>,
n.op

H(1(5) ) v

(c) En déduire nEIJIrloo(Kf,n(P))-

(a) Montrer que P <

(b) Démontrer que :

Vn € N¥,
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SOLUTION DU SUJET 3.4
1. Pour k=0, on P(X; = k) =0 et pour tout k > 1, on a P(X; = k) = p(1 — p)*~ 1.

2. Pour n fixé, par récurrence sur k a 'aide la formule du triangle de PASCAL.

3. Par récurrence sur n > 1. Initialisation immédiate. Supposons 1’égalité vraie au rang n :
Pour k <n+1,onaP(S,41 =k) =0, car X;,() =N*.Sik>n+1,ona:

k
P(Sni1=k) =P(Sp + Xpg1 =k) = Y P{Sp =i} N{Xnj1 =k —i})
=0

= Z P(S, =14) x P(Xp41 =k — i), (indépendance et support des variables)

1 , ,
= Z <Z ) (1 —p)" x p(1 — p)*~71, (hypothése de récurrence)

n—1
k—1 i1 kE—1
=p"ti(1— p)k—(n+1) Z (n - 1) =pt(1 _p)k—(n+1)< " >, (d’apres 2)

4. (a) Comme 1 —z €] — 1, 1], aprés décalage d’indice, la formule admise donne la convergence de la série
— et sa somme (n — 1)!f(™ (1 —2).

k _
(b) La valeur absolue du terme général de la série est majorée par sup |f|( n 1 )(1 —x)k.
n—

Donc la série est absolument convergente.

S,
5. Comme f est bornée sur [1, +00[, espérance de f <"> existe. Par le théoréme de transfert, on a :
n

S, X[k X, [k n+k
E(f(n»_I;)f<n>ﬂb(sn_k)_;f<n)w Zf( ) (Sp=n+k)b
+oo
Q.3 k\ (n+k—=1\ .,
= Zf(lJrn) ( 01 )p (1—-p)" = Kgnlp)
k=0
6. (a) Les variables (Xj)k>, ont une espérance (qui est Z%) et une variance (qui est %).

S, 1
A TR
n p np2e

Sp 1

L’inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV permet donc de conclure que P (

1
(b) Par inégalité des accroissements (avec |f/| < ’f ( ) f (p)’ <N i p‘ (x). On a:
S, 1 Sn 1 Sn 1
) - Gl=me(5) s G)lmsne) +2 ( (5) =1 G)me-s-)
n D n P n b n p
Sp 1 S, 1 T .
<E|[N|—-- ]l|s7n_l|<€ +2MP | |— — —| > ¢ ] ('inégalité triangulaire et (x))
n  p| % TBIS nop
Sp 1 Sn 1
E( sn_1|<a>+2M]P’<—‘>a> Na+2MIP’(—’>5>
n p n p
1 2M
Au final, tout 1 K, — - <N —.
(c) Au final, pour tout n > 1 on a: |K, 5 (p) f<p)| €+np262

Pour n assez grand le deuxiéme terme est majoré par €. Donc le premier membres est aussi petit

1
que l'on veut pour n assez grand. Ainsi (K¢ ,(p))n converge vers f <)
p



86 ESCP 2023 — Oral

SUJET 3.5

On considére un espace probabilisé (2, A, P) et X une variable aléatoire sur cet espace admettant une
espérance.

On dit qu'une variable aléatoire X est sous-gaussienne si pour tout t € R, E(e!X) existe et s'il existe 6 > 0 tel
que :
2,2
VteR, E(e™) <t

1. Montrer que si X suit une loi normale centrée alors elle est sous-gaussienne.

2. Montrer que si X suit une loi exponentielle de paramétre A > 0, elle n’est pas sous gaussienne.

On suppose que X est sous-gaussienne et que (X )gen+ est une suite de variables de méme loi que X, ces variables
étant toutes définies sur le méme espace probabilisé.On pose pour tout n € N*, Z,, = max(|X1], ..., | Xn])-

!X —1

3. Montrer que pour tout t > 0, X < . En déduire que E(X) < 0 puis que E(X) = 0.

n n
4. (a) Montrer que pour tout t € R, e!%» < ZetX’“ + Ze*tx’“.
k=1 k=1

(b) En déduire que pour tout t € R, E(e*%) existe et vérifie :
E(e'%n) < 2ne?”t’
5. (a) Montrer que E(Z,) existe et que pour tout ¢ réel, E(et?r) > etF(Zn),

ln(th) + 6%t

(b) En déduire que tout tout t > 0, E(Z,) <

(¢) En conclure que E(Z,) < 26/In(2n).
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SOLUTION DU SUJET 3.5

1.

4.

—+oo
E(e!X) existe si et seulement si / Ae!Te™ M dx converge, ce qui est le cas seulement si A > t.
0

Donc X n’est pas sous-gaussienne.
—+o0

2
. . . —_—z
. BE(etX) existe si et seulement si / ———¢'®e” 2.7 dx converge.

—oo OV2T
Or Vz € R, —% +tr=—1 ((fﬁ)2 — th) =—2(2 —at)? + 3022
o0 1

+o0 2

_ == . . _liz_5¢4)2

D’ou / ——e'®e 2.2 dx converge si et seulement si / — ¢ 257974z converge.
o OV2T oo OV2T

vari =2%_0 éne a Vi
Le changement de variable u § t nous rameéne & la convergence de
o T

+Oo ’112
e~ 2 du, qui converge

d’aprés le cours.

N . , 1,242 .
D’ou E(etX) existe pour tout réel ¢ et vaut e2? ¢ . § = ¢%/2 convient pour prouver que X est sous-
gaussienne.

Par convexité de la fonction exponentielle, on a : € > 1+ z, pour z € R, d’ott ¥ > 1 + ¢X,

tX_l EtX_l 92t2_1
¢ > X Dot 2L S i), puis % > E(X).

soit etX —1 > tX, et avec t > 0,

0%¢?
e -1
Or ——— est équivalent & 62t lorsque t tend vers 0, d’oil, en passant a la limite : 0 > E(X).

De plus, —X est aussi sous-gaussienne, dot 0 > —FE(X), c’est a dire F(X) > 0. On a donc : E(X) = 0.
(a) Vw € Q,3i : Z,(w) = | X;(w)] = Xi(w) ou —X;(w). D’ou Vt € R, tZ,(w) = tX;(w) ou —tX;(w).

Ainsi ef%n (@) L tXi(w) 4 e=tXi(@) ot a fortiori e!%n(«) < Z ) Ze_th(W)'
k=1 k=1
(b) Par domination, F(e'%") existe et E(et?") < ZE(etX") + ZE(e_th) < 2ne”t.
k=1 k=1
otZn

-1
(a) On a, pour ¢t >0, 0< Z, < — d’on E(Z,) existe. De plus, par convexité de x — e!® :

Vt e R, el > etBZn) 4 tetBZ0) (2 — B(Z,)),

ainsi et?n > e!P(Zn) tetB(Zn) (7, — E(Z,)), on prend I'espérance, et on obtient : F(et%n) > tF(%n),

(b) D’aprés ce qui précéde, on a : eF(Zn) < 20t
In(2
donc : tE(Z,) <1In(2n) + 022, c’est a dire E(Z,,) < @ + 6%t
In(2 In(2
(¢) La fonction ¢ n(2n) + 02t a pour dérivée t — — n(t2n) + 6.

Donc elle admet un minimum sur ]0; +o0] atteint en ¢ = 7”110(%) qui vaut 20+/In(2n).
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SUJET 3.6

Soient p et n deux entiers supérieurs ou égaux a 2.
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P) qui prend ses valeurs dans I = [1, p].
Pour tout k € [1,p], on pose z = P([X = k]) et on suppose que zj, €]0, 1].
On considére n variables aléatoires indépendantes X, -+, X,, qui sont définies sur (2, .4,P) et qui suivent
toutes la méme loi que X.

Pour chaque w € Q, on introduit Pensemble E(w) = { X (w)}U--- U{X,(w)}
(ensemble dont les éléments sont les nombres X (w), ..., Xp(w) — pas forcément distincts).

1. Pour k € [1,p], on introduit la variable aléatoire Y}, définie, par :

1 sikeEw)

0 sinon.

Yw e Q, Yi(w) = {

(a) Déterminer la loi de Y} en fonction de xj. De quel type de loi s’agit-il ?

(b) Donner 'espérance et la variance de Y.
2. Soit Z la variable aléatoire telle que Z(w) est le nombre d’éléments de F(w) (c.a.d. Z(w) = card(E(w))).

(a) Exprimer Z en fonction des variables Y7, -- Y},
(b) Calculer 'espérance de Z.

(c) Soient k et [ deux entiers distincts appartenant a [1, p].
Que vaut la covariance de Y et Y; en fonction de x et z; 7

(d) Déterminer la variance de Z.

(1—tp)".

P
3. On consideére la fonction f définie sur R? par : f(t1,--- ,t,) =p —
k=
P
On pose £ =[0,1]?, O =]0,1[P et C = {t € RP | Ztk = 1}-
k=1

a) Justifier 'existence d’'un maximum global de f sur X NC que 'on notera M.

(
(

)
b) Prouver que si u est un point de K NC tel que M = f(u), alors u appartient nécessairement & O NC.
(¢) Montrer qu'il existe un unique point u € K NC tel que M = f(u). Déterminer la valeur de M.

(d) Quelle est la loi que doit suivre X pour maximiser I'espérance de Z 7

4. Soit (Xg),ey- une suite de variables aléatoires indépendantes qui sont définies sur le méme espace
probabilisé et qui suivent toutes la méme loi que X donnée dans le préambule de ’exercice. Pour
n > 2, on considére la variable aléatoire Z,, telle que Z,(w) est le nombre d’éléments de I'ensemble
{X1(w)}U---U{X,(w)} pour w € Q. Montrer que la suite (Z,,) converge en probabilité vers une variable
certaine.
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SOLUTION DU SUJET 3.6
1. (a) La variable Y} prend ses valeurs dans {0,1} et P(Y, =1)=1—-P(Y, =0) =1 — (1 — )",
la variable Y}, suit donc une loi de BERNOULLI de paramétre 1 — (1 — xy)™.
(b) 1l s’agit d’une variable de BERNOULLI, le cours nous dit alors que :
E(Yi)=1—(1—ak)" et que V(Yy) =1 — (1 — )" (1 — xx)™.
2. (a) Ilestclairque Z=Y, +---+Y,,.
P

(b) Par linéarité de 'espérance, il vient E(Z) = E(Y1)+ -+ E(Y,) =p — Z(l — )"
k=1
(¢) Comme k et ¢ sont distincts, la variable Y3 Y7 est une variable de BERNOULLI de paramétre

P(YyY, =1)
=1-PMYe=0)=1-P([Ya =0]U[Y; =0]) =1 - (1 —z)" — (1 —x0)" + P([Y = 0] N [Ye = 0])

n

“1—(1—2)"— (1 —z)" + P (ﬂ[Xi ¢ {k,é}]) =1 (1 =)™ — (1 —2)" + (1 — 2 — z)"

i=1

d’ou Cov(Yy,Y)) = E(YEY,) — E(Yi)E(Y,) (f. de KOENIG-HUYGENS)
=1 =) = (L —m)" + (L= — )" = [ = (1 —2)"|[1 = (1 = 2)"]
= (1 — X — xl)” — (1 — Ik)n(l — xl)n.

(d) Avec la bilinéarité de la covariance et les questions 1. (b), 2. (a) et 2. (¢), il vient

P
V(Z)=Cov(2,Z2) = [1—(1—a)" ] (1—2x)"+ Y (1 =z — )" — (1 —23)"(1 — 27)"]
k=1 (kD E1,p]?; k4L

3. (a) Comme la fonction f est continue sur le fermé borné K NC, elle y admet un maximum global M.
(b) Supposons que u n’appartient pas O NC, alors il existe £ € [1, p] tel que uy € {0,1}, par symétrie
on peut considérer que ¢ = 1.
Si u; =1, alors comme v € K NC, on doit avoir ug = --- = u, = 0. On considére la fonction hy sur
[0, 1] définie par hy(t) = f(1 —1¢,¢,0,---,0), on a h1(0) = M > ha(t) et on voit facilement que hy
est strictement croissante sur [0, 5[, ce qui est absurde. On raisonne de la méme maniére lorsque
u; = 0 en remarquant que 'on peut maintenant supposer que ug €0, 1 et on introduit la fonction
ho sur [0,us], out ho(t) = f(t,us — t,us, -+ ,up), qui est strictement croissante sur [0, %[, ce qui
conduit & une contradiction. On a donc bien u € O NC.
(c) Si f(u) = M, on a vu que u € O, c’est en particulier un extrema de la fonction f (de classe C!)

sur O sous la contrainte linéaire uy + - -+ + u, = 1, par suite Vf(u) € Vect ((1,---,1)). On en

)n—l

déduit que (1 — ug =-..=(1- up)"_l7 d’ott ug = --- = u, = —. Il existe donc un unique point

b b p
(d) Avec la question précédente et 2. (b), on voit que la seule loi de X qui maximise I’espérance de Z
est la loi uniforme sur [1, p].

u € KNC tel que f(u) = M. Enfin, on trouveM:f(l,u- ,1)—p{1(11)”].

4. On se doute qu’il s’agit de la variable certaine égale & p. Soit € > 0, comme p — Z,, > 0 on déduit de 1.
(b) et de I'inégalité de MARKOV que

—_

p
p—
—pl>e) = — Ze€) < - -
P(IZn-plZ2e)=Pp-Z,2¢e) < ——— ;1 zr) n—>+ooO

™

car tous les xy, appartiennent a ]0,1[. La suite (Z,,) converge donc vers la variable certaine égale a p.
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SUJET 3.7
On note E 'espace vectoriel des fonctions continues et bornées sur Ry a valeurs dans R.
. . . kN nF _,
1. Soit f € E. Montrer que, pour tout n € N*| la série Z fl- ﬁe converge.
n/) k!

k>0

On pose alors
< E\ n*
* T.(f) = E — ] —e "
Vn € N*| N k_0f<n) k!e

1

On définit les deux fonctions f, et g de E par : Vt > 0, fo(t) =e " avec a>0et g(t) = T+ ¢

2. Pour tout « > 0 et tout n € N*, calculer T,,(f4). En déduire 111;1_1 To(fa)-
n——+oo

+oo k
k
3. Soit (n,N) € N%. On note R, x = E g () %e_”.
k=N+1 n ’

(a) Donner la formule de TAYLOR avec reste intégral sur [0,z] (z > 0) a l'ordre N pour la fonction

exponentielle.
nN+1

(b) Etablir que 0 < R, N < m

4. Soit (€2, A,P) un espace probabilisé. Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de

n
méme loi de POISSON de paramétre 1. On pose pour n entier non nul, S,, = Z X; .
i=1

(a) Pour tout n € N*, exprimer E [g (S;) a laide de Ty, (g).

(b) Soit e >0et 4, = {‘i”—l’ 25}.

En considérant (A, 4,) montrer que E |g () — g(l)] converge vers 0 lorsque n tend vers +oo.
En déduire la limite de (T,(g))n>1- )



CHAPITRE 3. PROBABILITES 91

k
/(;)

n
d’out la convergence absolue de la série d’apreés la convergence de la série exponentielle.
Ainsi la suite (T5,(f)),, est bien définie pour tout f € E.

SOLUTION DU SUJET 3.7

1. Soit M un majorant de |f|. On a V(n, k) € N* x N,

+oo —ak k
2. Soit (n,a) e N* xR4. On a T),(fo) = Ze n%e*" d’ou
k=0 '

To(fa) =exp [n(e=% —1)] = exp [n (1 - = 4o (1> - 1)} — e = fu(1).

n n—-+o0o
N m
. . . i 1 t N
3. (a) La fonction exponentielle est de classe C* sur R. Pour tout x réel, e* = Z T + N / e'(z—t)"dt.
= k! 'Jo

(b) En remarquant 0 < g(t) < 1 pour tout ¢ > 0, il vient

D’aprés la formule de TAYLOR avec reste intégral, on a

N k n n,, N+1
n 1 : N e"n
" — = — —t)Vdt < ——.
¢ ];)k! N!/Oe(" ) (N+1)!
) nNJrl
DOUV(TL,N)GN OanVNgm

4. (a) Par le théoréme de stabilité, on a S, suit la loi P(n), d’ou, par le théoréme de transfert :

E [g <i)] = :ng (ﬁ) x P(Sn = k) =Tu(g)-

(b) Soit € > 0. Comme |g| est majorée par 1, il vient

) 07
n—-+o0o

d’aprés la loi faible des grands nombres puisque X; posséde une variance.

oo (5) -oto]1r] <2e0a) =2 (|5 -

Pour 7 > 0, par continuité de g en 1, on choisit € > 0 tel que |z — 1| < e = |g(z) — g(1)] < n. D’on
Sn Sn
& llo (2) o) tava| = E[o (Z2) —o)| 15y ] <0 @1\ 4

Donc il existe un rang N tel que pour tout entier n > N,

() s < () 0
Donc E Hg (i”) —g(1)

S,
Par inégalité triangulaire pour 1’espérance, il s’ensuit T,,(g) = E {g <">} —g(1) =
n

Lo, 48 o (2) 00| 1o, | < 2P HoP@AL) < 30

Sn
} converge 0. Par linéarité, E Hg () - g(l)H —0
n

N|—
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SUJET 3.8

Soient A, B, C' et D quatre variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilisé
(Q, A,P). Les variables B et C suivent la loi de BERNOULLI de paramétre p € ]0,1[, et les variables A et D
suivent la loi uniforme sur {—1,0,1}. Pour w € €, on définit la matrice carrée M (w) en posant

w) = (A B,

1. On introduit les deux variables aléatoires X et Y définies par X (w) = A(w) + D(w) = Tr(M (w))
et Y(w) = A(w) x D(w) — B(w) x C(w) = det(M(w)) pour tout w € Q.
(a) Siw € €, montrer que M (w)? = X (w)M(w) — Y (w)I ot I est la matrice identité de My(R).
(b) Calculer l’espérance et la variance de X et de Y.
2. Dans cette question, on considére ’ensemble P des matrices carrées d’ordre 2 qui sont des matrices de
projecteurs.
(a) Caractériser les matrices de P.
(b) Quelles sont les matrices M (w) qui sont multiples de la matrice identité ?
(c) Caractériser a 'aide de X (w) et de Y(w) le fait que M(w) € P et ne soit pas un multiple de I.
(On pourra utiliser la question 1. (a))
(d) Calculer la probabilité de ’événement {w € Q | M (w) € P}.

3. On note Z (resp. D) l'ensemble des matrices inversibles (resp. diagonalisables) de M2 (R).
(a) Calculer la probabilité de I'événement {w € Q | M(w) € T}.
(b) Soit w € 2, montrer que A est une valeur propre de M (w) si et seulement si A2 — X (w)A\+ Y (w) = 0.

(c) On introduit la variable aléatoire A = X2 — 4Y". Montrer que A est & valeurs positives. Calculer
P(A =0).
(d) Déterminer la probabilité de I'événement {w € | M(w) € D}.
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SOLUTION DU SUJET 3.8

1. (a) En partant du membre de droite et en simplifiant, on arrive exactement sur le produit matriciel qui

représente M (w)?.
(b) Par linéarité de l'espérance, on trouve E(X) =E(A) + E(D) = 2E(4) =
En utilisant la formule de KOENIG-HUYGENS et l'indépendance des variables A et D, on obtient
V(X)=V(A)+V(D)=2V(A) =2V(A) =2 [E(AQ) — ]E(A)Z] =E(A?).
4

Or A? est une variable de BERNOULLI, d’ott V(X) = 2P([A2 = 1]) = !

Par indépendance, on a E(Y) = E(AD) — E(BC) = E(A)E(D) — E(B)E(C) = ~E(B)? = | —p*.
Le lemme des coalitions nous dit que les variables AD et BC sont indépendantes, d’oi :

V(Y) = V(AD) + V(BC) = E(A’D?) — E(AD)* + E(B*C?) — E(BC)?
= E(A*)E(D?) — E(A)’E(D)? + E(B*)E(C?) — E(B)’E(C)* = P(A* = 1) + p* —p* = % +p*(1 - p)

2. (a) Ce sont les matrices @ de My (R) qui vérifient Q2 = Q.
(b) Comme les variables A et D (resp. B et C) sont a valeurs dans {—1,0,1} (resp. {0,1}), les seules
matrices de M () qui sont multiples de la matrice identité sont 0, I et —1I.
(¢) Si M(w) € P et n’est pas un multiple de I, la famille {I, M (w)} est libre et il résulte alors de 1. (a)
et 2. (a) que l'on doit avoir X(w) =1 et Y (w) = 0. Réciproquement, si X (w) =1 et Y(w) =0, on
voit que M (w) est nécessairement un projecteur qui n’est pas un multiple de I.
(d) On en tire que P([M € P]) =P(M =0)+P(M =1)+P([X =1]N[Y =0]). Or, on a

P(X =1]N[Y =0] =P((A+ D =1]N[AD = BC = 0)) + P(A+ D = 1]N[AD = BC = 1))
=P(A+D=1N[AD = BC =0]) = P(JA = 1] N [D = 0))P([BC = 0])
+P([A=0]n[D = 1))P([BC = 0]) = 2(2%@
Dot P([M € PJ) = p2;q2 + 2(2‘19_ ) _ % [p? — ¢* +4q] = 3_92p.

3. (a) On sait que M(w) € T si et seulement si Y (w) # 0. En passant a 1’événement contraire, il vient
PlweQ | Mw)¢ZI}) =PY =0)=P(AD = BC). Comme la variable BC' prend ses valeurs
dans {0, 1}, avec les propriétés d’indépendance on peut écrire

P(MeT)=1-P(AD =1]n[BC = 1]) — P(|AD = 0] N [BC = 0])
—1-P(JAD = 1))P(BC = 1) — P([AD = 0))P([BC = 0])

2 2 1 4—1—3p2
:1— — 2— _ — = 2 —_— 2 =
(g)p (3 9)(61 qa-) 5

(b) Comme A est une valeur propre de M (w) si et seulement si la matrice M(w) — Al est non inversible,
ce qui équivaut a A2 — X (w)A + Y (w) = 0.

(c) On voit que A = (A+ D)? —4AD +4BC = (A— D)? +4BC > 0 puisque BC est a valeurs positives.
Ceci implique également que P(A = 0) = P([A = D] N [BC = 0]) = P([A = D])P([BC =0]) =

1—p?

(P([(A=D=-1)+P(A=D=0)+P(A=D=1))(1-p") = ——.

(d) Si A(w) =0et M(w) € D, alors M (w) est multiple de I'identité, et lorsque A(w) # 0 on voit avec 3.
(b) que M (w) admet deux valeurs propres distinctes et est donc diagonalisable. D’o avec 2. (b), on

q ¢ +p°+2 Pq

aboutit a P((M € D) = L +1-P(a=0)= T =572 =128
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SUJET 3.9

Soit p €]0, 1[. Soit (pn)n>0 une suite d’éléments de |0, 1.
Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, P) et telles que :

e X est la variable certaine qui vaut 1;

e pour tout n € N*, la variable X,, suit une loi de BERNOULLI de paramétre p,, ;
e ona:P(X; =Xy =p;

e pour tout n € N*, et tout k € {0,1}, on a : Py, —p)(Xpny1 = k) = p.

1. Calculer p;.

1
2. Pour tout n € N*, montrer que p,, = 5(1 +(2p—1)").

3. Montrer que la suite (X,,)nen+ converge en loi.

4. A quelle condition nécessaire et suffisante sur n € N* et p €]0, 1] les variables X,, et X, 1 sont-elles
indépendantes ?

On note (Z) la propriété suivante :

5. En supposant (Z) vérifiée, calculer la covariance Cov(X, i, X,), pour n € N* et i € [1,n].

6. Montrer que si, pour tout n > 2, la variable X,, ne dépend que de X,,_1, mais pas de X,,_o,..., Xq,
c’est-a-dire que pour tout n > 2, tout j € [0,n — 2] et tout k € {0,1}, les variables X,, et X; sont
indépendantes pour la probabilité conditionnelle Px, ), alors la propriété (Z) est vérifiée.
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SOLUTION DU SUJET 3.9
1. Comme Xg=1ona:p=PX; =Xy) =P(X; =1) =p;.
2. Par la formule des probabilités totales avec le sCE (X,, =0), (X, =1),ona:
Pn+1 =P(Xnt1 =1) = Pix, 1)(Xn+1 = DP(Xy = 1) + Plx, —0)(Xn+1 = 1)P(X,, = 0)
=pxpn+ (1=p)1—pn)=(2p—Dpn+ (1 —p).

On en déduit la formule demandée soit par récurrence sur n > 1, soit par la méthode de calcul du terme
général d’une suite arithmético-géométrique.

3. Comme 2p—1€]—1,1[,ona:p, — %, donc la suite (X, )nen+ converge en loi vers la loi | B (%)
n—+00

4. Comme X,, et X,,41 suivent des loi de BERNOULLI, elles sont indépendantes si et seulement si :

1
Pix,=1)(Xnt1 =1) =P(Xpp1 =1) <= p=poy1 <= 2p—-1=(2p-1)"" < |p= 5

car ™ = x ssi m = 1 (mais pas ici) ouz =0 ouz =1 ou (x = —1 et m impair) ; or ici 2p — 1 €] — 1, 1[.
Autre idée : s il y indépendance, alors p = Prx, —1)(Xn11 = k) = P(X,,41 = k) pour tout k € [0, 1].
Donc, par somme sur k, on obtient 2p = 1. Réciproque facile.

5. Comme X,, et X,1; sont des variables de BERNOULLI, alors X,, X,,1; suit la loi de BERNOULLI de
parametre :

Donc par la formule de KOENIG-Huyghens, on a :
COV(Xn+i7 Xn) = E(Xn+zXn) - E(XnJrz)]E(Xn) =DPi X Pn — Pn+4i X Pn = pn(pi - pn+i)'

6. Montrons par récurrence sur i € N* : ¥n € N*,Vk € {0,1}, Pix, —1j(Xp1i = 1) = P(X; = 1).
e Pour i = 1 la propriété est vraie par hypothése de 1’énoncé puisque P(X; = 1) = p (d’aprés Q1).
e Si la propriété est vrai a 'ordre ¢ > 1, alors, par la formule des probabilités totales avec le SCE
(Xn+i =0), (Xpqi=1),0na:
P((Xn+iv1 = k) N (Xn = k))
P(X, =k)

Pix, =k (Xntiv1 = k) =
1
1
- - Py (X, 111 = X, = = P(X,. ., =
P(Xn _ k) Zz:; [anz](( n+i41 k) ﬂ( n k) E) X ( n+i g)
1

1 oo
=—e—" > Pix,—q(Xnyiv1 = k)Pix,,,—g(Xn = k)P(X,4s = £) (indépendance)

1
= Pix,,—g(Xntit1 = k)Px,—k)(Xngs = £) (formule de BavEs)

=0
= ppi +(1—p)(1—p;) par HR
Si ¢=k Si £k

=(2p—1)p; + (1 = p) = piy1 = P(Xiy1 = 1) d’aprés la relation de récurrence de Q2.
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SUJET 3.10

Soient n € N* et aq,...,a, des réels non nuls. On considére ouvert O = (R*)" de R" et f : R" — R
définie par :

n
flze, ... x,) = Zx?
i=1

Soit h : R™ — R définie par h(z1,...,z,) = Zajxj.
j=1

On note C la partie de O constituée des points (21, ...,2,) tels que h(z1,...,2,) = 1.

1.

Justifier que la fonction f est de classe C? et déterminer en tout point M = (z1,...,x,) de R" le gradient
V f(M) et la matrice hessienne V2 f(M).

. On considére la fonction f; restriction de f a C et on suppose que f; admet en un point My un extremum

local. Déterminer les coordonnées de M.
Soit M € C. Pour tout ¢ € [0,1] on pose g(t) = f(My +tU) ou U = M — M,.

(a) Justifier que g est de classe C? sur [0,1] et donner ¢(¢) et ¢g”(t) pour tout ¢ € [0, 1].
(b) Démontrer que f; admet un minimum global en M.

Soit @ € R* un paramétre réel inconnu. Soient Zy, ..., Z,, n variables aléatoires indépendantes définies
sur le méme espace probabilisé et qui admettent un moment d’ordre 2. On suppose que, pour tout
i€{l,...,n},ona

IE(ZZ) = Oa; et V(Zl) =1.

Pour (B1,...,0,) € R™, on pose :
n
X =Y BiZ,
i=1

et on suppose que X,, est un estimateur sans biais de 6.

(a) Déterminer une relation satisfaite par les nombres fy, ..., G,.
(b) Pour quelles valeurs de 1, ..., 3, la variance de X,, est-elle minimale ?
On note pour la suite de ’exercice 57, ..., B les valeurs trouvées.

. On pose X = ZﬁfZi.
i=1

n
Soient o, ..., a, des réels non nuls tels que Y,, = Z «; Z; soit un estimateur sans biais de 6.
i=1
(a) Démontrer que la variance de Y;, n’est pas nulle.
(b) On note p le coefficient de corrélation linéaire de X et Y,.
Rappeler pourquoi |p| < 1 puis démontrer que p > 0.
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SOLUTION DU SUJET 3.10

1.

2.

3.

La fonction f est de classe C2 car polynomiale et on trouve sans peine, en notant I,,la matrice identité
de M, (R), que : Vf(M) = (2x1,...,2x,) et V2f(M) = 2I,.
C’est un probléme d’extremum sous contrainte linéaire. Il existe A € R tel que : V f(My) = AVh(Mp).
En notant My = (z1,...,2,), on a :

2331 = )\CLl

2z, = Aan,
n A n
Comme My € C, on a Zaixi =1, donc 5 Za? = 1, somme qui est non nulle.
i=1 i=1
Il vient alors A = % et z; =a;/s (ou s = Za?) pour tout j € [1,n].
i=1
(a) Comme f est de classe C? sur R™, un théoréme de cours affirme que g est de classe C? avec, pour
tel0,1]:
g'(t) = V(Mo +tU),U) et g"(t) = qrry++0 (U),
ol ¢p,+tu est la forme quadratique associée a la matrice hessienne de f au point My + tU.
(b) Comme f est de classe C2, on peut utiliser la formule de TAYLOR intégrale & I’ordre 1 pour g entre

0 et 1. On a donc : g(1) — g(0) = ¢’(0) +/0 (1—1t)g"(t)t.

Mais on a g(1) = f(My + U) = f(M) et g(0) = f(My). De plus ¢’(0) = 0 puisque V f(My) est
orthogonal a 'hyperplan h(x1,...,2,) = 0. Il reste donc :

1
M) — F(Mo) = / (1~ )gasy e ()t

Enfin, V2f(Mg + tU) = 2I,,, donc ses valeurs propres sont strictement positives : pour tout W non
nul dans R™, on a ga,+ev (W) > 0.

(a) Comme X, est un estimateur sans biais de 6, on a E(X,,) = € d’ou, puisque 6 # 0, Z a;fB; = 1.
i=1
(b) Comme les variables aléatoires Zy, ..., Z, sont indépendantes, les variables 5171, ..., 8,2, le sont
n n n

aussi. Il vient alors : V(X,,) =Y V(8iZ;) =Y BIV(Zi) =Y _ B = f(B1,- -, Bn)-
i=1 i=1 i=1
Selon la question 3, V(X,,) est donc minimale pour : 81 = a1/s,...,3, = a,/s, ot s = Za?.

(a) Par indépendance, on a : V(Y ZV (i Z;) Za V Za > 0.

(b) e D’aprés 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, Cov(X}: ) < V(X*)V(Yn), donc |p| <1
e D’aprés ce qui précede, X est I'estimateur sans blals de 6 de variance minimale parmi les

estimateurs sans biais de 6 de la forme Z B:Z;. Or, pour tout A réel, T, = X + A\(Y,, — X) est
i=1
un estimateur de 8 de cette forme, qui est de plus sans biais. Il en résulte que :

V(X)) < V(T,) = V(X)) + 20 Cov(X,,, Y, — X)) + N2V(Y, — X7).

n

Par suite, 2\ Cov(X},Y,, — X) + A2V(Y,, — X) > 0, pour tout A réel.
11 vient ainsi : Cov(X},Y,, — X)) =0, ce qui donne Cov(Y,, X)) = V(X) > 0.

n’



98 ESCP 2023 — Oral

SUJET 3.11

Les variables aléatoires considérées sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, IP’).

1. Dans un casino, un jeu se déroule de la fagon suivante :

un croupier mélange trois cartes, qui sont ’As de Ceeur, le deux de Coeur et le Valet de Pique et les
présente sur la table face cachée.

Un joueur choisit une carte au hasard. Si celle-ci est un Coeur, il gagne la somme correspondante
(respectivement 1 Euro pour I’As ou 2 Euros pour le deux) et rejoue, le croupier mélangeant a nouveau
les trois cartes; si la carte tirée est le Valet de Pique, le jeu s’arréte.

(a) Montrer que la probabilité que le Valet de Pique n’apparaisse jamais est nulle.

On note N la variable aléatoire représentant le nombre de cartes de Coeur tirées jusqu’a 'apparition du
Valet de Pique (événement qui se produit donc presque stirement), et on note S la somme des Euros
obtenus.

(b) Déterminer la loi de N.

(¢) Soit n € N. Déterminer la loi conditionnelle de S sachant (N = n).
(d) Calculer 'espérance conditionnelle de S sachant (N = n).
(e

) Quel prix minimum le casino doit-il faire payer une telle partie pour ne pas étre perdant en moyenne ?

On admet que si (an k) (n,k)en2 est une famille de réels positifs tels que

—+o0
e pour tout n € N| la série E an,k converge (on pose A, = E A k)s
k k=0

e la série g A, converge
n

+oo [/ +oo +oo /+oo +oo /+oo
alors g E an | existe et E E anj; | = E g Ok |-
k=0 \n=0 n=0 \k=0 k=0 \n=0

2. Soit N une variable aléatoire & valeurs dans N. Soit M € N*| et (X;);cn une suite de variables aléatoires
de méme loi, & valeurs dans [0, M]. On suppose que les variables aléatoires (N, Xg, X1,...,X;,...) sont
mutuellement indépendantes.

On admet qu’on définit une variable aléatoire discréte sur €2 en posant

Vwe, Tw)= )Y Xiw).

(a) Justifier que si N a une espérance, alors T' a une espérance.
(b) On suppose que N admet une espérance. Montrer que E(T) = E(Xy)E(N +1).

(c) Retrouver alors I'espérance de la variable aléatoire S de la premiére question.
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SOLUTION DU SUJET 3.11

1. (a)

(b)
()

Le probabilité que les n premiers tirages ne donnent pas le Valet de Pique est (2/3)".
Par le th. de continuité monotone, la probabilité que le Valet n’apparaisse pas, est hm (2 /3)" =

Le Valet de Pique apparait presque stirement.

Ona N() =N, et N+1 est le temps d’attente du premier succés dans un schéma de BERNOULLI
de probabilité de succés 1/3 par équiprobabilité des trois cartes, donc N + 1 < G(1/3).

Si N =n, on a tiré n cartes de Coeur, chacune rapportant un ou deux Euros,
donc, sachant (N =n), S prend ses valeurs dans [n, 2n].

Pour k € [n,2n], (S = k) est réalisé si et seulement si on a obtenu z As et y deux, avec z et y dans
N vérifiant
rx4+y = n r = 2n—k
{x+2y:k‘ {yzk—n

On doit donc placer £ — n deux parmi n cartes tirées, donc le nombre de tirages favorables est
(kfn), parmi 2" tirages posssibles (il y a deux cartes de Ceceur), soit

()

277,

Vke [[nﬂnﬂ R IE”(N:n)(S = k) =

Sachant (N =n), S est d’univers image fini et positif, et a donc une espérance.

2n n n
E(S/(N=mn)) =)k (’“Q;T’) = o S +d) (;‘) = B(Y +m)=n+ 5 ="

k=n =0 )
(%) par thm de transfert en reconnaissant la loi d’une variable Y — B(n,1/2).
Autre idée : reconaitre que la loi sachant (N = n) de S — n est binomiale.

La série de terme général E(S/(N = n))P(N = n) converge donc, par formule de I’espérance
totale,

w0 = 3 a(syor - —n] =X (55 (3] <3 S (3) ] -0

Le prix minimum & demander est donc de 3 Euros.
N(w)
Ona Vw, 0 < Z Xi( N(w) 4+ 1], d’oit T a une espérance si N a une espérance.

On a T(2) € N. Par J—add1t1v1te, indépendance, permutation de sommes (résultat admis) et
théoréme de transfert,

E(T) = :ZO:[I@IPT k)] ;[kip((:rzkmw:n))]:§[§kp<<éx ) n)ﬂ
[ (o) o S Ber ()
- ; []P’(N = n)E (;X)] - :é{[P(N =n)] (n+ 1)IE(X0)] =E(N + 1) E(X,)

Autre idée : par la formule de 'espérance totale, avec le SCE (N = n),, (plus rapide et plus simple).
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(¢) Dans le jeu de la question 1., on considére la variable aléatoire discréte X; valant 1, 2 ou 0 selon
que l'on tire I’As de Ceeur, le deux de Ceceur ou le Valet de Pique au i-iéme tirage. Les (X;) sont

indépendantes de méme loi uniforme (bornée) et d’espérance 1.
N

On a bien alors S =" X;, et 2.b) donne E(S) =E(N + 1)E(Xo) =3 x 1 =3.
=0
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SUJET 3.12

On considére un espace probabilisé (€, .4, P) modélisant une succession infinie de lancers indépendants d’une
piéce équilibrée (c’est-a-dire donnant pile avec la probabilité 1/2 et face avec la probabilité 1/2). Pour tout
entier k € N*, on désigne par Py I’événement « le k-iéme lancer de la piéce donne pile » et par Fj, ’événement
« le k-iéme lancer de la piéce donne face ».

On appelle « série » une succession de lancers consécutifs amenant le méme coté de la piéce. La série n°1
commence au premier lancer et se poursuit jusqu’a ce qu'un des lancers suivants donne un résultat différent du
premier lancer. De méme, la série n°2 commence au lancer suivant la fin de la série n°1 et se termine au lancer
précédant un changement de coté. On définit de méme les séries suivantes.

Par exemple :

Exemple : PNnPnNn F3 NPAPNPsNPsNPNEgN---.
~—— ~—
Série n°®1  Série n° 2 Série n° 3

L’objet de cet exercice est d’étudier le nombre de séries obtenues.

Pour tout entier n € N*| on note N,, le nombre de séries apparues lors des n premiers lancers. Par exemple, si
I’événement de ’exemple dans la présentation est réalisé, alors on a :

N1=N2:1, N3:2, N4:N5:N6=N7:3 et N8=4

Jusqu’a la fin de l'exercice, on considére un entier n € N*.

1. Déterminer les lois de Ny et Ns.

2. Quel est 'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire N,, 7

3. Soit k € [[1,n + 1]. Justifier que l'on a légalité : (Npy1 =k) NPy N Py = (N =k)N Py N Py,
En déduire que : P (N1 = k) N Py N Pypq) = 3P (N, = k)N P,).

Dans la suite, on admet de méme que l'on a pour tout k € [1,n + 1] les relations :

P ((Nny1 = k)N Fo 0 Fpy1)
P ((Npy1 = k) O\ Py N Fpyy) =

1
P((Npt1=k)NF, N Poyy) = %

B((N, = k—1)N Py)
P((N, = k—1)NF,)

4. Montrer que l'on a pour tout k € [1,n+ 1] :

1 1
B(Nuy1 = k) = 5PNy = k) + 5P(N, =k —1).

Pour tout m € N*, on note G, : R — R la fonction pour tout x réel par : G, (x) = Z P(N,, = k)z*.
k=1

1+
5. Montrer que pour tout © € R, on a : G,41(z) = +

Gn(x).

6. Déterminer la loi de la variable aléatoire N,, — 1 & partir de ’expression de G,,.
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SOLUTION DU SUJET 3.12

1. La variable aléatoire N7 représente le nombre de séries apparues en un lancer, elle ne peut donc prendre
que la valeur 1. La variable aléatoire Ny représente le nombre de séries apparues lors des deux premiers
lancers, elle prend donc la valeur 1 si les 2 premiers lancers donnent le méme résultat, la valeur 2 s’ils
donnent des résultats différents. On a

P(Ny=1)=P(PLNP)U(F1NFy)) =P(PNPy) +P(F NFy) =P(P)P(Ps) + P(F)P(F) = =
1
EtP(Na=2)=1-P(Ny=1) = 7
En conclusion, Nj suit la loi certaine de valeur 1 et N3 suit la loi uniforme sur [1, 2].
2. Soit n € N*. Au cours des n premiers lancers, au moins une série apparait (celle contenant le résultat du
premier lancer) et, au maximum, n séries apparaissent (car chaque série contient au moins un résultat).
3. Soit n € N* et soit k € [1,n + 1]. Si Pévénement P, N P, est réalisé, alors le n-iéme et le (n + 1)-iéme
lancers donnent le méme résultat, donc le (n + 1)-iéme résultat contribue a la série contenant le n-iéme
résultat et on a N,, = N,, ;1. On a donc I'égalité entre les deux événements.
Puisque les événements (N,, = k) et P, sont indépendants du (n + 1)-iéme lancer, on en déduit que

1

51?’((Nn =k)NP,)

4. Soit n € N*. Les événements P, N P41, Fy, N Fq1, F, N Py et P, N F, 41 est un systéme complet
d’événements pour les n-iéme et (n + 1)-iéme lancers. Soit k € [1,n + 1]. Par la formule des probabilités
totales, on a donc

P((Npy1 = k) N Py Pag1) =P((Ny = k) N Py)P(Pryy) =

P(Npy1=k) =P(Npy1 =k) NPy N Pyy1) +P((Npi1 = k)N Ey N Fypq)
+P(Npy1 =K)NFroN Ppg1) + P(Npy1 = k)N PN Frtq)

= ZB(Na = K) N P) + 5P(No = K) 1 ) + 2B(Nw = k= 1) N F) + P(No =k~ 1) N Po)
= %IP’(N” = k) + %]P’(Nn —k—1) (FPT avec le SCE [P,, F,))

5. Soient n € N* et x € R. D’aprés la question précédente, on a

n+1 n+1 n+1

G ZP Npg1 = k)z Z}P’ %ZP(ank—l)xk
k=1

Or, P(N,, = n + 1) = 0. Par ailleurs, en effectuant un changement d’indice dans la seconde somme, on

obtient
n+1

> PN, =k-1) Z]P’ w =) =2 PN, = j)2) = 2Gy(z)
k=1 j=0

car P(N,, = 0) = 0. On en conclut le resultat demandé.

. . . . 14+ =z .
6. Soit x € R. La suite (G, (2))nen+ est géométrique de raison et de premier terme G1(x) = .

On a donc, pour tout n € N*, G,,(z) = = (1+$)n_1.
Soit » € N*. On a

n—1 n—1—k n—1 n
n—1\ /x\F (1 n—1\ 1 .. n—1\ 1 .
W= ()G (G R )e=n )
k=0 0 k=1
Par unicité des coefficients d’une fonction polynomiale sur un intervalle, pour tout k € [1,n], on a

P(N, =k) = 2n11(" 1), soit Ny, — 1 < B(n—1,1/2)

B
Il
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SUJET 3.13

Soit p €]0,1[. On note ¢ = 1 — p. Soit (€2, .A,P) un espace probabilisé .
Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires définies sur cet espace, mutuellement indépendantes, de loi
géométrique de paramétre p.

On note C la variable aléatoire définie pour tout w € €2, par

Cw) = { ;nax{n € N*

X1(w) < Xo(w) < -+~ < Xn(w)} si Ik € N*, Xp(w) > Xpor (@)

sinon

. Pour tout k € N*, calculer P(X; > k).
. Pour tout n € N*, exprimer 'événement [C = n] a 'aide des événements [X; < X;11].
. Pour k € N*, calculer P((X2 > X;) N (X1 = k)). En déduire la valeur de P(C > 2).

(a) En remarquant que pour tout n € N*  on a l'inclusion suivante :

=~ W N =

[C=0]C[X1 <X2N[Xs < Xy]N---N[Xap—1 < Xop)

montrer que P(C =0) = 0.
(b) En déduire la valeur de P(C' = 1).

1—qag)"
Pour tout n € N*, on pose u,(q) = (1-9) .

(1-q)(1—=¢%) x-x(1—-q")
5. Pour n et k appartenant a N*, montrer que :

P(Xn > Xno1 = = X1 2 k) = un(q) x ¢"*7V

6. Montrer que P(C' > n) = u,(q).

1
(L+qm=t
8. Montrer que C admet une espérance si et seulement si la série de terme général u,(q) converge.

Exprimer alors E(C) en fonction des nombres u,(q) (n € N*).
1

9. Montrer que, pour tout n de N*, on a u,(gq) > =
n!

1—q

7. En simplifiant ; G

pout tout k£ € N*, montrer que, pour tout n de N*, on a : u,(q) <

En déduire une minoration de E(C).
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SOLUTION DU SUJET 3.13
k-1

1. D’apreés le cours : P(X; > k) = ZIP’(Xl =1) Zq’ lp = xp dou P(X;>k)=q¢"L

2. Pour tout n > 2, on a : {C—n}—{X1 XQ}Q{XQ Xstn-- ﬂ{Xn 1 < XN {Xn < Xpga )
3. Par indépendance de X7 et X5 :

P(Xo 2 X1)N(X1=k)=P(Xo2k)-P(Xy=k)=¢""-¢"'p= (q2)k_1p-

N —q 1
Dou:P(C>2)=P P(( N(X; =k)) = —_—
B ) Z L Z 1— ¢ 14 q
4. (a) L’inclusion est claire. Les evenements de droite sont 1ndependants et ont tous la méme probabilité,
1
calculée a la question 2 : P(X; < X;11) =P(X; < Xp) =P(C > 2) = oo
q
1 n
On en déduit : P(C =0) < (1—H1> , ot P(C = 0) =0 (en faisant tendre n vers +00).
(b) OnaP(C =0)+P(C =1)+P(C >2) = 1. Donc P(C=1) = %q
5. Récurrence sur n : Pour n = 1, il vient uy(q) = % =letP(X; >k)=q"".
Supposons la propriété vraie au rang n. Alors, par indépendance de X; avec (Xp41,...,X2) :
P(Xpi1 - ZIP’ > Xy > 1) -P(X; = i) (f. proba tot. avec le SCE (X, = i);)

:ZIP’(Xn > =X 20) - P(Xy=14)  car (Xns1,...,X2) et (Xn,...,X1) sont id. distribués

_Zun n i—1 % qi—lp (par HR)
= nt+1yi—1 1—g¢q n+1\k—1 n+1\k—1

=p X un(q) X Z(q )T = un(g) ¥ T X (") = unga(g) x (") (CQFD).
i=k

6. Par conditionnement avec le SCE (X; = 4);en« puis par indépendance :

] “+ o0
1y k—1 _
=Y P(Xp > 2 Xo 2 k) X P(X1=k) =up1(0) D (") x¢" o =un(g)
k=1
7. Car =% = ! — < 1 si k > 1 (et le quotient vaut 1 pour k = 1).
= 14q4-4¢7F T 14¢q
8. Par 'inégalité précédente, uy(q) — 0, d’ou :
N—+oco
N N N+1
SszmP’(C:n):Zn(]P’(C}n)—]P’( >n+1)) an}’ Z(n—l)]P’(C}n)
n=1 n=1 n=2
N+1 400
=3 PCEm RO RO N+ )= Zlun@ ~uvia@) o, 3 (o) = BC
1 - 1 "
9. Pour n > 2 : u,(q) = > ==

1+l +g+¢®) - 1+g+-+qg*1) 7~ 2x3x---xn nl
“+o0 ~+o00
1 1
et donc E(C) = f(q¢) =2 1+ EQH: Ela:efl.
n= n—=
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SUJET 3.14

Dans cet exercice, A désigne un réel strictement positif.
Pour n élément de N*, on considére un n- échantillon (X, Xo, ..., X,,) de variables aléatoires a valeurs stricte-
ment positives, indépendantes, de méme loi exponentielle de paramétre A.
n

On pose pour tout n dans N* : §,, = ZXk et J, = A\S,.
k=1

1. Calculer pour tout n de N*, E (S,,), V(S,),E (J,) et V(J,).
2. (a) Déterminer une densité de la variable aléatoire J,,.
1 1
(b) Soit n > 3 un entier. Démontrer que les variables aléatoires 7 et ﬁ admettent chacune une
espérance et donner leurs valeurs respectives.

(¢) Soit n > 3 une entier. On pose Ap = Sﬁ

Justifier que )\n est un estimateur de A. Est-il sans biais 7 Est-il convergent ?

3. Soit « €]0, 1[. Dans cette question, on veut déterminer un intervalle de confiance du paramétre A\ au
risque a.. On note ¢ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, et u,, le réel strictement
positif tel que ® (uq) =1—%.

Sn

(a) Démontrer que la variable aléatoire N,, définie par N,, = A—= — y/n converge en loi vers une

NG

variable aléatoire de loi normale centrée réduite.

(b) Justifier que, pour n assez grand, on a approximativement : P ([—uq < N, < to]) =1 — a.

n

(c) Montrer que, pour n assez grand, U'intervalle [(1 — “—\/%) (1 + “—“) X\n est un intervalle de

confiance de A au risque «.
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SOLUTION DU SUJET 3.14

1. La variable aléatoire S,, admet bien une variance comme somme de variables aléatoires qui admettent des

moments d’ordre 2. Puis on a E(S,,) = ZE(Xl) = ; et, par indépendance, V(S,,) = ZV(Xi) = %
i=1 i=1

d'ot E(J,) = n et V(J,) = A2V (S,) = n.

2. (a)

(b)

()

OnalJ, = Z AXj. Mais, pour k € [1,n], X; < E(X) donc AXy, — £(1). Par indépendance, on a

k=1
tn—le—t

donc J, = v(n) et une densité de J, est : f; :t— m1]0,+oo[(t)~

oo L(n—1)

Sous réserve de convergence (absolue), par transfert : E (Jl ) = / ;fjn t)dt = ——+ =
" 0 1

1

(1)’
Puis, sous réserve de convergence (absolue), on a, toujours par le théoréme de transfert :

1 oo q 1 1
" (J) :/o gl =G =2 = gy

e La variable aléatoire \, = Sﬁ est une fonction du n-échantillon i.i.d. (X1,...,X,) de loi £(A) :
c’est un estimateur de A. De plus E (X;) =nA\E (%) = donc X; est un estimateur biaisé de
n n J—

A

*Ona: V<X;) :E(X;2> B (E (5\;))2 - (n—?)?n—% B (nn—/\1> njwo

Ainsi, comme le biais de X; converge vers 0, X; est un estimateur convergent de .
Autre idée : (%)n converge en proba vers 0 (loi faible des GN) et on compose par x — + (continue).

n

S, = ZXk a pour espérance n/\ et pour variance n/A\?. Les (Xk)pen sont indépendantes et
k=1
ont une variance non nulle. Ainsi (théoréme central-limite) la variable aléatoire centrée réduite
Sp— %
A

= N,, converge en loi vers la loi normale centrée réduite.

S

Pour n assez grand, on peut supposer que N,, < A(0,1). Ainsi :
P(—ug < Np S tg) @ P (ug) — P (—uy) =20(uy) —1=1-—a.

On a les équivalences :

o) ()] -
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SUJET 3.15
1
On définit la suite (I, )nen+ par, ¥n € N* I, = / (1 —t)e") dt.
0

On admet que I, ~ T
n—+oo \l 2n

n
.Tk

Enfin, on pose pour tout n de N* et tout z de R, : P,(z) =e™* "k
k=0

T
1. (a) Montrer que Va € R,Vn € N*,/ e 't"dt = n!(1 — P,(x)).
0

e—nnn-i-l

(b) En déduire que : Vn € N*,1 — Py(n) = ——In.
n!
(¢) Donner un équivalent de 1 — P, (n) quand n tend vers +oo.

(d) Ecrire une fonction Python f(n) qui renvoie la valeur P,(n) pour n entier naturel non nul donné.
On pourra utiliser la fonction exp (exponentielle) mais pas la fonction factorial (factorielle).

2. Soit (Xj)ken+ une suite de variables aléatoires, définies sur un espace probabilisé (2, .4, P) mutuellement
indépendantes, suivant toutes la loi de POISSON de paramétre 1.
S, —n
vnoo

n
On pose alors, pour tout n de N*, .S, = Z XpetY, =
k=1

(a) Quelle est la loi suivie par S,, pour tout n de N*?

(b) En déduire que ngrfoo P,(n) = % En déduire un équivalent de n!
Soit X une variable aléatoire défini sur (€2, A,P). On note M(X) = {z € R/P(X <z) < 1 <P(X < 2)}.
3. (a) Montrer que :Vn € [2,4+o0o[,Vz € R, P,(z) = Pyy1(z) + P, (x).

(b) Montrer que (P, (n))n>2 et (Pp—1(n)),>2 sont adjacentes.

(¢) En déduire que si X est une variable aléatoire suivant la loi de POISSON de paramétre n, ol n est
un entier supérieur & 2, alors M(X) = {n}.
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SOLUTION DU SUJET 3.15

1.

(a)

Soit € R et n de N*. On applique la formule de TAYLOR avec reste intégral & 'ordre n, a la
fonction g : x — e™* qui est de classe C* sur R, avec a = = et b = 0.
(0 —a)k o 0—t)"
g(0) =3 00" w4 / Q=" w0 )z,
k! n!
k=0 z
-~~nxk7w 3vtmft : wnft
Soit ici Z —e T4 —e 'dt =1 soit nl(1 — P,(z)) = t"e "dt.
=0 0 n' 0
Autre idée : récurrence...
1 n
1= Py(n) = — / t"e~'dt. Le changement de variable t = n(1 — u) donne le résultat.
n! Jo

P efnnn+1

1-P, ~ 4] — X
() 2n n!
def f(mn):
u,s=1,0
for i in range(n+1):
s=s+u

u=ux*n/(i+1)
return s/exp(n)

Par théoréme de stabilité, on sait que S,, < P(n).
" pk S, —n 1
Po(n) = kz:o e = P(Sa <n) = P( o= < 0), = ®(0) = (en utilisant le TCL)

1
Donc 1 — P,(n) — 3 Dot n! ~ /27 x (2)" (d’aprés Qlc).

n—-+oo

L gkt
P 1(z) = —Poja(z) +e7° ]; G - @)+ Paa).
Soit n 2 2. Pryi(n+1) = Po(n) = Poa(n+1) = Prya(n) — Py yy(n).
n+1
TAYLOR avec reste int. & Vordre 1 : P,y 1(n+ 1) = Pyy1(n) + P, 4 (n) +/ (n+1—t)P; (t)dt.

n

Donc P,41(n+ 1) — P,(n)

n+1
/ (n+1—2¢)P) (t)dt.

e—ttn
/! —
OrVvtenn+1],P) (t) = m

Donc Ppi1(n+1) — Py(n) <0.

(t— (n+1)) <0. Avec égalité uniquement si t = n + 1.

n+1
De méme : P,(n+1)— P,_1(n) = P,(n+1) — P,(n) — P.(n) = / (n+1—t)P!(t)dt.

7ttn71
Or:Vten,n+1],Pl(t) = ¢ py (t —n) > 0. Et on a encore P,(n+ 1) — P,_1(n) > 0.

Donc (P,_1(n))ns2 est strictement croissante et (P, (n)),>2 est strictement décroissante..

n" 1
Enfin : Vn > 2, Py(n) — Po_1(n) = e " ~ ~ 0
Hm (n) Hn) = e o~ o

Donc les deux suites (P,—1(n))n>2 et (Py(n))n>2 sont adjacentes et convergent vers 1/2.

1 1
L’entier n € M(X) car : P,,_1(n) < 5 < P,(n) ©P(X <n) < 5 < P(X < n).

Sim<n:IP’(X<x)gIE”(Xén—l)<%.Doncx§éM(X).Six>n:]P’(X<x)2]P’(X<n)>
Donc = ¢ M(X).

DN | =
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SUJET 3.16

1. Soit A = (_“b i) € My(R).
(a) Montrer que X2 — (a + ¢)X + ac + b est un polynéme annulateur de A.
(b) Donner un polynéme annulateur non nul de A de degré minimal.

(¢) Donner une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients de la matrice A pour qu’elle soit
inversible.

(d) Donner une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients de la matrice A pour que A # 0 et
A% =0.

(e) Donner une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients de la matrice A pour qu’elle soit
diagonalisable.

2. Soient X,Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P) indépendantes et
suivant toutes deux la loi géométrique G(p) avec 0 < p < 1. On pose, pour tout w € 2

_(Xw) 1
A(w) = (Y2(w) 1>
(a) Déterminer ’événement « A est diagonalisable ». Calculer sa probabilité.

(b) Calculer la probabilité que A% = 0.

3. Soient X,Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2, .4, P) indépendantes
telles que X suit la loi uniforme ([0, 1]) et Y suit la loi de BERNOULLI B(1/2)
Pour tout t réel, pour tout w € 2, on pose

_ (X(w) 1
aor = (551 ()
On note D; I’événement « la matrice A; est diagonalisable ».

(a) Calculer P(Dy).
(b) Exprimer P(D;) a l’aide de Fx la fonction de répartition de X.
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2
9 a“—b a-+ec y
1. (a) Le calcul donne A¢ = < b 2 >7 d’ou

A2 —Tr(A)A = A% — (a+c)A = (ac+ b)I, = det(A)L,.

(b) Les polynomes de degré 0 ne sont annulateurs que pour la matrice nulle, ce qui n’est pas le cas ici.
Un polyndme de degré un a(X — A) est annulateur de A ssi A = —als ce qui n’est pas le cas ici.
Donc le polynéme trouvé a la question précédente est annulateur de degré minimal.

(¢) La matrice A est inversible si et seulement si 0 # det(A) = ac + b.
(d) Le systéme de 4 équations A? = 0 se simplifie en a + ¢ = ac + b = 0.

(e) e Si la matrice A admet deux valeurs propres distinctes (A = (a — ¢)? — 4b > 0, elle est
diagonanilisable .

e Si la matrice A admet une unique valeur propre, elle n’est pas diagonalisable, car, sinon, elle
serait déja diagonale.

e Si la matrice A n’admet pas de valeurs propres elle n’est pas diagonalisable.
La CNS demandée est donc (a — ¢)? — 4b > 0.

2. (a) Par la question précédente, 'événement « A est diagonalisable » est D = [(X — 1)? +4Y? > 0].
Comme (X —1)%2 +4Y?2 > 0, par indépendance et lois suivies, on a :

P(D) = P([(X—1)*4+4Y? =0]) = P([(X-1)* = 0)N[Y? =0]) = P(X = 1)xP(Y =0) =0=P(D) =1

(b) Toujours par la question précédente [42 = 0] = [X = 1] N[X + Y2 = 0]. Donc :

Autre idée : sans calcul, remarquer directement que, comme A # 0, on a D C [A2 = 0].

3. (a) Par la premiére question P(Dy) = P(X # Y). Or la variable X charge deux points alors que la
variable Y est continue et ne charge pas les points. Ainsi P(Dgp) = 1.

(b) De nouveau P(D;) = P((X —Y)? —¢ > 0). On calcule donc pour ¢ > 0

P(X-Y)Y >t)=P[(X -Y) >Ny =0)+P([(X -Y)>>t]n[Y =1])
P(X?2 >Ny =0)+P([(1-X)* >Ny =1])

= %P(XQ > 1)+ %1@([(1 —X)2>t]) = % (]P’(X >V +P(X <1- \/Z))

Donc
P(D) = 5 — 3 Fx (VD) + 5 Fx(1 — Vi)

Bien entendu, P(D,) = 1 lorsque ¢ < 0. En conclusion

1 si t<0
1_ 1 1 _ : =
P(Dt):{z IFx(VH) + iFx(1=+t) si t>0 _ 1-vi si O<t<l

= < -
1 si t<0 0 s t>1
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